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A. Differentialvechunung.

I. Einleitung,
Der Funttiondbegriff,

1. Die Gleiung y=x*+4x 45 enthilt aufger den beftimms-
ten 3ahlen (4, 5) 3ivet Grogen x und y, fiir die tiv feinen bejtimmten
Wert angeben fonnen, zwifden denen aber die Gleichung einen Ju-
jammenfang injofern erfennen [aft, ald ju einem beliebig gewdhiten
Wert bon x (3. B. —2) ein gang beftimmter Wert von y (in diefem
Falle dex Wert 1) gehdrt. Da toix fitr x alle mdglichen pofitiven und
negativern, gangent und gebrodjenen Bahlen wijhen 4 co und — co
wablen fonnen, gibt e8 unendlid) viele Wertepaare, die unjere Glei-
dung exfitllen. Einige diefer Wertepaare find im folgenden zujammen-

geftellt:
o e e e e e e e e
y|5] 7Y, |10]18y, [17]26]...] 2 [ 1] 2 b oBsodis B | i o

Wir jagen in einem foldhen Falle, e3 ift y eine Funftion dex

Junabhangigen Berdanderlichen” x und
bezeichnen daber y al8 die ,abhingige BVer-
anderlidye”. Tragen ir eine Reibe zu-
jammengehoriger Wertepaare bon x und y als
RKoordinaten in ein rechtivinfliges Koordinaten-
{pftemt ein und verbinden die badirch exhaltenen
Punfte durd) einen jtetigen Linienzug, jo gibt
uns die o exhaltene ,Funftionsfurve” ein
Bild des Verlaufes der Funftion. (Fig. 1.)

Wir erflaren daher: Wenn die Werte
einer berdnderliden Grofe y bden
Werten einer anderen verdanderlidyen
Grofe x nad) einem gewijjen Gejete
sugeordnet find, fo mnennen wir y
eine Funftion der unabhiangigen Ver-
anderlidhen x.

Fig. 1.
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Konjtruiere die Funftionsfurven der folgenden JFunftionen:

2, y—=x4-8.
X2
3. y=——0>.
2 2
4, y=x?—3x+ 4.
5. y =2x? —4x -} 6.
6. y:——% x? 4+ 2x —8.
.y —=ox %
e
8 v— — ——1.
" 2+3
9, y=x°_—12x 1 3

10, y = 5x5 — 15x 4 4.
=5
11. y:%+ X2,

12, y=2x% 1 3x2 — 12x — 3.
13. 6y =2x3 — 3x? — 36x -} 6.
14, y = (x*— 2)2,
15. Was verjteht man unter ganzen und wasd unter geb ro-
denen Funftionen? Welde Art von Funftionen bezeichnet man al3

rationale und twelde ald irrationale Funftionen?

Bei den in den borjtehenden Aufgaben betradhteten Funftionen erjdheinen
die Yerdnbderlichen nur durc) die Operationen des Addierens, Subtrahierens,
Multiplizierens und des Potenzierens mit ganmgzahligen pojitiven Eyponenten
verfnitpjt. Devartige Funftionen werben ald gange Funitionen begeid-
net. Cine gange Funftion desd n-ten Gradesd hat fomit die Form

Y =38, 4+, X 4 a;x?+agx>+...... —+an—1xn—1-| apxn,
0TI g, Ay, Ag, A3, ...an—1, an fonftante Grogen find und an nidht gleich Null
ift. — Sind in der Funftionsgleihung aud) Dibifionen durd) die Verdnderliche
x auszufithren, {o dafy diefe im Nenmer erideint, jo fpridht man bon ge-
brodhenen Funftionen (vgl. Nr. 16—19). — Die gangen und gebrochenen
Funftionen werden ald rationale Funftionen begeidhnet. Jm Segen-
fate dazu beiBen jeme Funftionen, bei denen die Verdnderliche x umter etment
Wurgelzeichen erideint, irvationale Funftionen — Alle anderen
Funttionen (3. B. y=sinx, y=cosx, y=tangx, y=Ilogx ufjmw.) Hheien
tranfzendente Funftionen im Gegenfabe su allen borhin definierten

Funftionen, die man al8 algebraifde Funftionen begeidnet.
Sonjtruiere die Funftionsfurven der nadhfolgenden Funftionen:

ik
16. y=—

X
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17, y=x+—.

X

x24-2

18, y=——.

4 x2—2
19. y:K‘*—d—Qx—-’_—?’.
x2+2x—3

19a, x3y =3x*+ 1.

II. Der Begriff ded Differentialquotienten.

1. €3 joll der Begriff ded Differentialquotienten fiir eine gange
rationale Funftion (3. B. fiix y=x*—6x + 11) entividelt werden.

Wir fonfjtruieren eine Reihe von Punften der Funftionsturve, 3. B. jene
der Wertepaare

gl ) il feelly, ARG S g | i O g

T T T e

Die Funftionsfurve ijt eine Parabel. (Fig. 2.)
Wir legen durd) eimen ihrer Punfte, 3. B. durd) den Punft Pi 4, 3)
irgendeine Gerade, die die Parabel in einem Punite P (6, 11) zum jiveiten-
mal Jdhneiden moge. €8 {hlieft dann die Sefante )
P, P, mit der Abfzijlenachie einen Winfel « ein. Um Big: 2.
den Puntt Py in den Punft P, itbersufithren, mitjfen wiv
die AbJ3iffe x, =4 ded Puntted P, um (x;—x;)=2 und
die Ordinate y; = 3 bed Punited P, um (yo—y1) =8

mwadfen laffen. Der Quotient % =4 ftellt die tri-

gonometrijdhe Tangente des Winfels « bor. Wi
fagen dann, da bie Steigung der Sefante durd
N Rl
Xp — X3
(in unferem befonderen Falle aljo durd) tang « = 4)
bejtimmt ift.

Bezeidhnen wir nun die Differens (y: — y1) mit
Ay, jene von (xg—xl) mit Ax, jo gibt der Diffe-

tang o« =

rengenquotient g bie ,Steigung” der Sefante
£ P, mt. Ax

Drehen wir nun die Sefante Py Py um den fejtbleibenden ﬂSunft P, al8
Ahie im Sinne des Mhrzeigers, fo viidt P, tmmer ndher su Py und bdie
,Differengen” Ay und Ax pertleinern jid) fortgejept. Wenn die Sefante P, P,
fich der ,Grenzlage” der Tangente in P, ndbert, ndhern fid) die Grofen Ay
und Ax der ,®Grenze Null”; man begeichnet dann diefe unendlic) tleinen

8
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LVeranderungen der Grogen y und x ald ,Differentiale von y und x*
und {dhreibt dafitr dy und dx. Jhr Quotient, den man ald Differential-

quotient%X bezeichnet, gibt nad) den obigen Uusfithrungen die Steigung
X

der Tangente im Punite (x,y) an.
Obtoohl nun dx und dy unendlid) fleine Werte {ind, hat thr Quotient,
iie oir fofort feben twerdem, zumeift eimen gang beftimmten Wert, den iviv
borlaufig fitr unjeren bejomderen Fall evmitteln twollen.
Wir bilden sunddit den Differengenquotienten unjerer Funftion y—=x>—
— 6x 11, indem wir y um Ay und x um Ax wad)jen laffen. €3 exgibt jid)
y+Ay=(x+A4x)*—6 (x+A4x)+ 11 oder
y+Ay=x2+42xAx+ (Ax)? —6x — 6Ax 4 11;
sieben toiv Davbon die urfpriinglide Gleidung y =x*— 6x-4-11 ab, jo ergibt
fih Ay =2xAx — 6Ax + (Ax)? oder durd) Divifion durch Ax
. 2x — 64 4x.
Ax
Nabern fih nun Ax und Ay dem Grenzivert oder ,limes” Null, fo wird
limA—y:d~Y=2x—6.
Ax—>o0Ax dx
Fiir den befonderen Fall der Fig. 2 ift fitr x =4 der Wert ded Differen-
tialquotienten &y

——=8—6=2.
dx

Sia g Somit ijt die Steigung der Tangente (und
bamit aud) jene des fleinen Kurvenjtitdes, das
mit ihr zujammenfallt) fitr einen Punft mit dexr
Abfszifle x =4 durd) tang «' =2 und <Ce’' =63
26’ 6" gegeben.

Denfelbent Weg hat man nun einzujdlagen,
um den Differentialquotienten fiir eine beliebige
Funttion y = f(x) su beftimmen.

S Fig. 3 foll die gezeichnete Kurbe einen

| A Feil des Verlaufed der Funttion y =f(x) ver-
0 ‘7‘7_’04 Qz finnligen. Fitx den Punft P, ijt die Orbdinate
y =f(x), fiir einen aweiten Punft Py ift x um
Ax und y um Ay gewadhjen. €3 ijt alfo
P,Q =y=1(F),
P,Q; =y Ay =f(x+4ax), aljo
Ay = f (x4 Ax) — f(x); fomit ift der Differenzenquotient
Ay - f(xAx)—1(x)
A1 Ax {
Bet Anndherung von Ax und Ay an die Grenge Null geht
it iy f(x+Ax) —f(x)
lim - =—————~~
Ax—>0AX Ax
itber in den Diffeventialquotienten

’
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dy it dx) = -f(x)
; dx dx ;

Der Differentialquotient der Funftion y=1f(x) ijt felbjt vieder eine
Sunftion der Verdnbderlihen x; man begeidhnet ihn aud) als die (ex fte)
abgeleitete Funftion pon y=4£(x) und jdhreibt dafiir auc) abfiir=
sungsivetje y = 1'(x).

2, Nadh dem in Nr. 20 bejprodhenen Verfahren, fitr das fid) fpater
betradhtliche BVereinfachungen ergeben terdern, joll die Funttion y=
=x*—2x +4 nad) x differenziert tverden. Auch ijt die Funitions-
furbe der urfpringlichen und dev abgeleitetern Funftion g seichnen.

Man bildet sunddijt den Differenzenquotienten 4y und  Dbejtimmt jodann
jeinen ®rensivert fiiv Ax = 0. ax

€3 ift y+Ay = (x4 Ax)°* —2(x+Ax)+ 4 und

y+Ay =x2+4 2xAx -4 (Ax)® — 2x — 2Ax +4;
fubtrabiert man davon die urjpriinglidhe Gleihung y = x* —2x+-4, jo ergibt jid)
Ay = 2xAx - (Ax)? — 24X und
a7 2x — 2-}Ax;
Ax

i AY 2dyLige T o
AE=—= ot ed x

3. Gbenjo wie Nr. 2 fiir y=5x>*—3x+ 2.

4, Gbenjo fir y=—3x>+4x—8.

5. Gbenjo fiir y=x*—3x*+4x—1.

6. Ghenjo fitr y=38x'—5x* +7x* —9x 411

7. Gbenjo fitr y =]/x.

€3 ift y+Ay=Vx+8x,
Ay=)xFAx—y=)xFAax—]x und
Ay _ Vx+8x—Jx
Ax Ax {

Witrde hier unmittelbar dber Grensivert lim ry fitr Ax = 0 bejtimmt, jo itrde
X
man den unbejtimmten Wert % erhalten. Wit formen daher den Brud) wum,

indem wir Zdbler und Nenner mit (Jx Ax 4 Jx) multiplizieren. €8 ergibt fid)

oy WrFEs—VDagas+)m_ xpbx=x 1
Ax Ax (Jx+3x+1%) ax (JxFax+)x  Jx+ax+Tx
Ay dy owa

Dann it lim L =—"=——,
A% cdx Polx

8. Wie Nr. 7 fiir y =2)/x—5.

21

22
23

25
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I Die Differentialquotienten der widytigiten einfadyen
Sunftionen,

1. Man fann eine fonjtante Grofe, 3. B. k, aud) ald eine
Junttion y =1£ (x) einer Grofe x begeichnen; fie befist in diefenmt Falle
fiir jeben Wert von x den fonjtanten Wert k. Man befjtimme den
Differentialquotienten diefer fonftanten Groge k nach x.

Aus y+ Ay =k folgt wegen y =k unmittelbar, dag Ay =0 und dabher
aud i—y=? =0 ift. Der Differentialquotient einer fonjtanten

X X
Groge it jomit gleid) Null. (Geometrifdhe Bebeutung?)

2, Man Dbeftimme den Differentialquotienten der [inearen
Funftionen a) y=mx und b) y=mx + b!

a) Aus y-+Ay=m (x4 Ax) jolgt ' =’ T ol m. (Geometrifde
Bedeutung?) ax dx
b) Au8 y+Ay =mx 4+ mAx—+4b folgt iwegen y =mx—4b
BY w unb(—l—y— =m. (Geometrijdhe Bebeutung?)
AR dx
3. Man beftimme den Differentialquotienten einer Summe y =
=m.uxn.v, worin wund v Funftionen einer und derjelben unab-
hangigen BVerdanderlidhen x find, 3. B. u=¢ (x) und v=1y(x)!
€3 it y+Ay =m (u-Au)+n(v+Av). Biehen ir davon die ur-
priinglidhe Gleihung y =mu4nv ab, jo ergibt jih Ay = mAutndv und
daber aud) ]imﬁsz_f‘_“ n.A4V — H:m.giu.dv, D..5. ‘bex
A =oiy X Ax Ax dx dx dx
Differentialquotient einer Summe (Differens) von Funftionen
dberfelben unabhdangigen BVervdanderliden ijt gleid der Summe
Differens) der Differentialquotienten der eingelnen Funttionen.

4. Bejtimme den Diffeventialquotientert des Produftes y=u.v
seier Funftionen u=e¢(x) und v=1/ (x) derjelben Beranderlichen x!

63 it y+Ay=(u+4Au) (v4+Av)=uv-+vAu-4fuldv--Au.Av; zieht
man davon y=uv ab, {o ergibt fich Ay = vAu—-udv-|Au.Av und

é,y_szl_'_uAv_'_Au A_V
Ax Ax

Ax "Ax
A . .
Riihert fidy Ax der Grense Null, fo ijt Au. =0, weil du=0 mwird
X

i i 1 \
und ﬁ—v einem endliden Grengverte %:v’ suftrebt. €8 ijt alfo
X X

dy du dv 7 ’
— =V —4u— oder y =vu uv'’.
dx dx i dx 5 i



5. Bejtimme den Diffeventialquotienten eined Juotienten y=% 32

sweier Funftionen u=¢ (x) und v=1(x) einer und derjelben BVer-
anderlichen x.

Au
Gs ift P e R
f y+4y S
u-+A4u - u

Ays (vobAv VO e ok
Ax Ax Ax.v (v+4Av) :

Au Av du dvy
Ay A—(—uA—x dy vE;_uK vu' —uv
o UL SR, S 11 B S O abehs e e,
Ax v (v4Av) dx ) Y

6. €3 joll der Diffeventialquotient einer Potens, 3. B. y=x%, 33
et yamgt poegt v xo heRBmt toerben,

a) §iit y=x (b i y=x) ergibt fi) y Ay =x-Ax, daber gx:L
X

b) Fiir y = x? findet man y -+ Ay =x*42xAx - Ax?; jubtvahiert man
davon y = x* und dividiert durd) Ax, fo ergibt fich) durch {ibergang ur Grenge
Ax— 0 dy

— = 2Xx.
dx
¢) Fiir y =x* ergibt fich ebenjo
y+Ay = (x 4 Ax)? = x® 4 3x2Ax - 3x (Ax)? 4 (Ax)?, baber

i_y — 8x?+ 3xAx -+ (Ax)? und
X

o S
dx
d) Fitr y = x* fonnen iir aud) {dreiben y =x*.x und nun bdiefes
Produtt nad) Nr. 31 diffevensieren. Wir erbalten
g—y:x.3x2+x3:4x3 ujiv.
dx
e) Die unter a) big d) behandelten Falle witrden einer allgemeinen Regel
folgen, die lauten ivitrde

M =n.xn—1,
dx
Daf diefe Regel zunddijt fiix ganze pojitive Eyponenten n gilt, lagt fich

X)

folgenbermaBen allgenein beweifen. €8 fjei nad)geimeien daf ——— =n.xn+1

nt+1 n
—%——) d(); = mnad) Nr. 381,
X X
n+1
d(}(; M) =x.n.x2—'-xn =nxe4x0 =(n-1)x°
X

. h.: gilt unjere Regel fitr x», o gilt fie aud) fitx x»+?, gilt fie fitr xn*?,
jo gilt fie aud) fiix x»+2 ufw. Nun gilt fie beftimmt fitr n =4 (nad) d), alfo

ridhtig fei. Dann folgt fitr

9



34

aud) fitx n = 5, daher aud) fiiv n = 6 ujw., aljo fiir jeden gangzabligen pojitiven
Eyxponenten. [%emeté burd) den Schlup von n auf (n—+41) oder Veweis durd
bolljtdndige mathematijdhe Jnduttion.]
f) Der Sap gilt aber aud) fitv eine ganze negative Jah!l al3 Cyponent.
Dennt e it y=x—= :%;? dies gibt nach Nr. 32
dys s xnl0 = nxa = g —n.x2—1

—= = —n.x—n—1,
dx x2n xin

g) Jit ber Exponent ein gemetner Brud), 3. B. beite[)e alfo y = xq D

ift yo=xp. Differensiert man auf beiden @etten nad) x, jo ergibt fid

q;yQ—l.gl:p SRR a[fogl':B _' Xi—l A XP-‘p =B.xp—1~P+%’
dx dx Y (X—a)q—l q HE q
H_:p—.x%_l_
d X 9
(&fnbhd) moge der Cpponent nod) ein negativer Brudy, 3. B. ——, feim.
Aug y=x 4 ergtbt fid) ya=x-r und ivie unter g) qya—! g—y=—px I
X
1
baber d_y:__.£ o ._XP*:_E > x-—p—l+p~—-§ :_2_ X_E_I-
dx q i q
(x4

7. €3 foll der Differentialquotient einer Funftion von einer
gunttion gebildet werden. €8 fei 3. B. y==(u), wobei u=0p(x),
aljo y=1[g (x)] iit.

dinbdert man x in x4-Ax, fo dndert fih u um Au und y um Ay. G8 ijt
jomit y Ay =f(u+ Au); egen y =f(u) ift Ay =f (u 4 Au) —f (u), daher

Ay  fuAw)—fm)  fu-4Au)—f(w) Au
gy Ax . Au “Ax
f(u+Au) —f(u)
Au
fo gebildet, al3 0b u eine unabhangige Verdnderlidhe wdare. Nabert fid) Ax der
Grenge Null, fo ndbert fich aud) Au diejer Grenze. €3 ift folglich
dy df(u) du dv du
dx  du dx du dx
€8 fei 5. B. y = (3x?+5x)% Sepen wir (3x*+5x)=u, fo ijt y e
foobet u eine Funftion von x ijt. €8 ijt bann nad) der obigen Regel
4y —don q
= 20 2T oper
dx dn dx
gl =2u. (6x+5) =2 (8x*+5x) (6x -+ 5) = 36x>+ 90x2 | 50 x.
X

Der erfte Faftor — der Differengenquotient — erjcheint

Cine einfadje Probe der Richtigeit ergibt fidh, wenn wir y = (3x* 4 5x)?
ausfithren und das (&irgebmg Y =9x*-4-30x"}25x* nad) x Ddifferenzieren; es

ergibt fich vie borhin % = 36x% -+ 90x* 4 50x.

10



8. Weldhen Grensivert nim
Jcull nabert?

Aus Fig. 4 folgt, dap der im Bogenmafe ge- Fig. 4.
meffene Wintel x grofer ift als sinx, aber fleiner als
tang x, alfo

sl i < “:X oder

,L - > it mu[tipﬁgiert man mit sin x, jo folgt
Sin X X

1> EEE > coS X.

i)?lmmt x jur ®renze Null ab, fo ndbert i) cosx dem Gremswert 1;
e8 ijt alfo % Sk
e
9, Bejtimme den Differentialquotienten dex Funttion y=

@8 ift y Ay =sin (x4-Ax) und vegen y _sinx

A
. ; 2 cos \+ it
A_y_sin(x—}—Ax)—smx Do 4
Ax Ax Ax
sin —

Y _ cos (x —]—A—X) .——2—. Nabert fidh Ax (unb daber aud é—X)
Ax 2 Ax 2

—

sinx! 36

2
ber Grenge Null, o ergibt fich, da der redhts jtehende Faftor nad) MNr. 35 fich
der Grenze 1 nabert, d (sin x)

dx
10. Beftimme den Diffeventialquotienten der Funftion y = cos x! 3%
Aus y = cosx folgt y Ay = cos(x + AX), babet

= COS X,

sin \+ .sin—
éx_cos(x—}—Ax)—cosx#_z A2

Ax " Ax Ax
sin —

BY . sin },+ 2. mie in Mr. 36 exgibt fiy beim
Ax .\x

Ttbergang zur Grenze Ax —> O 9
d(cosx)
iR
11. Bejtimme den Differentialquotienten der Funftion y = tang x! 38

€3 it yz%};{unb daber nady Nx. 32

— sin Xx.

d(tangx) cosx.cosx-sinx.sinx 1

dx cos®x cos® X

1l



39

40

11
42

43

44

12, Bejtimme den Differentialquotienten der Funftion y=

= cotang x! g
Aus y =B orgibt fich
sin x
Q(cotangx)_—sinx.sinx—cosx.cosx; iTf B
dx = sin? x’

13. Die Crgebniffe der Nrn. 28—39 {ind in der folgenden iiber-

ficht sujammengeitellt.
Fir y=k ift .

Fir y=mx it

it y=mu-+nv, worin u=¢ (x),

V= (x) 1t

Fir y=u.v, worin u=g (x),

v=1(x) it .

u

Fur y:;, orin u=¢ (x) und

V=1 (x) ift .

Fir y =1 (u), wobei u= ¢ (x) ijt .

Fiir y = x ijt
glir y=sinx ift .
Jir y =cos x it

Fiir y = tang x ijt

Fur y = cotang x ijt

Man bejtimme die Differentialquotienten nadhfolgender Funt-

tionen:
kd=y el
16: iye=x:
36, ip=sat ™
17y == x%.

8%y,

dx

LD pegay

dx

BY e Sy ¥Y

dx dx

dy dv du

il ) e g e

dx dx_l_ dx
du dv
v — s

L SRR dx

dx e

dy_dy du

dx du'dx

H:n.x"*l

dx

dy

—==—¢0S X.

dx

d—y-_——sinx

dx

Tl i

dx cos’x

e PR T

dx  sinx



18 y=Dx’.
1) y:ﬁ/i_"'(: X1)
20, y=—06x"%
5 —1— "
21. y= et (= a5
22; y:x‘%
1
23. W T“/_-);—:—”
o TR
24. Y = %(—_x:)).
Lo il
96,0y — M =0
82, =Lzl
4 x5
PR
mn
29, y =m + 3 nx 4 dx*~
25
.y ==
%2
31. y:xﬁ’]/;"'.
et
32, y= FVXZ
33 y=xVxVx7x

34.

35.
36.
37.
38.
39.
40.

41.

R
x2Vx?
y={——

y = (m? 4 x?) (m? — x3).

y=@x+1)x—1).
y = (3 + 2x) (3 — 2x).
y = (1 — 3x) (1 4 2x).

y=x*—x24+1)(x*41).
y=(x*— x4 x*—x*4 1) (x*+ 1.
1
p_xtl
X

13

S I ]
U e W

o
()

o
)

o'
@

62
63
64
65
66
6%

68



69

<0

2

3

i

=

<6

%

s
9
SO
] |
s2
s3
s4
85
S6

S9

sS

s9

14

49y

x—1
5 T 2
By=>+4_—4+241
X el
x2—
44. y=
% x—1
1 —3x?
ah oy —
d 3 — x?
x?41
46, y = ——,
4 x2—1
47,y—_—__3_‘*;2\
3+ 2x 4 x2
oL SR
48.y=\ ox -+ b
x2—2
49.y—1+2x+)E
1—2x 4 x?
14+Vx
50, y = ~.
. 1—¥%
51. y = (2x* —3x + 4)%

52. y=(x+42)8(x —2)2
53, y — (m? — X},
B v — Y omxa s
55. y =¥2m + 3x.
56. y =V (x2 4+ 2x — 63,
57. y =7V(a?— ).
58. y = ax —V(a + x)=
59. y =V2px.
60. y = — . o
S B
3
Gl — e
Rl e
G
62. y )

5 6 (m — nx‘-’);?"



B3y — < (D=2
64.y=x1/1-—x5.
65. y=(0B+x) V3 —x.
=) 2
6. y=— — .
T Ay
-\ 3
67. =P+%.
X m
2\8
68.y=(2+x)
(1 —x3)?
312
e a
X
X2
Wy —
¥ Va? —x2
s y=x31/a*—\3
6 A
1
2. v—=|/—
. (1= Bx)P
3. y= k
y_V@TxT)‘*
4, y=(x+V1 4+ x22.

75.
76.

el

78.

19,
80.
S
82.

83.

84.

Yy = €0S MX.

—— " X
Y =1 cos
WIS,
y =msin —..

~

& m
=1n S1n —.
y X

y = sin (2x — m).
y = cos (x* — m?).

y = tang (a + bx).
y = cotang (a — X).

£ e
y = m cos .

r = Sin z
b g
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90
91
92

93
94
95
96 ‘
9%

98
99

100
101

102
103

104

105

106
10%
108
109

110

111



112
113

114
115

116

118
119
120

121
122

123
124

125

126

124

128

85. y = tang mx.

86. y = m tang %

Sifo e — SINE K,
88. y = cos? (mx).
1
89. y e
sin x

§ 8 .4
90. v = - coS X -} cos —.
X 2 v 2

|

91. y-

11 [ ) g
= e e ST X
138 4

92. y = cotang x — tang X.

93. y =3 cos x — 4 cos® x.
1 X
94, v = —sin2x ++ —.
K 4 +2
95. v — msinx'
1+ cos x

96. y = sin X . sin (x — m).
97. y = cos X . cos (X — m).

1 1
98, v = — tang*x —tane X
g o A e

IV. $ihere WUbleitungen.

1. Die erjte Ableitung (T“’—zf’ (x)=7y" einer Funftion f(x) ijt
ax

— toie im vorigen Abjdhnitt gezeigt wurde — ivieder eine Funftion
por' x. Somit [t fih) aud) fitr fie eine abgeleitete Funftion bejtim-
; ielde : : .
nten, die man mit (1—% pder mit £ (x) oder y” bezeichnet. Ebenjo
ax

fann e8 eine Ddritte, bierte ujw. Ableitung geben. Welche Ableitungen
ergibt 3. B. die Funftion y=x*—2x* +3x—1?

'—=8x2—4x+8; y'=6x—4; y"' =6; yIV=0.

2. Bejtimme die exjten zwet Ableitungen bon y=3x° —4x* +
+ 5x—6!

5 1
3. Wie Nr. 127 fir y=x + .

16



4, Wie Nr. 127 fir y=5x— —

1

x3

5. Gbenjo fiir y=x*— % mx® 4+ 3 m?x® — 8 m®x 4+ m*.
6. Gbenjo fiit y=x*+ 1) E*—=x+1).

7. Gbenjo fitrr y=]/a +bx.

8. Gbenjo fitt y=]/2px.

9. y=]/m X —{—]/Hl—x.
Bilde die bier erjten Ableitungen vor:

10. y=x".
4. vz,
12. y=sinx.
13. y=cosXx.

V. Die geometrijdje Bedentung ded erjten und 3iveiten
Differentialquotienten.

1. Was ift itber die geometrijdhe Bedeutung des erften Diffeven=
tialquotienten einer Funftion y =1 (x) su fagen?
fiber die geometrijhe Bedeutung des evijten Differvent ialquo-

dy

tienten d—einer Funftion y=£(x) oder ihrer evjten Abgeleiteten
X

y = £ (x) fourde bereitd in
Nr. 20 gejprocgen. Cr ftellt
ung fitr jeden Wert der Abfzifje
X die Steigung der Funt-
tiongfurve, d.1i. Ddie trigono-
metrijhe  Tangente bdes Nei-
qungdinteld Ddes betreffenden
Kurpenelementes bor.

Smbem man Ddies fejthalt,
ecfennt man, daf fiir das Stei-
gen bder Funftionsiverte nad
Ftg. 5 und 6 Ddas Vorzeiden
bes Differentialquotienten po-
{itip, fiix da8 Fallem dex
Funttionswerte nad) Fig. 7 und
8 bagegen negativ ift. JIn den
Fdllen Fig. 5 und T erfcheint

Hig. 5. Big. 6.

Fig. 8.

die Rurve, von der Abfsiffenadhie gefehen, Hhobl (fontav), in den Fallen Fig. 6

und 8 dagegen erhaben (fonver).

Rofenberg, Aufgabenjammiung, Grganzungsheft 2. 2

17

129
130
131
132
133
134

135
136
139
138

139



140

141

142

143

144

2. Weldye geometrijche Bebeutung hat der jweite Diffeven-

: A déy ; . ]
ttalquotient 1};emer Funttion y=1(x) ober ihre 3weite

(e
Avlettnpg yr=—1"(x)?

Der ziweite Differentialquotient (die zweite Ableitung) einer Funftion
v=1(x) jpielt gegenitber der erjten Abgeleiteten £ (x) — bdie ja gleidhfalls eine
Sunftion bon x ift — genau diejelbe Rolle vie die exfte Abgeleitete y =t (x)
gegeniiber der urfpritnglidgen Funftion y =1 (x). Er wird daher beim Fallen
der Funftionsturve der exrjten Abgeleiteten mnegativ, beim Steigen dagegen
pojitib fetn.

3. Stelle die Funftiony = % x3— % X*—6x -1 joivie ihre erjte

und gieite Ableitung y’ und y” graphijch dar und priife an den be-
treffenden Funftionsfurven die Crgebnifie der Nrn. 139 und 140!
Die betreffenden Funttionsfurven find in den Fig. 9, 10 und 11 gezeichnet.

an Fig. 9 wurden die Werte y fitr x :O,T;r, 1,23, 45, ... —1, —2 —3
—4, ..., inig. 10 jene fiic x=0, %,1, Colu AR, . — 1,
i gl fene fite x=0, é—»,—[— 4, —3, ... der Konjtruftion jugrunde gelegt.

4. Wenn bder erjte Diffeventialquotient einer Funftion y =1 (x)
fiir einen oder mehreve Werte von x den Wert , Null” befist, o be-
beutet dies nad) Nr. 139, daf die Tangente der Funftionsfurve an
ber betreffenden Stelle pavallel jur Abjsiffenacyje verlauft. (T, und
T, in Fig. 9.) Man fagt in diefem Falle, daf die Kurve dort einen
grogten oder einen fleinjten Ordinatentvert — ein Ma xinmum oder
cin Mintmum — befigt. Wie findet man daher joldhe ,Extrem-
werte” einer Funftion, wenn deven Gleichung y =1 (x) gegeben ift?
Wo liegen fie daher fiir die in Nr. 141 gegebere Funftion?

Man bilde die erfte Ableitung der Funttionen, fesse fie gleich Null und be-
ftimmte aus der fo exhaltenen Gleichung die Wurzelwerte.

5. BWie fann man ent{deiden, ob ein nad) Nr. 142 gefundener
Crtremivert ein Magimum oder ein Minimum ijt?

Fiir den Fall des Magimums geht bder erfte Differentialquotient von
pojitiven Werten durd) die Null ju negativen Werten iiber (N, 140), fitx den
Sall des Minimums dagegen bon negativen Werten durd) die Null 3u pojitiven
Werten. Jm Falle des Magimums ift daher der Wert des eiten Diffe-
rentialquotienten negativ (Ts in Fig. 10), fitr den Fall des Minimums
dagegen pofitiv (Ts in Fig. 10).

6. Bei der in Nr. 141 betradhteten Funftion ift der [infs vom
Puntte W gelegene Teil der Funftionsfurve, von unten gefehent, ho b,

18



der red)ts dabon gelegene Tetl exhaben ; der Wedhjel tm Kurven-
verlauf erfolgt tm Punfte W — cinem fogenannten Wendepuntte.
Wie fann man feine Lage vedhnerijc) beftimmen?

An der betreffenden Stelle geht der Wert des zweiten Differentialquotien-
ten bon einem negativen Wert durd) die Null zu einem pojitiven Wert iiber.
Fiiv die betreffende Stelle wird daber der Wert des ziweiten Differentialquotien-
ten gleid) Null fein (T in Fig. 10). — Wie exfahrt man aljo dag Vorhanden-

Fig. 9, 10, 11.

T
-
o

[
P
-+
i b
I
-5+
'10;: : q = ,—10—:
Jeft 1 o yafo yeft) +
'1: M

jein eines Wendepunttes und wie beftimmt man feine Lage? Fithre dies
fitr die in Nr. 141 betrachtete Funftion durch!

Die im Wendepunite borhandene Tangente wird als Wenbdetangente
begeichnet. Wie findet man ihre Richtungsfonjtante?

7. Unterjudye dasg Steigen und Fallen der Kurbe y=—3x>+ 145
+ 6x—8 und beftimme ihre Extremiverte!

8. Wie Nr. 145 fiir y=x>—4x + 6. : 146

9. Cbenjo fitr y=x*—4x + 4. Wie grof ijt die Steigung und 149
der Neiqungswinfel des Kurvenelementes fitr die Punfte, deren Ab{siffe
X;=—1 und x,=+ 3 ijt?

10. Gibt es etnen Punft der Kurve in Nv. 145, fiir den die Tan- 148
gente unter 45° (60°) geneigt 1jt?

RES
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149

150

151
152
153
154

155

156
159
158
159

160
161
162

163
164

11, Jn weldgen Punften der Kurve y=x>*—x-+3 ift die
Stetgung 3, 2,1, —1, —2, —3?
12, Beftimme Dden Neigungswinfel der Tangenten der Kurve

y=x* fitr dte Punfte mit den Abjjiffen x, =1 und xg———é st

Bejtimmnte die Cxtremiverte der nachfolgenden Funftionen jowie
die Rage etwa borhanderer Wendepunfte und die Gleihung der u-
geborigen Wendetangentern, u. 3iv.:

13, y=x*—3x.

14, y=2x*+3x>*—12x—3. (Tgl. Nr. 12!)

15, 6y=2x*—3x*—36x—6. (Bgl. Nr. 13!)

16, p=2x* |+ 8x*+ 12 x+'24.

X xe 1
Jlpp e e e SRR | i e e
; & 2 Wi 6
X3 XZ
18, y—=— 4+ ——2x -1} 1,
3 e "

19. y—3x>—9x* 1-42.
20. 6y=12—60x—3 x>+ 4x"

o1, y—%-1 - .8l e ¥
X
122, y=(x*—2)°. (Bgl. Nr. 14}

T23. y=[@x+1)@—x)P 2 ot 3
24, Bejtimme die Extremiverte vom y z}%— Ei +f! (Bgl.
Nr. 19!) P g

95, Tie Nr. 162 Fitr xPy = Bx* 1(Vgldtx, 19al)
26, Untexfuche den Verlauf (SKritmmungsverhalinifje, Cxtrem-

Fig. 12.

werte, Wendepunfte, Wendetangenten) fiiv die Sinusfunftion y=
==ginx (Fig. 12)! *)

*) Sn Fig. 12 ijt die Sinusfunftion durd) eine boll ausgezogene, die
Coftnusfunttion durd) eine gejtrichelte Linie davgejtellt. Faffen wiv daber die

20



27, Gbenjo fitr die Cojinusfunttion y = cos X. %) 165

28, G3 joll eine ganze Funftion sweiten Graded io bejtimmt wer- 166
ben, dafy fie fitr x=">5 ein Maginum (ein Weinimum) befibst.

29, Gine ganze Junftion dritten Grades jo 3u beftimmen, daf 169
fie fitr x, =3 und x,=—4 Cytremiverte bejitst.

30. Wie Nr. 167 fiix x,=—2 unmd x, =+ 4. 168

31. Gine gamge Funftion bierten Grabdes zu bejtimmen, die fir 169
fitr x, =1 und x, =— 3 Wenbdepunfte befiht.

32, 3 joll eine gange Funftion dritten Grades bejtimmt fverden, 140
die fiir x,=25 und x,=—3 CExtrenmerte und filt x,=1 einen
Wendepunft bejibt.

33. Wie Nr. 170 fiir x,=—2, x, =+ 4 und x, =1, 151

34, Gine gange Funftion bierten Grades hat fiir x,=—1, 152

it : 4 g liS
X x3=—2—(§§tremmerte I SRl et 5———*#2]/—

LWendepunfte.

Wie fann fie lauten?
VI. Anwendungen in der Phyjit.

1. Welche Ausdritce exgeben fich unter Anivendung der Differen- 153
talvedhmung fitr die Gejdhwindigeit und fitr die Bejdhleunigung bei
einer ungleichfprmigen Bewegung?

Bei einer gleidhiormigen Bewegung ijt die (fonjtante) Gejdivindigleit o
gegeben durd) das Verhaltnis des LWeges su der Jeit, aljo c:%; e8 bat fitr
bie gange Dauer der Vemwegung immer den gleichen Wert. Bei einer ungleid-

formigen Bewegung darf man annehmen, daf wdbhrend eines febr fury an-
bawernden Jeitteildhens At die (vaviable) Gefdindigteit v fid) nidht dudert.

Sunftion y = sinx als die urpringliche Funftion auf, o jtellt bie geftrichelte
Yinie beven erjte Ableitung y’ = cosx, die firidpunitierte Linie die giveite Ab-

leitung y” = — sin x bor. Beadte daber, baf die Funttion y" { ift(zfgt } fwenn
die urjpritngliche Funftion y { 1;:[%: }, bafy bie Extremiverte bon y dort liegen,

wo die Funftion y =0 ijt, endlid) dafy bie Wenbdepunite der Funttion y dort
liegen, wo bdie Funftion y”=0 ijt. Die Figur laft auch exfennen, dap ein
§ Magimunt | ,fnegativ|
| Minimum | | pojitiv |
ijt uft.

*) Qie witrde jich der Verlauf der Funttionen y = tangx und y = cotang x
jtellen?

der Funftion y dort vorhanden ift, wo die Funition y

21



LWird dann in vem fuvzen Beitteilchen At das fleine Wegelement As suriidgelegt,
fo darf, da in diefer furzen Jeit {ich die Gejchwindigfeit v nidht dndert, nad
der borhin angegebenen Definition der Gejhivindigteit gejesst werden: v = - ]
Ndhert fich davin At der Grenge Null, jo ergibt jich &
As  ds,

Aot T db.
,Dte Gejdhwindigfait ijt gleidh demt erften Diffeventialquotienten des Weges
nacd) der Jeit.”

o dhulidher Weife ift die Bejdhleunigung b
Avinitdys dis;

adrepordtaindt = Las

~Die Bejdleunigung ijt gleid) dem exrften Diffeventialquotienten der Gejdhiwin-

digfeit nac) der Jeit ober auc) gleich) dem zweiten Diffeventialquotienten des

Weges nad) der Jeit.”
194 2. Cin materieller Punft von der Majfe m betvege jich) gleich-

formig mit einer Gejchwindigeit ¢ in einem Kreife (Fig. 13) mit dem
Weittelpunft O und dem Halbmefjer OA =r.
Wie farm man mit Hilfe der Differential-
rechimmg die Grofe der auftretenden Jentri-
petalbejchleunigung, bz, Sentripetalfraft fin-
den ?

Der Punft beginne jeine Vewegung in A. Nad
Ablauf der Jeit t jei er nad) B gelangt. €8 ijt dann
der Bogen AB=ct. Wenn wir nun den sum Halb-
mejfer 1 gehorenden Bogen des Winfels AOB mit «
bezeichnen, bejteht bdie Proportion AB:ra =1 15

dburd) Gleidhjeen beider Werte fitr AB crgibt fich a=9rf. Wiirde fich mun

der Punft unter Cinfluf einer gegen das Jentrum ivivtenden Kraft (Jentri-
petalfraft) von B nad) O bewegen, jo fomute man den Weg BO in zwei Weg-
fomponenten nach den Ridhtungen der Koordinatenachjen zerlegen und wdre

Tig. 13.

—— ct
OC:x:rcos:x:rcosT und

s 4 o
QD= yiir ST smT.

Die in diefen Ridhtungen auftretenden Gefdhwindigfeiten wdren dann als
die erjten Diffeventialquotienten des Weges nad) dev Jeit
se3 8l [oh
ot toh b D vyi=e cos —-.
Cine nodmalige Differentiation diefer Gejdvindigfeiten nad) der Jeit
ergibt die pugehovigen BVejdhleunigungen

9

c? et oM o b
bx = — = cos — und by = — —sin
r r : r r
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Da mut aus geometrifdhen Griinden die rejultievende Jentvipetalbejdhleu-
nigung durd) b= b+ by* ausgedriict fein mup, ergibt fic)

et ct o c
b= |/— [cos® — | sin® —) = —
r‘z Tr i ¢ r

m c?

unbd die Bentripetalfraft (nad) der Gleichung P =m .b) mit P = g

3. Gin materieller Punft duvchlaufe in der Umlaufszeit T mit 143
fonjtanter Gejchindigfeit einen Kreis mit dem Halbmefjer r. Proji-
siert man jeine Betwegung auf dent horizontalen Duvdymefjer AA’
(eta durch in der Ridhtung fenfrecht su AA’ einfallendes Lidht), io
fithrt der ,Schattenpuntt”’ C eine harmonijche Vetwegung aus. Durch)
elde (verdmderliche) Kraft P lieRe fich dieje Beregung des Schatten-
punttes evzielen?

Jijt ie in der vorigen Aufgabe AB = ct und c=2,1%, fo folgt aus

Ox 7l

Fig.. 131:0C =x =1 cos e und x=rcosEE:rcosT.—%rcosz'Tn.t. Die
r r

Gejdhmindigteit des Bunttes in der Ridtung bdes Horizontalen Durchmefjers

ware dann alg erfter Differentialquotient non% gegebent durch v :—2%.
- 2
: sing—z. t und die Vejdhleunigung b aall? o —M.Qn,coszn .t=—4—r~7L
& dt T T T T2

2 ; R )
.cos%. t. ©een twir davin fiir r cos 271? t Dent TWert x und fitr den fonfjtanten

2
‘E\ert% den Budijtaben C, fo getinnen wir den Ausdrud b=—Cx, das

beifgt: Die bei der Bewegung desd Schattenpunttes von A nad) O im Puntte C
auftretende Bejdhleunigung ijt proportional dem Abjtande x vorn der Nubelage.
€8 muf daber aud) die eine Harmonijdhe Vewegung herborbringende ber=
dnderliche Kraft P proportional fein dem Abjtande von der Rubelage.

VII. Grmittlung der Werte unbejtimmter Formen.

1. Was verfteht man unter unbejtimmten Formen? 156
Wenn der Quotient f(x) zweier Funftionen ¢ (x) und v (x), f(x) :%%

fitr einen und denfelben Wert x — a die Eigenjdhaft zeigt, dag ¢ (a) =0 und

Wilay =0 @Jf, |0 it f(x):%g die unbeftimmte Form % an, die jeden

beliebigen Wert bedeuten fonnte wnd deshalb als unbejtimmt bezetchnet wird.

Und pod fann der Quotient fiir x =a einen gang bejtimmten Wert Dbefien.
TN B

©o nimmt 3. B. {(x) = st i x—=ilie ‘chrtg an. Da aber £(x) LB
x2—1 0 =
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159

148

199

_OEXEDE=D i (g5t i diefer Brudh durd) (x— 1) Hirgen und it
(x+1(x—1)

5
daber £ (1) = —.
her £ (1) 5

2, Man findet den Wert einer jolden fitr x =a unbejtimmien
0 s
Form v (nber g), et man 3abhler und Nenner nad) x differenziert

und in dem Quotienten danm fitr x den Wert a fept. Wie lajt fich
dies begritmden?
Am leichtejten [aft fich auf geometrifdhem Wege zeigen, dafy dann f(a)=

Qe ift. Wenn namlid) ¢ () und p (@) =0 find, miiffen fih die beiden

Y@
Sunttionsfurven im Puntte A (a, 0) (Fig. 14) hneiden. Begeidhnen foir den Wert
Fig. 14. von ¢ (x) mit u, jenen bon v (x) mit v, jo ijt
Gx) udpninls (e a).tang ¢,  tango,

YE) Vv (x—a).tange; tange
Népert jich mun x der Grenze a, alfo (x—a)
der Grenze 0, fo gehen die Sefanten AM und AN
in die Tangenten im Punfte A itber und wird
tang o gletd) ¢’ (a) und tang e, gleid) v’ (a); es
ijt aljo ?

fnad 3u beweifent ivar.

v y@)
Wiirde aber £ (a) = m fiit x = a den Wert
1 P(x)
co o W) S0 T =
s annehmen, fo toitrde f(x) = S filt x=a gleid Pt toomit Ddiefer Fall
@ (x)

auf den fritheren zuritdgefithrt erjdheint.
S dem bejonderen Falle, der in Nr. 176 behanbdelt wurde, ergibt jich

fiirf(1)=2—":%.—

X

o : i p et bpa1, At
Witrbe auch) Ddie Form $ @) iy x —a gleid) — (ober glei —), o
) Form = fiie gleich -~ (oder g )

miifjte man unter nod)maliger'%nmenbung des Werfahrend dem LQuotienten
der jweiten (dritten, ...) Differentialquotienten bilben.

Beftimme den Wert der fich in den folgenden Beijpielen exgeben-

den unbejtimmten Formen:

Lanel
3, f(x) =~ — fiirx = 1.
xt—1

e
4 t(x)= ‘T% fitr x = 1.
X —_—
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e s R

fiir x —=.2.

T —12

— fiir x = 1.

0

0

L gt st _himo 4B
1 4

B k() fitiagie — 5
x?— Tx 412
4 3x3 1+ 4x*—Tx} 6
e
x4t R BRI X2 8T X S0
xt—bHx3}+ 10x2—15x+ 9
4B =
x4 — 3x34+2x2—9x+ 9
8. f(x>___x°——f{-—8x+12
x3—bHx?}8x—4
i 3 2 =
9.f(x):2x bx +3>f —{—xﬁAl
OxA— Tx31 9x? —Hx -1
10. f(x):ﬁ"—ﬂ6_5fﬁrx=3.
x24+x—12
ke ¥ i By
11, f(x) = ——firx=".
) x?—49
fo et s B R T,
sin x
1
§8,. 5y e S8 g o1 9]
X — sin X
N R i LR
sin? x
15, B BT i il
sin X — €08 X
16. f(x):ilix—ﬂf furR==459
tang x — cotg x
% e L aree i g
cos X — Sin X
18, f(x>:2tang2x—cotallgx—
2 5In*X —'Cos? X — =
2
19, £(x)— 28X g5 ¢ — 900,
tang 3x
30, e BB A oy
cotang X

tiir x, =1 und x, = 3.
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VIII. Bejtimmung gropter und fleinjter Werte bei avithme-
tijthen, geometrijdhen und phyjifalijhen Anfgaben.

1. Die Summe s (10) in zvei Summanden ju zerlegen, jo daf

bie Summe ihrer Quadrate ein Wintmum wird.
Die beiden Summanden jeten a und (s —a). Die Summe ihrer Quadrate
ift dann S = a? + (s — a)?; jie exjdeint aljo als Funftion der Verdnderliden a.

Man bildet dann %—b (oder &), fetst dies gleich Null und erhalt fo etne Be-
aAa

ftimmungsgleichung fitr jenen Funftionswert vor a, fitv den ein Eyxtremivert
porhanden ift. Ob diefer ein Maginum ober ein Minimunt ijt, ent{deidet der
sweite Differentialquotient. (BVgl. Nv. 1431) %)

2. ®ie Sahl s (10) in zwei Summanden fo 3u jerlegen, dafy die
Summe ihrer dritten Potengen ein Mininuum wird.

3. Die 3abhl s (10) in zwei Summanden zu zerlegen, deven Pro-
duft ein Wagimun ift.

4, Welche Jahl gibt, wm ihrven veziprofen Wert vevmehrt, ein
Weinimum ?

5. Bexlege die Zahl p (100) in 3wei pojitive Faftoren, jo daf
deren Summe einen qroftmogliden Wert befibe!

6. Serlege eine Strede bon 1m Linge jo in zwet Stiide, daf das
baraus gebildete Rechted einen groften Flacheninhalt befist!

7. Weldhes vont allen Rechteden mit dem Umfang 2u hat den
grofiten Jnhalt und wie grof ift diefer?

8. Aus 100 Jindholzhen das inhaltsgrofte Rechtet sz bilden.

9, Weldpes von allen Rechtecten mit dem Jnhalt £ hat den flein-
ften Umfang?

10. Weldhes unter allen Rechtectent mit bem Umfang 2s hat die
fleinjte Diagonale?

+11. Welches Rechted mit der Diagonale d hat den groften Jnhalt?

12. Bon einem Punfte der Hypoterutje eines rechtivintligen Drei-
eces toerden auf die Katheten Sentredhte errichtet. Wo it dex Punit
s wéhlen, damit das entftehende Rechted den groften Snbalt bejitst?

13. Weldhes von allen Dreteden mit dem Winfel a und dev
Summe s der einjchlieenden Seiten hat den grogten JInbalt?

#) Die Frage, b der gefundene Extremivert ein grofier oder ein fleinjter
fet, fann in vielen Fallen auf Grund einfader berlegungen entichieden werden.
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14, Welchen Winfel miiffen die Seiter a und b eines Dreiedes
einjchliegen, damit deflen Jnhalt moglichit grof wird?
+15. Man bejtimme Grundlinie wund Hobe des flacdengroften gleid)-
ichentligen Dreiedes, das fich einem RKreife mit dem Halbmefjer r
einjdhreiben [aft.
+16. Wie grof wdre im Falle der vovigen Aufgabe der BVafis-
toinfel des Dreiectes i wdahlen? (Man fithre diefert Wintel als BVer-
Gnberliche in die unabhingig von den EGrgebniffen der vorigen Auf-
gabe 3u behandelnde Aufgabe ein!)
+17. Wir fennen bon einem Dretede eine Seite a und den gegen-
fiberliegendent Winfel «. Wie hat man die beiden andeven Seiten 3u
wahlen, damit dex Dreieddinhalt moglichjt grof wird?
+18. Wie ift ein Dreied mit der Grundlinie b und der Hohe h u
seichnen, damit die Swmme der beiden anbdeven Seitent einen fleinjten
Wert annehue? (Man fithre einent dex beiden Abjchnitte der Grund-
linte al8 Veranbderliche in die Rechrung ein.)
+19. Welches Dretedt mit dem Umfang 2 und einem Wintel o
Hat den groften JInbhalt?
20. Wie find die Katheten eines rechtwintligen Dretedes mit der
Hypotenufe a zu wahlen, damit feine Flache moglichit grof werde?
21, Bon allen rechtwinfligen Dretecent, in denent die Summe dex
Quabdrate der Kathetent s? ift, joll dasjenige exmittelt werden, das den
grogten Umfang Hat.
22, Weldhes Dretedt mit der Grundlinie a und dem Umfang 25
bat den groften Jnbalt? |
+23. Weldhes von allen gleichichentligen Dretedernt, deven JInbalt £
ijt, bat den fleinjten Wmfang?
+24, Das Dreiedt ABC joll durch eine Tvansverfale, die jivet auf
den Seitenn AB und BC ltegende Punfte M und N verbindet, in zivet
inhaltsgleiche Teile geteilt werden, wobet die Lange der Strede MN ein
Mininum werden joll. Wo find die Punfte M und N angunehnten?
25, Ginem durd) Grundlinie g und Hohe h gegebenen Dreiede ijt
das inhaltdgrofte Redhted einguzetchnen.
26. Ginem gleichjchentligen Dreiect ijt ein Quabdrat eingeseichnet,
bas ein grofiter Bruchteil vom Jnbalte des Dretedes ijt. JIn weldhem
LVerhaltnifje ftehen Grundlinie und Hohe des Dreiectes?
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226

224

228
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233

27. M cin Quadrat mit der Seite s foll ein gleichjchentliges
Dreied pon fleinftem Jnbalte gezeichnet werden. Weldhen Bafiswintel
muf man dem Dreted geben?

28, Ginem Quadrat mit der Seite s joll das fleinjte Quadrat jo
eingezeichnet werden, daf feine Ecden auf den Seiten des wrfpritngliden
Quadrates [iegen. Wie muf dies gejdehen?

29, Man judge auf der Diagonale eines gegebenen LQuadrates
cinent Punft, fitr den die Summe der Quabdrate jeiner Abftande von
dent pier Quadrateden ein Minimum vird.

30. Fiiv weldhen Puntt der Hobhe eines gleidyiettigen Dreiedes it
die Summe der Quadrate feiner Abjtande von den drei Edpuniten des
Dreteded ein Mintmum?

31. Sn einem Dretet ABC foll jur Grundlinie AB eine Pavallele
MN gezogert und ihre Endpuntte mit irgendeinem Puntte P der Grund-
linie perbunden wverden. Jn welhem Abjtande von der Vafis muf
MN gezogen twerden, damit das Dreied MNP den gripten Flachen-
inhalt bejie?

32, 3wijhen den Schenfeln eines rechten Winfels liegt ein Punft
P (x, y). Man joll durch ihn eine Gerade jo ziehen, daf dad ent-
ftandene Dreied den fleinften Jnbalt befist.

33. 3wijhen den Schenfeln des Winfels a liegt etn Punit P;
sieht man durd) ihn Parallele zu den Schenfeln wnd bringt fie mit
biejent zum Schnitte, o mbgen die fich ergebenden Streden die Langen
b und ¢ haben. Weldpen fleinjten Jnbalt fann ein Dreted befipen,
pas von den beiden Schenfeln und einer durch) P gejogenen Geraden
gebildet wird?

34, Ginem Kreis, deffen Halbmefjex r ijt, das inhaltsgroBte Redht-
ec etngugeichuen.

85, Ginem durc) den Halbmejjer gegebenen Kreife das Redyted
mit dem groften Umfang einguzeichnen. (Die Aufgabe joll audh durdh
Ginfithrung des Winfels zwijchen der Grundlinie und der Diagonale
des Nedhtedfes ald unabhangiger BVerdnderlicher geldjt rerden.)

36. Weldhen JInbhalt Hat dag grogte aller Rechtedte, die fidh) einem
gegebenent Halbfreife eingeichnen laffen? (Cinfithrung eines Wintels!)

37. Sn welchem Abjtand pom Mittelpunft eines gegebernen
Rreifes 1jt eine Sehne zu jichen, damit das Dreied, das durd) ibhre
GEnbpunfte und durc) den Kreismittelpunft bejtimmt ift, den grdften
Snbalt hat? (Auf zwet Avten zu [Bien!)
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38a, Welchen Vafiswinfel hat das inhaltdgrofte gleid)jchentlige
Dreted, das jich) einem gegebenen Kreife eingeichnen [aft? (Aaif et
Wegen 3u [olen!)

38b. Wie Nr. 234a, wenn der Umfang des Dretedes ein Mayi-
nm fein joll.

1739. Um einent gegebenen Kveis laffen jich unzdahlige gleichjchent-
lige Dreiede zeihren. Welches von ihnen hat den fleinjten JInbalt
und Nmfang?

T40. Wie miiffen wiv einen Winfel o mit jeinem Scheitel auf die
Peripherie etnes Kreijed legen, damit die Swmme feiner tnnerhalb
pe3 Rreifes liegenden Schenfelabjdhnitte eiven groften Wert annehme?

T41. Wie Nr. 236, wobei jedoch das Produft der Sehnenabjdhnitte
ein Maginuum werden foll.

42, Cinem durd) jeine Seitenn 2a und 2b gegebenen Rechtedt den
fleinften Mhombus 3z umidreiben, deffen Ccenn auf den Seiten-
fommetralen des Rechtedes liegen.

43. Wie grof find die Winfel an der Grundlinie eines Trapeses,
deffert andere dret Seiten gleid) lang find, ju wahlen, damit der Jn-
balt ein Magimum werde?

T44. Jn der Hobe h eines gleichjchentligen Trapesesd mit den Par-
allelfeitent 2a und 2 b it jener Punft ju juchen, fitx den die Swmme
fetner Abjtande von den vier Cdpunften am fleinjten ijt. — Man
setge aud demt erhaltenen Crgebmiffe, daf es der Schnittpunft dev
Diagonalen ijt.

45, Cinem Halbfreis mit dem Radius r das grofte Trape; jo
cirzujdyretben, dafy die grofere Parallelfeite mit dem Durchmefjer ju-
fammenfallt.

T46. Die vovige Aufgabe ju [ojen mittels des Winfels, den die
LBerbindbungslinie des RKreidmittelpuntted mit etner der oberen Ccfen
Des Trapegzed bildet.

T47. Um einen Halbfreis mit dem Halbmeffer r joll ein Trape;
bon fleinjtem Wmfang und eines von fleinjtem Jnhalte gezeichnet rer-
den. Wie grof ijt diefer fleinfte Umfang und Jnhalt?

T48. Jn etnem Kreije mit dem Halbmefjer r wird eine Sehne
gezeichnet, deven jugehoriger Jentriwinfel 2« ift. Jn dem durch die
Sehne  begrensten fleineven KreiSabjchnitt {oll das inhaltdgrofte
Trape; eingezeichnet werden. Wie grof ift fein Jnhalt? (Mit Be-
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nitgung von Winfelfunftionen su [djen. Was ergibt fidh fitx af=90"?
Bgl. Nr. 2417)

49, Wie grofy muf der Halbmefjer eines Kreifes angenontmern
oerdent, in Dem ein Seftor von gegebenemt Jnhalt F den fleinjten
Nmfang Hat?

50. Unter allen Kreisausihnitten vom Umifang 2= denjenigen
su finden, deffent Jnpalt ein Magimum ift. Wie grof ift fein Jentri-
winfel?

+51. Wie grofy ift das inhaltsgrofte Rechtect, das fich einem ge-
gebenent Rreisausidhnitt jo eingeidhnen [aBt, daf et feiner Seiten
der Halbierungslinie des Bentritwinfels pavallel laufen? (Lojung
trigonometrijc).) Was exgibt fich filx 2a=180"? (BVgl. Nr. 232!)

152, An einen gegebenen RKreis find jwei Tangenten unter dem
Winfel 2a gelegt. Wie ift eine dritte Tangente zu legen, damit der
Snbalt des entjtandenen Tangentendreieces ein Minimum werde?

+53. Auf der Jentrale a gweier Kreife mit den Halbmefjern R
und r ift jerer Punft su juchen, fite den die Summe dev Langern dexr
pon ihm an den Kreid gezogeren Tangenten einen groften Wert be-
jist. Wie grof ijt diefe Summe? Man zeige aus dem Grgebnijfe, daf
¢s der inmere dhnlichfeitspuntt der beiden Kreife ift. (Vejondere Werte:
a=13, R=8,r=4.)

54, Lings einer Mauer foll durch ein 24 m langes Drabigitter
ein rechtediger Hithnerhof eingezdunt werden. Weldhe Abmefjungen
muf man dem Rechtect geben unbd wvie grof ijt die eingejaunte Flache?

55. An den Gden eined rehtectigen Stitdes Pappe bon Dder
Qange 1 und dex Breite b follen quadratijche Stiide herausgejdnitten
yoerdent, fo daf durch) Aufbiegen der ftehenbleibenden Redhtecte eine
Schachtel von moglichjt grofem Jnbalte entjteht. Wie grofy ift die
Seite eines joldhen quabdratijchen Ausfdnittes su wdahlen? (Bejondere
Werte: 1=12cm, b="T5 cm.)

56. Weldhes Grgebnis liefert die vorige Aufgabe, wenn die Pappe-
tafel quadratijh (Seite s) ift?

57. Auf der Y-Achfe liegen in den Entfernungen a und (a + b)
pom Urfprung zwei Puntte A und B. Man joll auf dex X-=Achie jenen
Punft P finden, fiir dent <= APB ein Marinuum wird. Was ergibt
fich fitr a=Dh?

30



58. Weldher quadratijche Quader, in dem die Summe aller Kan-
ten s ift, hat den groften JInbalt?

59. Welcher quadratijhe Quaber mit dem Jnbalte V Hat Ddie.

fleinjte Oberflache?

60. Jede Seitenfladye eines quabdratijchen Quaders hat den Jn=
halt s2 . ]/2. Man foll feine Abmefjungen fo beftinmmen, daf feine
Diagonale einen fleinjten Wert befie. Wie grof ijt dieje Diagonale?

61. Man joll aus einem 84 m langen Stid Draht ein Draht- |

modell eines Quaders herftellen, bei dem eine Kante doppelt jo lang
jein foll wie eine andeve. Wie wdre der Draht su zexjchnetden, damit
der Quader die grofte Oberfladye hatte?

62. Die Grundflache eines geraden Prismas ift ein Redhted,
deffen Seiten fich berhalten toie 1:2. Der Jnbhalt des Prismas fei k°.
Wie miiffen die Abmefjungen gewdhlt werden, damit die Oberflache
moglichjt flein werde?

63. 31 zwei ju einander parallelen Flachen eines Wiirfels {ind
swei i) freuzende Diagonalen k gezogen. Jhre Endpuntte bejtim-
men die Ecen eines rveguldren Tetraeders. Diefes joll durd) eine zu
den vorermahnten Wiirfelflachen parallele Ebene jo gejdhnitten wer=
ben, daf die Schnittflache ein Magimum iverde. Wie grof ijt Ddiefe
Schnittflache? -

64. 1iber einem beliebigen regelmagigen BVieled, deffen JInbalt G
und deffert Mmfang U befannt fein foll, ift eine Pyramide mit dex
$Hohe h errichtet. Wie hod) ift ein eingefdhriebenes Brisma angu-
nehmen, wenn a) defen Jnbalt, b) deflen Mantel ein Maginuum
fein foll?

65. Die in der borigen Aufgabe angenomntene Phramide wird
dureh eine Gbene parallel jur Grundfladye gejchnitten und die Schnitt-
figur als Bajfis einer zveiten Pyramide angenommen, deren Spige
in der Grundfldche der urfpriinglichen Pyramide liegt. Jn weldher
Hihe ift der Schnitt zu fithren, damit die erhaltene Pyrantide dent
goften Rauminhalt evhalt und wie verhdlt jich diefer zum Snbalt
der urfpriinglichen Pyramide?

66. Man fithre die vorige Aufgabe fitr ein regulives Tetraeder
mit der Kantenlinge s durc). Wenn die Spike der eingejdhrichenen
Pyramide im BVafismittelpunft des gegebenen Tetraeders angenomnt
men wird, wie grof find die Kanten und die Kantenwinfel der ein-
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263

264

265

266

269

268

269

262

gejchriebenen Pyramide und wie verhilt fich ihr Jnbalt u jerem des
gegebentent Tetraeders?

67, Man foll in ein vequldres Oftacder mit der Kantenlange s
ein moglichit grofes gevades quadratijches Prisma fo einbejcdhreiben,
dafy feine Eden in die Kanten des Oftaeders fallen. Das BVolumbver-
haltnis der beiden Kbrper it fejtuitellen.

T68. Wennt in derjelben Weife toie in Nr. 262 dem regquldaven
Zetvaeder der bolumgrofte Kegel eingejdhrieben werden joll, toelde
Abmefjungen mug er exhalten?

T69. Weldher von den in Nr. 264 exhaltenen Kegeln Hat den qrof-
tert Mantel?

T70. Bier Stabe von der Linge a follen als Seitenfanten einer
gevaden Pyramide fo aufgejtellt werden, dafy der dadurd) bejtimumte
Phramidenraum ein Maximum fverde. Wie grofy exgeben fich) deffent
Abmeffungen? Wie grofy ijt der Neigungswintel der Stabe jur Vafis
und toie grof jener der Seitenflachen jur Bafig?

T71. Wie grofy find die Kanten jener inhaltdgroften, regelmagigen
breijeitigen Pyramide anzunehmen, deven Oberfliadge (s2]/3) ijt?

T72. Der Jnbalt einer geraden quadratijdjen: Pyramide ijt ge-
geben. Wie verhdlt fich thre Hohe sur Bajigdiagonale, wenn die Ober-
flacdge moglichit flein fein foll? Audh foll das Berhaltnid der Ober-
flade sur Grundflache bejtimmt werden.

T73. Wie verhdlt fich der Smbalt eines reguldren Tetraederd ju
jenem des inbaltdgroften eingejdhrichenen geradent 3hlinders?

74. Cin oben offenes Waffergerinne von recdhtedigem Querjdhnitt
fordert in einer Sefunde 81, wobei die Gejdhivindigteit des Wafjers
1dm/s betragt. Wie grofy find Breite und Tiefe e Gerinnes 3u
foahlen, damit die bom Waffer beneste Flache des Gerinnes moglichit
flein ijt? }

75. Aus bier Brettern bon der Breite b foll eine Rinne von mog-
lihjt groBem Fafjungdraum Hergeftellt mwerden, wobet je ein Brett
rechts und linfs vertifal, die beiden anderven wunter eimem Winfel U=
einander geneigt geftellt wexden. Wie grof ijt diefer Wintel 1t wabhlen?

76. Cin Sellexfeniter foll die Form eines Rechtectes mit aujge-
festem Halbfreis erhalten. Wenn nun fein Umfang u fein joll, toie
find bie Abmefjungen zu wdahlen, damit dag Fenjter moglichit viel
Richt einlafje? (Befonderer Wert: u=4m.)
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77. Cin 1m langer Draht joll u einem Rechted gebogen werden. 233
Wie miiffen defjen Abmefjungen getwdhlt werden, damit der Jylinder-
mantel, der entjteht, wenn Ddiefes Rechted um eine jeiner Seiten
votiert, moglichjt grofy ijt?

78. Wie ftellt i) die bovige Aufgabe, wenn das Volumen des 24
entitehenden Rotationszylinders ein Maginuum werden joll?

79. Weldjes Rechtedt vom Umfang 2 erzeugt bet der Umbdrehng
wm feine Mittellinie den groften Rotationszylinder?

80. Weldher gerade Jylinder hat bei gegebenem Umfang 2s jeines 2€6
Achjenjdynittes die grogte Mantelflache?

81. Der Vajishalbmeffer und die Hohe eines Rotationszylinders e
jmd jujammen a lang. Wie jind jie ju wdahlen, dbamit der Bylinder
den grofgtmogliden Jnbalt hat? Und ivie grof find die Grundfldade
und die Mantelfldache diefes Bylinders?

82. Jn welchem BVerhdltnis miifien Vajisdurdhymeijer und Hohe ¢S
eines gevaden Jylinders ftehen, der bei gegebenem Jnbhalt die fleinjte
Tberflache haben joll? '

83. Unter allent gevaden Jylindern, deven Oberflache O ijt, joll 2D
fener beftimmt werden, der das grofgte Volumen Hat.

84. Unter allen Jylindern, deren Jnhalt dem einer Kugel mit 280
dem Halbnrefler r gleichfommt, jenen ju finden, der die fleinfte Ober-
flache Hat. ;

85. Welcher bon allen geraden Jylindern, die fich etnem vequldren 281
Oltaeder mit der Kante s einjhreiben laffen, hat dag grofte Volumen?

86. Weldher der Jylinder in Nr. 281 Hat den groften Mantel? 282
Wie grof 1t diefer Mantel?

87. Auf der Grundlinie BC eines Dreiedes mit den Seiten a, b 283
und ¢ foll ein Rechted ftehen, das in das Dreied eingejeichnet ift
und dasg zujammengerollt den Mantel eines geradben Jylinders geben
joll. Jm weldhem Abjtande von der Grundlinie ift die Gegenjeite des
Rechtectes 3u ziehen, bamit der Jnbhalt diefes Jylinders ein Magimum
werde? (Bejondere Werte: a=42, b=239, ¢ =145.)

88. Wie grof mitjfen BVafisinhalt und Hohe eined oben offenen 284
splindrifchen Blechgefdfes bon 1 Liter Jnbhalt gerodhlt twerden, um
moglichit viel Material ju erfpaven?

89. Welched von allen oben offenen ylindrijen Gefafen von 285
gleicher Oberflache hat das grogte Bolumen? Wie fteht e, wenn das
Gefafy auch oben gejdhlofjen ift?

Rojenberg Aufgabenjammlung, Crganzungsheft 2. 3
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286 90. Cin shlindrijches Sammelbeden fitr Wafjer joll fo ergejtellt
foerden, Daf s bet moglichit geringem Aufwand von Jement einen vor-
gefhriebenent Jnbalt V hat. Weldhe Abmefjungen muf man dem
Hohlrauwm geben?

289 91. Wie grof ift der Jnbalt ded groften geraden Kegels mit der
CGeite s?

289 92. Die borige Aufgabe ijt durd) Cinfithrung des Offmungswintels
an der Spie ded Kegeld ju [jen. Wie grof ijt diefer?

289 93. Welchen Halbmeffer hat der grofte aller Rotationstegel, deren
Obexflache O ift?

290 - 94, BWie grof 1ft dad BVolumen ded groften Rotationstegels, defjen
Mantelflache M ift?

291 795. Weldher Rotationstegel Hat bet gegebenem Jnhalt den flein-
ften. Mantel? Jn welchem BVerhaltnis ftehen bei ihm Halbmeijer,
Hohe und Seite?

202 96. Aus einem gegebenen Kreife ift ein Ausjdnitt von foldher
®rofe herauszujdneiden, daf der iibrigbleibende Teil jujammengerollt
einen. Rotationsfegel von groftem Jnhalte bildet. Weldhe Abmefjun-
gent exhdlt diefer Kegel? Man bejtimme auch) den Jentritvinfel der
abgerollten Mantelflache foie den Offnungsdwinfel an der Spibe des
Kegels.

293 97. Jn weldpem Verhaltnis mup der Halbmejjer der Offnung
eined fegelfovmigen Blechtrichterd sur Hobhe jtehen, damit er bei gege-
bener Bledhmenge den groften Rauminhalt hat? Wie grof exgibt fich
der Offnungswintel am Scheitel?

204 98. Weldhes aleihjchentlige Dreied mit dem Umfange 2s liefert
bet Umbdrehung um feine Hohe den inhaltdgrogten Kegel?

295 99. Welches von allen gleidhjeitigen Vieveden, in denen die Heiden
Diagonalen gujanumnen die Linge 2s haben, erzeugt bei der Um-
drehung um die eine bon ihnen den groften Rotationstorper?

296 100. 31 weldem BVerhaltnis ftehen Grundflachenhalbmefjer und
Geite bei dem bolumgroften geraden Kegel, defjen Oberflache der-
jenigen einer Kugelflade bom Halbmefjer R gleichfommt?

29% 101. Jn einen gevaden Kegel mit dem Bafishalbnteffer v und der
Hohe h joll der inbaltd8grofte gerade Kegel eingejdhriebent werden,
deflen Spige im Mittelpunft der Kegelbaiis liegt und deffen Grund-
freig den Kegelmantel bevithrt. Wie verhalt fich jein Jnhalt ju jenem
Des gegebenent Kegels?
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+102. Gin eifernes Wafferrejervoir bom Jnbalte V joll von einem 298
3ylindermantel gebilbet fein, der nac) unten durd) einen Kegelmantel
pon 120° Offnungswinfel abgejdhloffen ijt. Wie miifjen Hihe Ddes
ylinders und desd Kegels gewdhlt werden, damit dex Verbraud) an
Gifenblech moglichjt gering fet?

103. Weldher von allen Kegeljtumpfen von gleidher Hohe und der 299
Summe 2a der Halbmefjer beider Grundfldchen hat den Fleinjten
Rauminbhalt? Wie grofy ijt diefer?

104. Wie grofy ift dag Vohumen des groften Jylinders, der fid) 300
cinem durd) Bajfishaibmefjer und Hohe gegebenent geraden Kegel ein-
fchreiben laft?

105. Wie Nr. 300, wenn der Jylinder die grofte Mantelflache 3O
Haben joll.

106. Wie Nr. 300, wenn der IJylinder die grofte Oberflache 3OS
Baber foll. Wann ift dieje Aufgabe nur moglich? (Vejondever Fall:
]

107. Sn cinent durc) r und h gegebenen gevaden Kegel joll jener 303
gerade 3ylinder hineingeftellt werden, deffer Rauminhalt jenen Des
auf jeiner Dedflache ftehenden Kegeld am metjten ibertrifjt.

108. Gin Deltoid mit den Diagonalen D, und D, erzeugt durd) 304
Rotation um D, einen Doppelfegel. €8 joll der raumgrofte Jylinder
bejtimmt werdent, der dem Doppelfegel eingejdhricben werden famm.
(Bejonbdere Werte: D, =12, D, =15).

109. Man foll einen auf einer Ghene ftehenden Wiirfel von der 303
RKantenldnge s mit einem Kegelmantel itberdecten, dex die bier obeven
Gden des Witrfels berithrt und dabet den fleinjten Rawm einjdhliept.
Welche Abmefjungen muf der Kegelmantel erhalten?

110. Weldhe Abmefjungen muf das inhaltsgrofte quadratifhe 306G
Pridma erbalten, dasg fich einem durd) r und h gegebenen geraden
Regel einjhreiben [d§t? Jn weldher Begiehung muf die Seite des
Regels zum Bajishalbmefjer ftehen, damit aus dem Prisma ein
Wiitrfel wird?

111, Man joll einem durc) h, R und v gegebenen Kegeljtumpf 30
cinen Jplinder mit grofter Mantelflacpe eirfhretben. Wann ift dies
nur moglich?

112. Giner Kugel einen gevaden 3plinder mit grofter Mantel- 308
flache eingujchreiben.
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309

310

311

312

313

314

315

316
319

318

319
320

321

322

113. Wie Nr. 308, wenn der Jylinder den groften Jnhalt haben
foll. Wie grof ift diejer?

T114. Wie Nr. 308, wenn der Jylinder die grofte Oberflache haben
joll. (Die Aufgabe foll auch durc) Einfithrung des Neigungswintels
eines jum Vajisvand gesogenen Kugelhalbmefiers jur Jylinderbajis
geldjt werden.)

T115. Aus einer Kugel wird ein zylindrijher Kern herausgebohrt.
Wie grof ijt die Ausbohrung vorjunehmen, damit die Oberflace des
librigbleibenden Ringes ein Magimum ird? *)

116. Ciner Kugel den inhaltdgroften Kegel eingujdhreiben. Wel-
chen Halbmefjer hat die diefem Kegel inbaltsgleiche Kugel? (Die Aif-
gabe foll aud) durc) Cinfithrung des halben Offnungdwintels des
Stegels geloit roerden.)

117. Wie Nr. 312, wenn der Kegel die grofte Mantelflache
haben foll.

118. Mean joll einer Kugel den Feinjten Kegeljtumpf umidhreiben.

119. Jn eine gegebene SKugel ijt duvc) den Mittelpuntt eine
Doppelfegelflache jo zu legen, dag der Jnbalt des Doppelfegels ein
Mayinum wird.

120. Ciner Kugel das grofte quadratijhe Prisma einzujdreiben.

121, Wie grofy ijt der Jnbalt jenes inhaltsgroften regelmafig
breifeitigen Prismas, das in eine gegebene Kugel einbejchricben wer-
den fann?

122, Wie Nv. 317 fiir die inhaltsgrofte regelmagige dreijeitige
Pyramide.

123. Wie Nr. 317 fiir eine quadratijhe Pyramide.

T124. Jn eine gegebene Kugel eine gerade quadratijhe Pyramide
einguidyreiben, deven Mantelfldde ein Magimum ijt. Wie grof ift ihr
Jnhalt und wie grof ift der Winfel an der Spise eines jeden Seiten-
dreiecfes?

T125. Wie hod) ift der fleinjte Kegel, dex jich um eine gegebene
Sugel umijchreiben [at? Wie verhalten fich die Jnbalte und wie die
Oberflachen beider Korper?

1126, Ciner Kugel den $Kegel mit fleinjter Oberflache ju um-
jhretben. (Auf zwei Wegen it [Hien.)

_—*)—%gl. die Aujgabenjammiung gur Geometrie des Verf, Nr. 1448! —
Die jid) ergebende fubijhe Gleichung fann durd) Faftovengerlegung umd Aus-

jpeidung des Wurselfaftors (x + r) leidht auf eine Gleichung zweiten Grades
suritdgefithrt werden.
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T127, Wie Nr. 322, wenn die Mantelflache ein Mintmum wer-
dent joll.

7128, Einer gegebenen Kugel foll eine vegelmafige dreijeitige
Pyramide mit fleinftem Jnbalte umidhrieben twerden. Wie grof it
ihr Jnhalt?

7129, Wie grof ijt dex Vafishalbmefjer jenes geraden Kegels, defjen
Sette s ift und Ddeffen JInfugel den groften Halbmefjer Hhat? Wie
fonnte man jeinen Achienjdhnitt jeichnen?

130. Cine Halbfugel vom Radius r ijt durch einen auf ihrem
Grundfrets ftehenden geraben Kegel ausgehohlt. Jn weldher Entfer-
rung bom bhochitgelegenen Punfte der Halbfugel hat dexr NRejtforper
dent groten Querfdnitt und ivie grof it diefer? Wie grof find die
Quer{dhnitte, die bon thm die Abjtande + a Hhaben?

131, Gine Kugel wird durch et in gleichem Abjtande bom Mit-
telpunft pavallel angebradhyte Ehenen in dret Teile zerlegt. Jn jeden
wird eine Kugel eingejchricben, die den Schnittfreis im Mittelpuntt
berithrt, Wie {ind die Ebenen zu legen, damit die Swmme a) Ddex
Oberflachen, b) der Jnbalte der dret Kugeln einen fleinjten Wert
befit und wie grof {ind diefe beiden Summen?

132, On eine Halbfugel ijt ein gerader Jylinder von grofter
Mantelflache einzujchreiben. Wie grof it diefe?

133. Wie Nu. 328, wenn die Jylinderoberflache ein Maginum
fein Joll. (Ars Veranderlidhe fithre man etnen Winfel ein.)

134. Giner gegebenen Halbfugel das inbalidgrofite quadratifche
Vrisma eingubejchreiben. Wie grof ijt fein Jnbalt?

185. Wie Nr. 330, wenn die Pridmengrundfldde ein regelmaiges
Sechsed fein joll.

136. Wie Nr. 330 fiir ein vegelmakig achtjeitiges Prisma.

137, Wie Nx. 330 fitr cinen geraden Jylinder. (Was jagen uns
die NRejultate dexr Aufgaben 330—3337)

138. Jn eine gegebene Halbiugel ift ein gerader Jylinder und in
dent auf feiner Dectflache aufruhenden Kugelabichnitt die grofte Sugel
einbejchrieben. Wie muf die Hohe des Jplinders angemommten tver-
ben, damit die Summe der Rauminhalte diefer drei Korper mdglichit
qrofy wird?

+139. Ciner gegebenen Halbfugel den Kegeljtumpf mit der groften
Mantelflacge eingujchreiben. Wie grof ift diefe Mantelflache?
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336

339

338

339

340

341

342

343

344

345

346

349

140. Um einen Halbfreis vom Radius r it ein vedtwinfliges
Dreted gejeichnet. Die Figur rotiert um die Hypotenuje des Dreiedes.
Wie grof jind defjen Winfel anjunehmen, damit der Acdhjenjchnitt des
Rotationsforpers moglichft flein wird? Wie verhalten fic) die Raum-
inhalte des Notationsforpers und der Kugel?

141, Weldper Kugelabichnitt Hat bei gegebemem Jnbalt die
fleinjte Kugelhaube?

142, Welder Kugelabjdynitt hat bei gegebenem Jnbalt die fleinjte
Oberflache?

143. Weldher von allen Kugelabjchnitten mit der Kugelhaube C
hat den groften Rauminhalt? (BVejonmdever Wert: C =232 x.)

144, Weldher von allen Kugelabjchnitten, deven Oberflacdhe O iit,
Hat den groften Rauminhalt?

145. Wie grofy ift die Hohe eines Kugelabjdhnittes, fitr dem dev
Untexrjdhied 3iwijchen feinem JInhalt und jemem der groften ihm etn-
bejchriebenen Kugel ein Marimum ijt, und ivie verhalten fich die
Oberflachen beider Korper?

7146, Man foll einem Kugelausidhnitt einen Jylinder mit mog-
lichit groger Mantelflache einbejdhreiben, wobet der Jentriwinfel des
Rugelausidhnittes mit 120° angenomnen werden joll. Wie grof ijt die
Mantelflache?

147. Giner Halbfugel den Kegel mit fleinjtem Rauminbalt ju
umjdreibenr. Dasd Verhaltnid der Rauminhalte beider Korper foll
fejtgeftellt twerden.

148, Weldhe Hohe und welched Volumen Hat jener inhaltdgropte
Rotationstegel, den man in eine gegebene Halbfugel jo einbejdhretben
fann, dafy jeine Spise im Kugelmittelpuntt lieqt?

149. Der Rauminhalt eined Jylinders, defjen Grundflachen halb-
fugelformig ausgehohlt find, ift V. Welde Abmefiungen {ind dem
Bylinder zu geben, damit die Oberflache des Nejtfdrpers moglichit
flein oitd?

7150, Man joll in eine gegebene Kugel jenen Jylinder einjchretben,
fitr dent dexr Unterjchied joijchen jeiner Mantelflache und der Summe
der Dbeiden fetne Grumd- und Dedflddye iiberiodlbenden Kugelhauben
moglichit grof ift.

7151, Cin KreiSausichnitt rotiert um einen jeiner Vegrenzungs:
halbntefier. Wie grof ijt jein IJentriwinfel zu wdhlen, damit der
Rauminhalt des um Kugelabjdnitt gehovigen CErganzungstegels
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moglichit grof wird? Aud) joll dag Volumbverhaltnis des Erganjungs-
fegel8 zum Kugelausichnitt exmittelt werden.

7152, Man oll einer durch ihren Duvchmefjer gegebenen Kugel J49
jenent geraden Kegel einjdhreiben, fitr den die Differens zivijhent jeinem
Meantel und der ihn itbervivolbenden Kugelhaube moglichjt grofy wird.

7153, Lon einem Punfte der Oberflacdhe einer Kugel, die den 349
Halbmefjer r bhat, ald Mittelpuntt ift ein zweite Kugelflache jo zu
seichnen, daf ihre tnmerhald der erften Kugelflache gelegene Kugel-
baube moglichit grof fein joll. Wie grofy ijt der Halbmejjer der zweiten
Kugelflache u wahlen?

7154, 3u welcher der nad) Nr. 349 entjtehenden Kugelhauben ge- 350
hort der grofte Kugelausjdhnitt und wie grof ift diefex?

7155, Wie grofy ift der Jentritwinfel jened Kugelausidnittes, der 351
die grogte Oberfladhe Hhat?

7156, Bet welchem Kugelausidhnitt ijt der Unterichied jivijchen 352
dem Kegelmantel und der Kugelhaube am groften und oie grof ijt
der Unterjdhied?

7157, Wie grofy ift die Hohe der Kugelhaube bet jemem Kugel- 353
abjdynitt, bet demr der Unterjchied jwijchen dem Jnbalt des Kegels
und ded Kugelabjdhnittes ein Magimum ijt?

7158, Cine Halbfugel wird nad) einer Kegelflache ausgehohlt, deren 354
Spige tm Mittelpuntt ded Grundfreifed liegt und deren Achje auf
dem leteven fenfrecht {teht. Wie ift die Kegelfladhe anjunehnen, damit
die Gejamtoberflade des Rejttorpers moglichit grof ausfallt und ie
verbalt fid) dann die Kugelzone zum Kegelmantel?

T159. BVon welchem Punfte der Sentrale ¢ jiveier getrennt liegen- 353
dent Sugeln mit den Halbmeffern r und ry ift die Summe der itberblid-
ten Sugelhauben am groften? (Bejondere Werte: ¢ =189, r=25,

r, =—16.)

7160, Durcd) die Bentrale ¢ jweier getrennt liegenden Kugeln mit 356
dent Halbmefjern r; und 1, toird eine Ebene gelegt und in ihr itber der
Bentrale als Durchmefjer ein Kreid bejdhrieben. Fitr welchen Puntt
dicfes Kreifes ift die Swmme der iiberblidten Kugelhauben die grofte?
(Man lege durch die Mitte der Bentrale dad Koordinatenipitent.)

Fitr die bejondeven Werte ¢ =50, 1, =4, 1,=3 foll auch die Groge
ter {tbexrblicten Flache bevedhnet twerden.
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364

365

366

369

368

369

161. Wie grof ijt das fladengrofte Rechted, das fich einer durchy
ihre Mittelprunttsgleichung geaebenen Ellipje eingeichnen laft? (Kon-
ftruftion.)

162, Wie Nr. 357, wenn das Redyted den grogtmoglichen Umfang
haben joll. (Ronjtruftion.)

163. Wie grofy ift der Jnbhalt des groften gleichichentligen Drei-
edes, das fich einer gegebenen Ellipje jo einjdhreiben l[aft, daf der
Sceitel im Mittelpuntt liegt? (2 Fdlle.)

164, Wie Nr. 359, wenn der Scheitel ded Dreieded in einem
Schettel a) dex fleinen, b) der grofen Achie liegt.

165. Weldye Form muf die Ellipje in Nr. 360 Haben, damit die
Dreiede gleichjeitig werden?

7166, Man foll um ein gleidhjchentliges Dreted die fleinjte Ellipje
fonjtruieren, yoobei die grofe Achje dex Cllipje parallel zur Grundlinie
des Dretedes liegen joll.

7167, Welche Winfel muf cin gleihjchentliges Dreiet haben, da-
mit die fleinjte Ellipje, die man mit dem Dreiedsicheitel als Mittel-
puntt jo seidhnen fann, daf fie durch) die Endpunfte der Grumdlinie
hindurchgeht, ein Kreis wird?

168. Cinem Rhombusd mit den Diagonalen 2D und 2d foll die
inhaltsgrofte Cllipje eingejhricben mwerden. Wo liegen die Veriih-
rungspunfte? Wie verhalt fich der Jnbalt diejer Ellipje sum Jnbalt
derjenigen, die fich dem Rhombus umjdyreiben lajt?

169. Cinem NRechted mit den Seiten m und n foll die fleinjte
Cllipfe umgejchricben werden.

170. 1m eine Cllipje ijt dex fleinjte Rhombus ju jeichnen. Wel-
chent Jnbalt hat ex? Jn welder Vezichung fteht jein Jnbhalt su jenem
des durch) die vier Ellipjenjdheitel als Ectpuntte beftimmten Rhombus?

171, Fiix welden Punft P einer gegebenen Ellipje ift der Jnbhalt
des Dretectes, das von der Novmalen des Punfted P, jeiner Ordinate
und der Hauptadhje begrenst ift, ein Magimum? Weldes diefer Drei-
edfe erjeugt bei der Rotation um die Hauptadje den inhaltsgroften
Notationsfegel? Wie grofy ift diefer? (BVgl. Nr. 344!)

172, Fie welden Punft im exjten Quadranten einer Ellipje
jchliegt die Mormale mit dem Halbmefjer den groften Wintel ein?
Wie grof it diejer Winfel? (Vejondere Werte: a=>5, h=3.)

173, Wie Nvx. 368, wobei jedod) der Winfel zivijchen der Tangente
und dem Halbmefjer ein grofter jein joll.
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174, Ciner Ellipje jenes Redhted einjujchreiben, das, zu einemt
3ylinder jujammengerollt, den inbaltsgroften IJylinder wumijdhlieft.
175. Um ein gleidhjeitiged Dreiedt die Ellipje mit dem fleinjten
Jnbalt zu bejdhreiben. Wie grof ift diefer Jnbalt? (Vgl. Nx. 362!)
+176. Jn ein durd) Grundlinie und Hohe gegebenes gletchjchent-
liges Dreiedt die inhaltsgrofte Cllipje eingujdhreiben. Wie grof it ihr
Jnbalt? Wie ftellt jich das Crgebnis, wenn das Dreiedt gleichieitig ift?
+177. Giner gegebenen Ellipje ift das fleinjte gleichjchentlige Drei-
et fo 3t umjchreiben, dafy feine Spipe in der Verldngerung der fleinen
Achje der Gllipje liegt. Wie muf die Ellipje bejchaffert fein, damit
dicjes Dreiect ein gleichieitiges wird?

178. Man foll einer gegebenen Ellipje das inbhaltsgrofte (fhm-
metrijche) Sechsed o eingeichnen, daf die grofe Achje der Ellipje eine
Diagonale bildet und jiwei Sechsedieiten zu thr pavallel laufen. Wie
lang find dieje betden Seiten und wie lang find die anderen Seiten?
Wie grof ijt der Jnhalt des Sechsedfes? Was ergibt fich fiiv a=Db?

+179. Wie Nr. 374, wobei jedoch) das Sechsedt den fleinjten Um=
fang haben joll. Wie lang find in diefem Falle die Sechsedieiten?

+180. Wie grof ift der Halbmefjer jenes mit einer gegebenen
Cllipje fonzentrijhen RKreifes, der ihven Umfang unter dem groften
Wintel chneidet?

+181. Wie lang ift die groftmogliche Sehne, die man vom Sceitel
der fleinent Achje einer gegebenen Ellipje ziehen fann?

182, Welche beiden Rhomben muf man einer gegebenen Ellipje
umjdhreiben, damit fie bei der Rotatiom wum eine der beiden Achjen
dbie inbaltsgroften Doppelfegel erzeugen? Jn welchem BVerhaltniffe
jtehen ihre Mauminbalte?

183. Dem Ellipjoide, das durd) Umdrehung einer gegebenen
Gllipfe um ihre grofje Achje entjtebt, joll dex grofte Notationstegel jo
cingefchricben werden, daf feine Spige im Mittelpuntt und feine
Hohe in der grofen Achje des Gllipjoides liegt. Wie grof ift fein
Rauminhalt?

184, Sn weldhem Berhiltniffe ftehen die JInbhalte der beiden
taumgrdften Notationstegel, die man dem in Nr. 379 verwendeternt
Rotationsellipjoide jo einjhreiben fann, dafy ihre Spige im Scheitel
a) dex grogen, b) der fleinen Ellipjenachie liegt?

185. Die beiden Scheitel des erjten Quabdranten einer Ellipje
find durd) eine Sehne gevadlinig verbunbden. Weldyen Puntt des iiber
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382

383

384

385

356

389

388

389

390

ihr befindlihent Cllipjenbogens muf man mit thren Endpunften ver-
binden, damit das entjtehende Dreted denm groften Jnbalt erhalt?
Wie grof ift diefer Jnhalt? Wie fann der gejudhte Punft am ein-
fadhjten fonjtruftiv gefunden werden?

186. Wie grof it der Jnhalt des raumgroften Rotationdzylin-
ders, den man einem Rotationsellipjoide einjdyreiben fann, das durch
Nmbdrehung einer Ellipje um die fleine Achje entiteht?

187. Weldhes Paar fonjugierter Durdhmefjer einer Cllipje bildet
miteinander den fleinjten Winfel?

188. Auf der Hauptadje der Hyperbel 4 x*— 25 y*=1600 ijt
im Punfte (40, 0) eine zur Abjsifienachie normale Hyperbeljehne ge-
sogen. Wie grof {ind die Seiten und wie grofy ijt der Umfang eines
in den entftandenen Hyperbelabjdhnitt eingeszeichneten Rechteces, deffen
Nmfang moglichjt fletn ijt? _

189. Die Gerade x =4 jdhneidet von der Hyperbel 2x* —3y* =6
cin Segment ab, in das jened Redhted einzubejchreiben ijt, das bei
der Rotation um die Hauptadhfe den inhaltdgroften Jplinder evzeugt.
Wie grof ift dejfen Jnhalt?

190. Welcher Punft der Hyperbel b*x* —a’y*=ah* hat vom
Punfte (¢, 0) den fleinjtent Abjtand?

191. "Welche Punfte einer gegebenen Hyperbel liegen dem auf
dexr verlangerten Nebenachje gelegenen Puntte (0, ¢) am nddjten? Wie
grofy ift ihre Entfernung? (Bejondere Werte: a=6, b=28, c¢=24.)

192. Gine Gllipje hat die Halbadhjen a und b. Cine Hyperbel
hat mit ihr dem Mittelpuntt, die Ridhtungen der Achjen und die
Nebenachfe 2 b gemeinjam. Wie lang muf die Hauptadyje der Hyperbel
angenomntent fverdent, damit der Jnhalt des durch die vier Schnitt-
punfte beider Kurven beftimmten Rechtedes mdglichjt grofy wird und
ie grofy ift diefer Jnbalt?

193. Wie grofy ift der Jnhalt des groften gleidhjchentligen Dret-
edfed, dag fich der Pavabel y*=2px fo einjdhreiben (ajt, daf die
Grundlinie parvallel sur Ordinatenadyje und der Scheitel (a, 0) in dex
Abjzijfenachie liegt?

194, Sn einem durd) Grundlinie g und Hohe h gegebenen gleich-
jhentligen Dreied ift eine Pavallele zur Grundlinie gezogen. Durd)
ihre Endpuntte geht eine Parabel, deren Scheitel in den Mittelpuntt
ber Grundlinie fallt. Die parallele Trandverfale joll mu jo bejtimmt
werdent, dafy jie von der Parvabel ein mbglichit grofes Segment ab-
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fehneidet. Welchen Bruchteil bes Dreiedinbaltes macht diefes Seg-
ment ausg?

+195. Durd) die Punfte P, (x4, yy) und P, (x,, y2) der Pavabel
y2=2px ift cine Sehne gelegt. Welchen Punft des durch fjie abge-
grengten Parabelbogens muf man mit thren Endpuntten verbinden,
damit der Snhalt des entftehenden Dreiedes moglichjt grof werde?

196. Sn ein Paraboloid, das durc) Umdrehung einer Parabel
v?=2px um ihre Achje entjteht, ift ein Rotationstegel eingujdyreibern,
defen Spise im Puntte P (a, 0) liegt und deflen Bajis gwijchen p
und dem Scheitel liegt. Wo muf dieje Bafis angebrad)t oerden, da-
mit der Kegelinhalt moglichit grofy rerde?

+197. Sn der Achje der Pavabel y*=2px wird der Punit P
(8p, 0) als Spite eines Rotationsfegels angenommen, der dem dutwch
Drehung der Parabel entjtehenden Pavaboloide eingejchricben it und
defent Bafis awijhen P und O liegt. Wo ift diefe BVajis anzunehmen,
damit der Kegelmantel einen Ertvemert befit?

198. Sn ein Parabeljegment, das durc eine zur Achje jentrecte
Sehne abgegrenst ijt, joll ein Rechted a) von moglichjt grofem Jn-
Balte, b) von moglichit groem Nmfange eingejchrieben twerden.

+199. Weldpe Tangente der Pavabel y* =4 x {chliet mit der jur
Ab{3iffe a gehorigen Ordinate und mit der Achje das fleinjte Dreied
ein? (Bejonbderer Wert: a=3.)

200, Durch) den Bremnpunft der Parabel y*=2px ijt eine
Sebne fenfrecht sur Achje gezogen. Welches von den Rechtecten, die
fich bemt fo entjtehenden Parabeljegmente einjchreiben lafjen, bejchreibt
bei ber Drehung um die Scheiteltangente den inbaltdgrogten Hohl-
sylinder?

201, Sn dem Bogen der Parabel y*=2px, der zwijden dem
Scheitel O und dem Parabelpunfte P (x,, yi) liegt, joll ein Puntt
(X0, ¥o) gefunden werden, der, geradlinig mit O und P, verbunden, ein
Biered erqibt, das bet Drehung um die Pavabelachje den inhalts-
grofgten Notationsforper erzeugt.

202. Der Pavabel y*=2px foll ein Trapes von moglichit
arogem Jnbalte eingejchrieben twerden, deffen langere Paralleljeite 2 a
ift. Wte grof ijt fein Jnhalt und wie lang ijt die Hirzere Pavalleljeite?

1203, Cin gerader Kreisfegel mit dem Vafishalbmefjer r und der
Seite s joll nadh) einer Parabel jo gejdhnitten werden, dafy die Schnitt-
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400

401

402

403

404

405

406

flache moglichjt grof ausfallt. Wie ijt der Schnitt ju legen und wie
arofy ift die Schnittflache?

204, Die gemeinjame Sehne des Kretjed x* 4 y*=1r> und der
Parabel y*=2px {dyneidet bon der lepteren ein Segment ab. Wie
grof ift der Parameter dexr Parabel u wabhlen, damit dex Jnhalt diejes
Segmentes moglid)jt grof wird, und wie grof fallt ex aus?

205. Wie Nr. 400 fitr den Kreid y>=2rx—x* und die Parabel
y:=2px.

206. Die Aufgabe Nr. 400 ift fitr eine Cllipje b>x® + a’y*=a*h?
ftatt des RKreijes durchjufiihren, wobei die Parvabel einmal mit dex
Gleidyung y* =2 px und ein jveitesmal mit der Gleichung x>=2py
angunehmen ift.

207. Auj den Schenfeln eines vedhten Winfels befinden jich in
H0m und 75m Entfermung vom Scheitel zwei Punfte; fie beginnen
fich gletchzeitig gletchformig mit der Gejchindigfeit 3 m/s, bsw. 4 m/s
gegent dent Scheitel zu ju bewegen. Wann ift ihre Enifernung ein
Minimum und vie grof ift jie dann? Wo befinden fich dann die
betden Punfte?

208. Die Aufgabe Nr. 403 it allgemein fitx am, bm, ¢, m/s und
c.m/s 3t behandeln. Auch) moge ermittelt werden, wann die Entfer-
nung der beiden Punfte dm betrdagt. (BVejondere Werte: a=32m,
hb=12m, ¢,=8m/s, c,=6m/s, d=10m.)

209. Wie Nr. 404, wenn die beiden Punfte fich mit dexfelben Ge-
jchoindigfeit ¢, 1. 3. dex erte gegen den Scheitel und dex jroeite vont
Scheitel tweq, betvegen.

210. Cin Dampfer bewegt fih mit einer Gejdhwindigleit c,
(20km/h) gegen eintent noch um m (38km) entfernten Hafen. Gleidh-
jeitig verlagt ein jeiter Dampfer den Hafen mit einer Gejdhiwindig-
feit ¢ (30km/h) und mit einem Kurs, der mit jenem ded erjten
Dampfers einen Winfel bon 60° bildet. Wann {ind die beiden Dampjer
cinander am ndadyjten und wie weit ift dann jeder vom Hafen ent-
fernt?

211a, Welde grofte Hobe erveicht ein mit cm/s vertifal nad
oben getoorferer Korper und nady welder Jeit ift dies der Fall? (Die
Fallbejchlenniqung ift mit g m/s* anjunehmen.)

211 b, Die Wurfiveite eines jdrdag unter einem Winfel von «°
2‘.' 2
aufroarts getoorfenent Korpers ijt durd) die Gleichung wW=" suf £
gegeben; fitr welchen Winfel « ift fie ein Maxinmum? g
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212, Auf einer jchiefert Ehene, deven Bafis b als gegeben anju- 408
nehmen ift, joll eine Kugel in einer fiirzejten Seit herabrollen. Weldyen
Neigungsdwinfel mufy man der jdhiefern Ebene geben? (Neigung dev
Dadfldchen, auf denen das Niederjchlagswaifer jo rajd) als moglich
herabfliegen joll.)

+218. 1m aus einem freisrunden Baumijtamm dom Durdymefier 409
21 den Balfen von grofter Tragfdabhigteit herzu- Fig. 15.
ftellen, oenden die Simmerleute die aus Fig. 15
exfichtliche Ronjteuttion an. Da die Tragfahig-
feit des rechtectigen BValfens durc) die Formel
T=0C.b.h? gegeben ijt, worin b die Grundlinie,
h die Hohe des BValfens und C eine bom Material
abhangige Konjtante bedeutet, foll die Richtigteit
des Verfahrend begriindet werden.

+214, Von weldher Hohe nuty eine vollformmen elajtijhe Kugel auf 410
einen fehr harten Felsboden auffallen, damit fie von dort abprallend
einen hm itber dem Boden gelegemen Punft in der fiivzeften IJeit
exreiche?

215. Gin rechtwintlig parallelepipedijches Gefdh hat die Grund- 411
flache f. Wie grof mitffen thre Abmefjungen gewodhlt werden, damit
ber gefamte Seitendruct in dem big jur Hohe h mit Wajjer gefiillten
Gefage ein Mintmum werde?

216. Der Achjenjchnitt eines zylindrijhen Gefafes hat den Um- 412
fang u; wie jind Halbmefjer r und Hobe h zu wdahlen, damit dev
Bodendrud i dem mit Waffer gefitllten Gefidge moglichjt grof wird?

217. Der Achenjchnitt eines zylindrijhen GefaBes hat die Flace f. 413
Wie ind die Abmefjungen des Gefafes zu wdhlen, damit die Summe
ang Bodendrud und Seitendrud in dem volljtandig gefitllten Gefdpe
moglichjt flein wird?

+218. Bwei Lichtquellen von den Lichtjtdrfen I, und I, find um 414
am voneinander entfernt. Jn weldhem Punft ihrer geradlinigen Ber-
bindung ijt die Gejamtbeleuchtungsitirte am fleinften? Was ergibt
fich firx I,=1,2 (Bejondere Werte: I, =64 HE, I,=27HE, a=
=0 cm.)

+219. Jn welcher Hohe itber der Mitte eines waagredyten Jeichen- 415
tijches ijt eine Lampe angubringem, damit ein von der Tifchmitte
um a entfernter Puntt (Mitte des Seichenbrettes) moglichft gut be-
leuchtet jt? :
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418

+220, Auf einer und derjelben Seite einer Geraden liegen in Ab-
, ftanden y, unbd y, bon der [ehteren

i, 16 B, swet Punfte A und B, ivobei Ddie
Cntfernung bder Fuppunifte bvon y,
und y, d fein joll. €3 foll dex fitx-
sefte Weg ermittelt oerdem, Dder bon
A ju einem auj der Strede d liegen-
TC (@-x) dent Punfte C und vbon dort nad) b

fithrt. (Fig. 16.)

+221, Auf verjchicdenen Seiten einer Geraden liegen in Abjtanden

v, und y. bon der lepteren zwei Punfte A und B, wobei die Entfer-
nming der Fuppunfte von y, und

NS

ig. 17.
i v, d jein joll. G& foll die Hitrzefte
Beit ermittelt werden, in der ein
B (d-x) Punft von A nad) einem auf der
4 v e Strede d liegenden Punfte C und
Ve pbont dort nad) B gelangt, iwenn
Y e fih pon A bis8 B mit einer
Gejchivindigfeit ¢, und von C nad

B mit einer Gejchwindigfeit ¢, be-
‘B egt. (Fig. 17.)

Die AtfgabenT416 uad 417 enthalten den Nadyiveis fitr den Fermats
fhen Sa, nad) dem bas Liht fowohl bet der Juriidiverfung twie bei bder
PBrecdhung feinen Weg in einem Jeitminimum guriidlegt. — Fitr die Ljung
ber ufgabe 416 mbge folgender Gang ecingejdhlagen erden: Der Gefamt-
veg z ift die Summe der beiden Streden AC und CB; diefe Streden dritde
man durd) bie Streden x, yi, yo und d aus. €3 ergibt jid) eine Gleichung, die
nad x differengiert und nach) Nulljepung des Differentialquotienten fitv x den Wert
vi.d:(y1 + y2) ergibt. Damit fann tang ¢ und tang o bejtimmt iverden;
beide ergeben fid) gleich (Reflexionsgefes). (BVemertt fei itbrigens, dap die Be-
griindbung durd) einen indiveften planimetrijen Beweis weitaus einfader ijt.
Wie wird diefer Beweis gefithrt?) — Fiir Nr. 417 ijt x :cts=sine und
(d—x) : eats=sin f. Man redhnet daraus t. und to und ijt dann die gange
Dauer der BVewegung T = ts + to; fept man darin fiir t, und t, die aus den
frither aufgejtellten Gleidhungen ermittelten Werte, driidt ferner sina und sin g
burdy die Streden yi, y2, d und x aus, differenstert jodann die erhaltene Glei-
dung nad) x und fept die Ableitung gleich Null, jo ergibt fid) eire ®leichuna,
aug der man die ®leidhung ey :cs=sina :sinp erhdlt, die das befannte
Snelliusjde Bredhungsdgefes ausdritdt.

9222, Wie muf man n galvanijhe Elemente von der eletiro-
motorijhen Rraft e und dem inneven Widerjtande ri jchaltern, um bet
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ctnem augeren Widerjtand ra dag Magimum der Stromitarfe u
exzielen?

223, Wie muf ein Draht bon der Linge 1 und von durchaus 419
gleichem Querichnitt in et Stitde geteilt werden, damit diefe neben-
einanbder gejdhaltet den groften Gejamtividerjtand ergeben?

B. Jntegralvechnung.
I. Dad unbeftimmte Jntegral.

1. Was verjteht man unter dem Jeidjen f ' (x)dx? (Bu lefen: 420

,,\5ntcgraI bon ' (x)dx.”)

Wenn von eciner Funftion y =1 (x) der Differentialquotient d—-:f’(x)

X
porliegt oder dy =1 (x) dx ift, fann die Aufgabe gejtellt werden, daraus die
urjprimmgliche Funftion y = £ (x) zu ermitteln. Diefe Aufgabe wird durd) dasd
Loantegralzeicdhen” f angebeutet; die dadurch) angegeigte Operation, bdie die
Umfehrung ded Differenzierens bildet, heift dag ,Jntegrie-
Ten @ ul'g Bl f dx=x, weil x jene Funftion ijt, deren Differential d x
it SOber o8 it fn 32— dx=x1 oetl  y = X5 smch  xeanifjerantiert;
n.xn—t.dx licfert. Ober es ift [cosx.dx=sinx, weil y=sinx, nad
x differeniert, die Gleichung 31 =cos x erqibt.
X

Jn allen diefen Fallen fann man aber, ohne das CErgebnis zu dnbdern,
pent erbaltene Rejultaten eine beliebige Konjtante C Hingufitgen; diefe Kon-
jtante fann jeden Wert befien, der nmur bon der Verdnderlihen x frei fein
muf. Denn e8 ift 3. B. uud)chS\ d\ = sin x + C ridhtig, da aud) y = sin x4-C,

nad) x Ddifferenziert, die @Ietd)ung Y — cosx ergibt. Man bezeidhnet deshalb

dicje ﬁntegrale als unbeitlmmte Sntegrale
2. Weldye Sage ergeben fich durch Umfehrung dex bezliglichen 421
Diffeventialformeln (Nr. 40)?
€3 ergibt fidh:
L [t dx=fx)~+C;
25 fn e dx —xr -0
3. fcosx dx =sinx+4C;

4. —smxdx—cosx—}—c
5. f,fﬁ/d\_tangx—]-(?
cos?
6. f_,,,, — dx = cotang x - C;
sin? x
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433
434
435
436
439
438
439

410

77 f[f’(x) dx + o' (x) dx — ¢’ (x) dx] :ff'(x“udx —}-f«p’(x)dx —flp'(x)dx =
=1£(x) + ¢ () — ¢y (x)4-C}
8. faf' (x)dx=a |t (x) dx = af (x) -} C.
Cntwidle demnad) die nachfolgenden unbejtimmten Jutegrale:
3o [ XA

4. f5x7 dx =72

1
5. f_)(lx:?
<2
6. /'V;\'-"dx:?
8
Th fl/xi‘ dx =72
R il g L
5

9. /4~x3dx=?
J 3

10. f3mx dx'=9

1 i s fﬁcosxdx:?

12 jm sinx dx =?

2

18, [ s dg e ®
COS“ X

Hm? :
A s St B
sin? x

+15. f_‘lfﬂi dgixs
T

16. [3a’t?dt=?
17. f(ax* —bx 4 c)dx=*
18. f(m COSX-——msmx)dx =7

163 f(sina COSX — cose sinx) dx =72

20. f(cos«x coSX - sine sinx) dx =72

II. Dasd beftimmte Jntegral.

1. Jniefern fann man in der Gleichung fdxzx das Sntegral

alg eine Summe auffafjen?
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Wenn man {id) die Variable x tn unendlic Fig. 18.
fleine Teile dx gerlegt Ddenft, zeigt und die Fig. 18
unmittelbar, daf x gleichfommt der Summe aller
diefer , Differentiale’” dx. Dabher erfldart fidh nun
aud) die Wahl des Jeichens f, b.1. eines in bdie OQldx
Lange gejtredten S.

2, Was bperjteht man unter dem beftimmten Jntegral 441

b
[ dy?

Sn Fig. 19 joll und das Kurvenjtitd AB den LVerlauf einer Funftion
v=£(x) 3vijchen zivei Werten a und b der unabhingigen BVeranbderlidhen x
angebert. €38 it dann aud der Figur abzulefen, y
daf die Summe aller Differentiale dy (jtarf ge- gig- 19.
seichnete Stredenjtitcddhen) zwijdhen a und b, fiir
die wir jdreiben ﬁb dy, gleidh yb» — ya ijt; denn
diefe Summe gibt die Strede AC. Da aber
yo =f(b) und y.==£() ijt, geiwinnen ivir bdie
Gletchung j;b dy =£((d) —£f(a). Nun ift y=
=1 (x), alfo dy = f'(x) dx, wodurd) unfere leste
Gleidhung iibergeht in

ﬁ" £ (x) dx = (b) — { (a).

€3 fommt jomit in diefem jwifhen zwei bejtimmtien Grengen gebildeten
Sutegrale feine Jntegrationsfonjtante C (bie jeden beliebigen Wert befiten
fonnte) bor. Dad Jntegral heift daher zum Unter{chiede bon dem in RNr. 420
befprochenen ,unbeftimmten” Jmtegralen ein beftimmtes Jntegral

So ijt 3. B. f X“dx:ix‘+.c ein unbeftimmtes Jntegral. Dagegen bejibt

das bejtimmte Jntegral °wdx nad) dem oben Audgefithrten bden Wert

2

%. 64 — —41~ 24 =324 — 4 = 320. Gbenjo ijt 3. B. |cosdx=sinx~C ein
k4

0
—sin0 =1 ift, alfo einen gang Dbeftimmten TWert befiht.

4 2 b )
unbejtimmtes Jntegral, wogegen nad) dem fritheren f cos x dx = sin -2—75—

Crmittle den Wert der nachjolgenden bejtimmten Jntegrale:

6

24 f X dX =7? 442
2
3

4, f bx3dx=7? 443
0

5. f”3x4dx=? 144
0

Rojenberg Aufgabenfammiung, Crganzungdheft 2. 4
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115 6. f‘:—;v;ax:?

446 7. [85V\dx
445 8. f =dx=7?
0
445 4! ﬁ (m 4+ nx)dx =?

249  10. f’“(m2+x2)xdxz?
0

150 11 f6(2x4——1)xdx=?
53

451 12 [2(3+4x)x2dx=?

0

452 13. ( 4+ 2x+3x2)dx=7?

e 3
Nl*—‘

o 453 14. f;sm\d\-‘?
4514 15. f cos x dx +f sinxdx ==2?

IHI. nwendungen in der Geometrie.

a) gladenberedymmgen. (Somplanationen.)

455 1. Wie famn man ein Fladenitiid berechnen, das 3intjchen
Kig. 20. jioet Ordinaten y, und yy, einer Kurve
liegt, die durd) ihre Gleichung y = f(x) ge=

geben ijt?

Man zerlegt die Flahe ABQP (Fig. 20) in
unendlid) jhmale Streifen; es ijt dann die Flache
eines foldyen Streifens gleidh) y . dx und die gange

Flacde
f:f y.dx:fbf (x) dx.

456 2. Beredhne die Fladhe, die swifhen der Geraden y=x, swijchen
bemt 3 X, = =9 gehorigen Ordinaten und der Abjjifjen-

achie [iegt!
€3 ijt das JIntegral ﬁ)q\ dx 3u beredhnen.

45§ 3. Wie Nr. 456 fiix y=2x + 5 und x, =3 und x,=~6.




4. €3 ift die Flache des von der Geraden x =x, begrenzten Seg- 458
mentes der Parabel y*=2px 3u berechren.

Das hier ju bildende Fntegral exgibt f = Zﬁ)x‘y dxe=—2 ﬁ)x’ V2px dx =
4_ v

= 5 X; ¥ie

5. Berechne die Fldche, die von einer Parabel y>=2px und den 459
beident Geraden x =x, und x=x, begrenjt ift!

6. Beredhne die Fladye des Kreifes x* 4 y*=1r?!

Die Jntegration f = 4ﬁrydx gelingt am [leichtejten,

wenn man alg Verdanderlide den Winfel ¢ (Fig. 21) einfithrt.
€3 ift y=rsing und x=r cos¢p, daher dx = —rsingpd ¢.

460

Die Jntegrationdgrengen dndern fih dann in % al8 untere

und 0 al8 obere Grenge. Durd) Einjehen ergibt fidh jomit

fe= ——4/;0# sin® g d . Nad) den Sdgen der Goniometrie ift aber sin?¢p =
il ¥ A 1 0 0

:E(I—COSZ(;}), fomit f=—4r2.—2—[fn d(p—fﬂ cos2(pdrp]. Der Wert
2 7

ded erjten Jntegrals ift [(p]o =10 —g = —%, jener des ziveiten Jntegrals ift
T
2
[lsinQ (p]o =0—0=0. 8 ift baher f= —2r*. — = =12x,
2 i 2

2

7. €3 {oll die Flache der Cllipje b>x*+ a*y*=a%b* berechnet 461
fverden. 1

LWie in ber borigen Aufgabe ijt £=4. ﬁ) y dx. Nad) ber befannten Be-
siehung sivifden den Ordinaten der Cliipfenpuntte zu jenen des iiber threr
grofen Adhfe bejchriebenen RKreifes y: Y=b:a ift y:%.Y. Wie in der
vorigen Aufgabe ift dann y=asin ¢, x=acos ¢, dx—=—asinpde und geht
pag zu ermittelnde Jmtegral iiber in —4ab L ' sin? ¢ d . Die tweitere Ned)-

nung ift dann ebenjo durcdhzufithren ivie in SR: 460 und ergibt die befannte
gormel £ =abax.

8. €3 foll die bon der Sinuslinie (Gleidhung y=sinx, Fig. 12, 462
©. 20), reichend von 0 bis x, und von der Abjsifienachie begrenzte
Flache bevechnet werden.

Das Sntegmlﬁﬂy dx ergibt den TWert 2.

9. €8 foll die bon der Nadlinie (Byfloide) und der Abjzifjenachje 463
begrenzte Fladhe berechnet werden.
4%
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465

466

465

468

469

Kitge122: Nad « Fig. 22 ift y=r—rcos @
ud x =r ¢ —rsing, daher dx=r
F27

(dep — cospdg). Daber ijt f= jo 1o

(I1—cosg) . (1 —cos @) d(,o:r?ﬁ)?ﬂ(l—

—cosp)? dep. Died ergibt als Schhif-
vejitltat f =" 8 1im.

A Q ' b) Raumberedynungen, (Kubaturen.)
1. Dreht fich dag Kurvenjtitd AB
(Fig. 20) um die Abjziffenachie, jo wird ein Rotationsforper ervzeugt;
er erfcheint Ddurc) die beiden RKreisflachent begremzt, Ddie Ddie Dbeiden
Ordinatent y. und yp befchreiben. Wie [aft {ich, wenn die Gleichung
ber erzeugenden Kurve durch y = f(x) gegeben ijt, der Rauminhalt
pes Notationsforpers mit Hilfe der Jntegralrechnung evmitteln ?
Der in Fig. 20 {draffierte unendlic) jhmale Redytedsjtreifen erzeugt bei
ber Umbrehung eine unendlich diinme freisformige Platte vom Rauminhalte
vz . dx; dag gejuchte BVolumen ijt daher ausgedriictt dirch
b B
YV = fa yin dx.

2. Man berehne auf dem vorjtehend angedeuteten Wege den
Snbalt eines Rotationsgylinders vom Bajishalbmefjer r und dev
Hobe h.

Man lege die Jylinderachje in die bfsiflenadie. (Analog ijt bei den
nadjten Aufjgaben vorzugehenr.) Es ift dann ‘Uhr’ndx — i

3. Gbenjo berechne man den Jubalt eines Rotationsfegels aus
r und h.

+4. Gbenjo den Jnbalt eines gevaden SRegeljtumpfes aus R,
r und h.

St a die Hohe des Crginzungstegels, fo ift das gejuchte Volumen aus-
gebritdt durd {:Hl y?mdx; unter Beniipung dhnlider Dreiede ergibt fidh
y:x:R:(a—l‘—h). Nach Umformungen und indem man — ivieder duvd
ahnlicdhe Dreiede — die Vegtehung (R —1):h=r:a benitht, exhdalt man Ddie
befannte Gudformel fitr den Jnhalt eines Kegeljtuntpies.

5. Man bevechite den Jnhalt eines Rotationsparaboloides.

Sit a bie Hohe des Rotationsparaboloides, fo exgibt fidy V‘:jo
—aap. Suielder BVeziehung jteht daher das Rotationspavaboloid zumr wm=
jdhriebenen Rotationszhlinder?

6. Gin Notationstegel ijt durch Bajishalbmefier und Hohe ge-
gebert. Man joll ihm das grdfte Rotationsparaboloid einjdhreiben,

ay‘-‘n dx =
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pas jeinen Scheitel im BVajismittelpuntt hat und Ddefjen Achfe mit
jener Des RKegeld sujammenfdllt. Jn weldem Abjtand bon der Grund-
flache durchdringt die Paraboloidflache den Kegelmantel? Jn welchem
Verhaltnis fteht jein Jnhalt ju jenem ded Kegel3?

7. Die Figur der Aufgabe 400 dreht fic) wm die Achfe der Parabel. 460
Wie grofy muf deren Parameter gewdhlt werden, damit das innexhalb
der Rugel liegende Paraboloidjegment ein Magimum vird? Sn
melchem BVerhiltnifje ftehen die Jnbalte folgender dret Kreife: 1. der
durd) den Parabelbrenmpuntt gelegte Querjdhnittsteis, 2. der Baiis-
freis des Paraboloides und 3. ein Hauptfreis der Kugel?

+8. Die Aufgabe 402 ijt fiir den Rawm zu [Bien. Jn welhem 491
Verhaltniffe jtehen die beiden Paraboloidjegntente?

9. Sn ein Mmbdrehungsparaboloid von der Hohe h den gropten 492
3ylinder einzujdhreiben. Jn weldhem Verhdltniffe ftehen die Raum-
inhalte dex beiden Korper?

10. S ein Mmbdrehungsparaboloid von der Hohe h den Splinder 493
mit grofter Mantelflache eingujchreiben. Wie grofy ift fein Jnhalt
und vie grof jemer des ihn umgebenden ringformigen Stiides Des
Paraboloides?

11. Man berechne den Rauminhalt der Kugel. 454

12, Gbenjo jenen eined Kugelabjchnittes. 495

Fithrt man der Abjtand jeiner Grundfldde bom Kugelmittelpuntte mit
a=r—h ein, jo ergibt dad beziigliche Jntegral ﬁ L y2z dx Die befannte
Fermel,

+13. Man berechne den JInhalt einer Kugeljhicht aus den Halb- 496
meffern r, und 1, der BVegremzungsfreije und aus der Hohe h der
Kugeljchicht.

Begeidhnet a dent Abjtand der griferen Kreisflade der Schiht bom Ben-
toum, o ijt nj;u'i-hy?dx :nﬁ‘a"'h
gebnis werben die Halbmefjer ry und rp der beiden Vegrenzungsfreife eingefitbhrt,
wodurd) fich dann die befannte Schlupformel exgibt.

14. Man berechite den Rauminbalt eines jhiefen Kreisfegels aus 49€
bem Bafishalbntefjer und der Hobe.

Man erlege den Kegel parallel jur Bajis in Platten voun der Dide A x;
¢s ift bann bas Volumen einer im Abjtande x bon der Spite liegenden Platte
gleidh £.dx, toobei f:r?m = x?:h?, aljp = A ijt; e8 it bamtfhr?—”x*dx
st berechuen. h? o B

15. Man bevechne den Rauminhalt eines ,gejtredten Rotations- 458
ellipjoibes”. (Die Umbdrehung erfolgt um die grofe Achie der Cllipje.)

(r*—x?) dx zu berechnen. Jn bag Cr-
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T16. Jn einem geraden 3ylinder foll fich der Grundfldchendurch-
mefer jur Hobe verhalten wie bdie Diagonale eines Quadrates 5u
feiner Seite. Man foll ihm das fleinjte gejtrectte Rotationsellipjoid
umjchreiben.

T17. €in Rhombus mit den Diagonalen 2D und 24 rotietf um
die grofere Diagonale 2D. Man joll thm dag grofte Rotations-
ellipjoid einfchreiben.

18. Man berechne den Rauminbalt eines ,abgeplatteten Rota-

tiongellipjoides”. (Die Umbdrehung exfolgt um die fleine Achje der
Cllipfe.)

T19. Jn einen durdh r und h gegebenten: Rotationstegel foll das
grofte abgeplattete Rotationsellipjoid eingejdhrieben werden. Wie

grof ift fein BVolumen und welden Brudyteil des Kegelvolunens madht
es aus?

20. Man berechrte den Rauminhalt eines Abjchnittes eines 3ivet
fdaligen Rotationshyperboloides (Rotationsachie ift die reelle Achie
2 a der evzeugenden Hyperbel) aus den Achient 2a und 2 b der Hyperbel
und aus der Hohe des Spperbelabichnittes h.

21, Cin einfdaliges Rotationsellipjoid (Rotationsachie ijt
bie Nebenadhfe 2b der erjengenden Ohperbel) wird durch zwei Nor-
malebenen gur Rotationsadhfe, die im Abjtand +h und —h vom
Mittelpuntt liegen, gefchnitten. Man bevechne den Rauminhalt des
entftehenden Korpers.

¢) Lingenberedymungen. (Rettifitationen.)

&ig. 23. 1. Wie [aft fich die Jntegralrechmung zur

B, Veredhmung der Bogenlinge einer durd) ifhre
B,  Bletdyung gegeberten Kirve vertvenden ?

Der Bogen BB, (Fig. 23) fei durd) zwei nabe
aneinander gelegene Punfte begrenzt. Dann ift Ddie
Gehrte BB, = |/ (x; — x2)? - (71— ¥o)°- Begeidhnet man
bie Ldinge des Bogens AB, mit s, jene des Bogens
5 : AB, mit 82y {0 ndbert fich s, —s; um fo mehr der Sehne

1 2 BBs, je fleiner x, —x, ijt. €8 ift alfo

== B i _l‘g. ‘1_ Froe iR
L lim (8, — ;). b lim - mim ]/(x2 X1)? + (Yo — y1)

filtx, —x;, =0 P ETNT
¢ — lim 1+(y—2¢) :V1+(dl)2.
fiit X, —x, = 0 Xg — Xy dx
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@3 ift daber das ,Bogendifferential’ ds =]1+ (y)? dx; bavaus
ergibt fid s :f]/1+(y’)= dx.

2. Beredhne nach) dem angegebenen Wege den Umfang eines 496
Rretfed aus feinem Halbmefjer r!
Wie in Nr. 460 folgt ausx =rcos @ und y =rsing
ot SIS @ und fhi r cos ¢, daber L ghit | cotang ¢.
dog do dx

Somit it u= 4‘[: J/1+ cotang® . —rsingpdgp =217
=

3. Beredhne die Linge eines vollen Jylotdenbogens! 489
Wie in Nr. 463 folgt aus x =r (¢ —sing) und y=r (1 —cos ¢)

L A sin ¢ und .5 AR A ¢ = 2r sin® ¥ daper 70 cotang -4

de de 2 dx 2
Daber tft

27 FEY S A r Ry

u =f Vl - cotang?® % 2r sin? % dg, woraus fjid) das Schlufergebnis
0

u = 8r leidht finden [aft.

d) Oberfladyenberedynungen. (Komplanationen.)

1. Wie laft fich die Oberflachenberechnung (Romplanation) frum- 488
mer Flachen mit Hilfe der Jntegralvedhnung durdfithren?

Dreht fih die Fig. 23 um die Abjsiffenachfe, jo bejdhretben bdie Bogen
AB, und AB, frumme Flachen, deren Jmbalte My und M. fein mogen. Dabei
néhert fidh Mo — My um fo mehr dex Mantelfldde eines Kegeljtunpfes mit der
Seite ByB,, je fleiner xo—xq ift. €3 ift fomit

lim M, — M, S (y2: + y1) @ BiBe
x,—x=0 Xp—X; x,—x,=0 Xog — X4

=0V, %; 8 1]t das jogenannte

,Oberfladendifferential’ dM = 2yx.ds und wegen ds = |1+ (y)* . dx
M :fz MEL ]/1 -+ (y)? dx.
2. Man berechre auf diejem Wege die Mantelflacdhe eined Rota- 489
tionsfegels.

Qegt man die Kegelachje in die Abjsiffenadje und den Kegeljdheitel in den
Roordinatenanfangspuntt, fithrt man ferner den Wintel o givijden der Hihe h

und der Seite des Kegels ein, fo ift M :ﬁh% .tang « . |1 tang?e . xdx =

h ; h
=27 . tanga . ﬁ x dx; fest man darin tang « = % und cos e = —, fo

cos @

ergibt fich die befannte Schluftformel.

3. Gbenjo joll die Mantelflidche eines gevaden Kegelftumpfes aus 490
R, r und s berechnet werden.
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495

Man fithre die Hibe a des Ergangungstegels und — ebenfo ivie in der
borigen Aufgabe — den Winfel 3iwijdhen Seite s und Hobe h des Kegelftumpfes
in bie Redhnung ein.

4. Man beredhne auf diefem Wege aud) die Oberflace einer Kugel.

Bur Auswertung des nad) Nr. 488 3u beftimmenden Sntegrald fithre man
den Winfel ¢ gwijden Halbmefier r und Ordinate y ein. Cbenjo bei den
beiden folgenden Aufgaben.

5. Gbenfo den JInbalt einer Kugelhaibe (Ralotte) aus SKugel-
radiusd r und der Hobe der Kalotte h.

6. Cbenjo den Jmbalt einer Kugelzone aus Kugelhalbmefier r
und der Jonenhohe h.

IV. 2Anwendungen in der BVhyjit.

1. Jn Nr. 173 wurde geseigt, Daf fitr eine ungleidhformige Be-
ds

wequng die Gejdhivindigfeit v= - und die Bejleuniqung b=
divisoaidzs ;

gt ift. Wie fann man durd Jntegration diefer ,Differen-

tialgleidpmgen” die Grundgefese einer gleichmapig bejchlennigten Be-
equng finden?

€3 Danbelt i) Hier darum, a) die Gejdivindigteit v alg Funftion der
Beit derart zu beftimmen, daf ihr Differentialquotient nady t bie Befdhleuni-
gung b ergibt, ferner b) den Weg s als Funttion der Beit fo gu beftimmen,
bafy der iveite Differentialquotiont nad) ¢ den Wert s erqibt.

€8 it sunadijt wegen dv=">» d+

v:fbdt:bfdt:bt—{—c;

joll gu Beginn der Bewegung v =10 fein, o ergibt {ich sur Bejtimmung von
C bdie Gleidhung 0 =0+ C, jomit C — 0 und

vy=bt.

Cbenjo exgibt jich aus v=%§:bt, ds=btdtunds=[bt dt:2t2+ C,

toobei ebenjo tie vborhin C=0 ift, wenn jur Beit t =10 ber Weg 8 =0 iar,
fo baj b
ift. 2

2. Jn einem beftimmten Puntte P befinde fich eine Cleftrizitdts-
menge bont + e eleftroftatijhen Cinbeiten, in der Entfernung r davon
eine Cleftrisitatdmenge + 1. Weldhe Arbeit haben tix gegen Die elef-
trijden Abftofungsfrafte su leijten, um diefe Cleftrizitatsmenge + 1
aus der Entfernung r in die fleinere Cntfernung o 3u bringen?

Nac) dem Coulombihen Gefese ift die Abjtofungstraft in irgendeinem

Puntte, der die Cntfernung x vom Puntte P befint, gegebent durdy %; fitx
X
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eine fleine Gutfermung dx darf diefe RKrajt als unperanderlic) angenommen

werben und ift jomit die Arbeit %.dx su letften. Die bei der Verjdjiebung
X

auf dem Wege (r— o) su leijtende Gejamtar beit erjheint Daher gegeben

it A= ’idx:[_ﬁr:_9+e:e Lialy
9X2 X (] I 0 (4 r

it r = co, jo driidt ung die Gleidhung A= % bas jogenannte Poten-

tial der Qabdbungdmenge e in der Entfermung o c:ug; e3 entipricht nacd) dem
eben gejagten der Arbeit, die geleijtet ivird, wenn man die Qabungsmenge + 1
aus der Mnendlichteit in die Entfernung o bringt.

3. Wie findet man dad Trdagheitsmoment eined geraden,
durdjaus gleich diden und homogenen Stabes bon der Linge 1, dem
Querjdhnitt q und der fpesifijchert Mafje (Maife dexr Volumseinbheit) o,
enn diefer Stab um eine Achje gedreht inird, die normal auf Der
Cangenrichtung des Stabes durd) einen feiner Endpuntte hindurchgeht?

] ‘Jl.acb pen Sipen der Mechanit erjdeint bg@ ig. 24.
Trdaghettsmoment ftetd durd) = (mr?) gegebern, worin
m die Maffe und r? die sweite Potens der Entfernug -

{ -
cines Maffenpunttes bon der Drehungsadhje bedeutet. M| i)
Berlegt man nun den Stab in unendlidh) {dhymale P gy

Ctitde bon bder Linge dx (Fig. 24) und Hat et

jolches Glement den Abftand x bon ber Drehungsadhje, fo ift feine Maife
m=gq.dx.d und daher fein Trdgheitsmoment qdxdx. Das gejamte Trdg-
Deitsmoment ded Stabes ijt jomit gegeben durdh

1 31 3
J=| qox*dx=qd i ___qd‘l;
(] 3 Jo 3

nachdem mun q 01 die Gejamtmajie M des Stabes porjtellt; tjt
.
3

4, Wie grofy ift das Trdgheitsmoment des in der vorigen Auf-
gabe gegeberten Stabes, wenn die Achie normal auf der Lengenvic)-
tung durch den Scherpuntt des Stabes hindurchgeht?

5. Wie grofy ift das Trdgheitsmoment eines homogen mit Majfe
belegten Rechteded bor der Lange a und der Breite b, toenn Ddie
Drehungsadyfe mit der Lange a sujammenfallt?

6. Wie grof ijt dag Trdgheitdmoment des nadh der vorigen Auf-
gabe bejtimmten Rechtedes, wenn die Drehungsachfe novmal zu feiner

Gbhente durch dert Schiwerpuntt des Rechtectes hindurchgeht?

Hier ift das Redted parallel gu feirner Qange und parallel gu feiner
Breite in unendlidh jdhmale Streifen su erlegen und ergibt fich das gefamte
Tragheitsmoment gleidh der Summe der beiden bezitglichen Jmtegrale.

.
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7. Wie grof ift das Jrdgheitdmoment eines gleichmagig mit
Maffe belegten gleichichentligen Dreiedes, wenn die Grumdlinie g ift
und die Hohe h als Drehungsachie dient?

8. Cin Quabdrat vom Flacheninhalt f dreht ich einmal um eine
Mittellinie als Adhfe, ein zweites Mal wm eine Eeenlinie und ein
britted Mal um eine normal auf der Ehene des Quadrates durd) deffen
Schwerpuntt gehende Achie. Wie verhalten fich die Tragheitsmomente
int diefert dret Fallen?

9. Das Tragheitsmoment einer homogenen Kreislinie vom Halb-
mefjer r foll fitv eine novmal ju threr Ghene durd) den Kreismittel-
puntt verlaufende Achfe beftimmt werden. Fitr welche Frumme Slade
erieint das Trdgheitdmoment durch) diefelbe Enbdformel beftimmt?

10. Wie in der vorigen Aufgabe foll das Trdgheitdmoment einer
homogenen Kreisfladye vom Halbmeffer r beftimmt werden. Fiir wel-
cher runden Kbrper ijt das Trdgheitdmoment durd) diefelbe Gnd-
formel beftimmt?

T11. Das Trdghettsmoment einer Homogeren BVollfugel, bezogen
auf eine durd) thren Mittelpuntt gehende Achie, ju berechnen.

Man bevedhne zuerft dag Trdgheitsmontent der oberen Halbtugel, indem

man fie parvallel zur Bafis in unendlich diinme Sdidten bom Halbmefjer x
und bon der Dide d y zerlegt und fitr eine joldhe Sdhicht das Srdgheitsmoment

dJZX“nd‘.dy.x

“beftimmt, G ift dann fite bie Halblugel J:%" f "2t dy.
4 0

un feht man fiir x> =r2—y2 alfo fiic xt=1"—21% 4+ y* und erhilt jo

fitv die Halbfugel dag Trdgheitdmoment als die algebraifche Summe bon drei

bejtimmten Jutegralen, deren Reduftion e r*rd ergibt. Somit it fitr die

Lollfugel T " paaaa ’rd . 3 g 2 Mr2,
15 3 5 5



Graebuifle der Redpmumgsanfgaben.

A. Differentialrechnung.

I Der Begrifi ded Differentialquotienten.
99 10x —3. 23. —6x 4. 24 3x*2—6x -+ 4, 25 12x°%—

i DGy 90pA0E
X

I Die Differentialquotienten der widhtigiten
einfacdhen Funftionen.

41, Tx®, 82r 1. 481 =233, @4 ix‘%. 45, 45x8. 486.

51.

kS o, TR IR 0 1 0
4V x x5 5x ¥ x3 3xV x 4xYx°

T
§ __5VX’ 53 m. 54. 35 mx*. 55.-—?%‘— 56. 3n-L10x.

e B
G g
10 Tx2Yx 13 155,— X
8. B9, —————1160. .61 —|/—.
xVx® ) 6x3Yx 8 i 6 | a2

62. —4x% 63. 2x. 64 —8x. 65. —1—12x. 66. 6x°
67. 10x°.

2
g =0 s Yk -l e B o H0 o Heleof DAL oy,
¢ 4o (x —1)* 5
sH Bci0ing | 05 B D gRX 0 Pepry Amlx APl
(x —1)3 (3—x2)? (x2—1)2 (3+2x+x%)?
I
75, 23X 14T +6 g 14X gy 3w A x
(x2— 2)® (1 —x) Vx(1—Vx)?
78. 3 (2x*—3x+4)? (4x —3). 79. (x +2)* (x—2) (Bx—2).
s 1
80> e it gyt AT S Baree U BB S,
( e Y2mx — x? Y(2m + 3x) ( )
i 2 )
ARV LN GO Vo per v B R LR 86]—.
VYx? + 2x xVa D. a 3*a+x s



3 —2x 88 3 8 nx

87. SRSy 89, . 90. 20x3(5—Tx*4
Rl T e
— 2x2 3(1—x) . 6 4
2x%). 91, —. 92—, 983 ——— ;
5 1/1—~x2 T G SN PUSE 3
3 (x* —m*) (x2-+m?2) 95 6x (24 x%)? (1 4 2x) 96, a3
iy saval (1—x3)p Frated et Bl gy
x(2a? —x?%) __ 3x2(2a% — 3x9) 3x 4x?
97. . 98. =<, 99, =L 100,
'V(a~ - x2)% 2Va3—x3 V(1 —3x2)3 V(Z—X
V1 x2

2
102. — m sin mx. 103. — sin . 104. cos —. 105. — 2
m m

. cos % 106. 2 cos (2x — m). 107. — 2x sin (x* — m?). 108.

PR Ptpalt LS RSN Sl e s
cos? (a + b x) sin? (a —x) x? X 2y'x3
. oS ]/-1—. 11gf Bt geg e d o e o 4 106 S BiniSi).
>3 cos? (mx) 3
cos? —
cotang x WHOX X ey ;
116. ———=—, 117. —sin— cos —. 118, — —sin 2x sin x. 119.
 sinx F ey 2
4 . £ m
— . 120. —3sinx (1 —4cos?x). 121. cos?x. 122, ———
(sin 2x)? 1-+cosx
123, sin (2x —m). 124. —sin (2x —m). 125, &

IV. bhere AUbleitungen,
126. y=8%x2—4x 3, y'=6x—4, y" =6, yW=0. 127.

y=9x*—8x+45 y’'=18x—8. 128. y'=1——$, y"=%.
129. y’=5—}—%, y"=——lg 130. y=4x3>—Tmx*+4 6m?x — 8m?,
y"=12x2—14mx+6m~. 131, y=4x*—3x*+4x—1, y' =
b li
—GX 4 132 ————‘__:' ”=— e ey 133
g3 ¥ 2Va + bx g 4V (a + bx)3
1 il 1
Sl [y 181 yi—aafs o HE BRs Gae o oviien
i V Y5 y % 2(Vm+x Vm—x) .

il
(V(m —x)8 V(m + x)3

). 1806, yi==AR% v $849R% ¥ ==210xY,
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it s
yI¥e- 84020860 Y = ——— 1 Fli=i =y Mmoo YV =
] v R T kvl eee *
b
____ 19 487 y=—cosx, y'=—singx, y =—C08%, Ve =
16x3Vx ¥ J g e
—ginx. 138. y=—sinx, y'=—co0sX, y"=sinx, yV=cosx.

V. Die geometrijdhe Bedeutung ded erften und 3weiten
Differentialquotienten.

145, Maz. in x=1, y=—>5. 146 Min, it x=2, y==2.
147. Min. in x—2, y=0; tang o; = — 6, tang o, = 2; &, = 99027 45",

o, — 63026° 6”. 148. jed w3 B s l(fs——vz’),—bl. 149,
6 12 6 4

UM e I A e L
@ ), (2,4),0.3),(0,3),( 5 35) ¢ 1, Bin.in (3,2 )

150, 8. . in (0, 0); BW. T.y = 0; e, =T1°33'54", o, =45 151
Min. in (1, — 2), May. in (— 1, 2); WP, iwi0x0), Ws p==
— __3x. 152, Min. in (1, —10), Max. in (—2, 17); W. P. n

B AR
W 9 4

: i . 1 AP

168 18 A Pn —88E o ; Mog. in |—2, 85 BP. in |,

—2%5), 9. %, 24y +150x —25. 154 Min. in (1, 17); May. in

(—2, 44); B. P. in (— % 30%); W, T. 2y + 27x — 475.  156.

Ty i ; 1 iyl 11
Min. (2, —SE); Mag. in (—1, 15); . P. in (5'——5)'

W T 12y +2Tx = 25, 156. Pin. in (1, —-é— ; May. in (— 2,
1 1 i
4-): WP i {—— 2+
3)’ o ( 2
in (2, 0); May. in (0, 12); BW. PB. in (1,6), B.T.y=—9x+ 15.
: 5 19 : e
158. Min. in 3, okl gk, in |—2, 142 B W 8 B
9 2 24 5 4
ST 9. T. 48y + 486x =965, 1569. Min. in (2, 4); Maz. in
(—2, —4); B. B. in (0, ), W. T. x = 0. 160. Win. in (V2, 0) und

(— V2, 0); Mag. in (0,4); B.P. in (%VGT 1%) ‘und (—%VGT 11),

); W. T. 12y 1 2Tx = 115, 157. Min.

o
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®. T. 9y + 16V6x — 48. 161, Min. i (—% o) unbd (2, 0); Moy

125V3

~ (3 625)‘ 9. P, in (9+5V3 625) %, T, y __‘_718_2{

A el L0 Sl
LLICEL (T (3 *)‘ May. in (0, —1). 163. Min.

43 U 57 9
in (1, 4); Mag. in (—1, —4). 164. Mayx. in o K 2—”...;%11.

3z Tm 11 .

?”, ?“ _)”. .3 von O bi8 m ift y” megativ, aljo die Surve,
bon unten gefehen, hobl, von = bi§ 2 dagegen y” pofitiv, aljo di
Rurve, von unten gefehen, erf)aben B.P.in 0,7, 2x...; V. L.
Yy =%,y =—x ujw. 165. Afhnlic) wic 164: May. in 0, 2, 4n T
Min. in =, 3n, b, .. .; W P. i n;E 3?", O?n G LT Ve dex
y=ZX, y=—xujw. 166. y=ex?—10ax 4 y; ift 3 B. e =4,
y=4, jo Min. in (5 —96); it e=—4, y=4, o Mar. in

(b, 104). 167. y_—+——12x+m, ift 3. 8. m=1, fo Min. in

e

3
(3, ——21%), Maz. in (—4, 35;). 168. y:%—x2—8x+m;

13w L b (4, —252), Mag. i (—2, 10%).

it
169. y=1—2x4—{—éx3—§x2+mx+n; 8B firm=1n=—1,

MU g G PRt und [ — 3, ——19—3—. 170. y=lx3—x5‘—
12 4 3

— 15x + m; fiir m = — 1 ift 3. B. Min. (5, —59%), May. (- 38,

26), B. B. (1, —162). 171.y=%~x3——x2—8X+m; filt m =

= L 4,E, May. in —2,§1— SR 0 —7—2—. AR
3 3 3

P sl gt e : ; :

y=zx—;x—zx~+x—|—m; fiie me= ¥ g B Wi

R, 5 oW Bg o & N

n (2,0) und (—1,0), Mag. in (=, 1 o B R peed Top ll

b (<150, a5l o w(BETE 2
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VIL. Grmittlung der Werte unbeftimmter Formen,

178. E 179. § 180. — 11. 181. 5. 182. —3—, E 183. 5. 184. 3.
2 7 gD
185. i 186. —:1—. 187. 2. 188. co. 189, l 190. —V2. 191
35 56 2

—Vz 192, — V2. 198. 3 194. 3. 195. % 196. —

VIII. nfgaben iiber gropte und fleinfte Werte ausd der
Geometrie und Phyjif.
S

197. 5 ~2—; 5 b 1950 [OOES S e iy, 881 Q788200 = 1R 201,

(Vp, Vp) (10, 10). 202. 50 cm, 50cm. 203. Dag Quadrat mit

der Geite % und dem Jubalt % 204. Da3 Quabdrat, defjen Seiten

von je 25 Biindbholdhen gebildet werben. 205. SDaé Quadrat mit bder
Geite V'f. 206. Das Quabdrat mtt ber Oeite 5 f@tagonale——Vz

207. Dag Quadrat mit der @ette 45 908, Qn ber Mitte dex @t)po—
tenufe. 209. Das gleidhjdentlige ‘,Dretecf mit bem Schentel 5. 210. 90°,

v e
211. h =%r, g =rV3; gleidjeitiges Dreiect mit dem Inhalt %1/3.

2 214, Sebe
s
28in —

2
Cette——]/h + (2] . 215. Das gleidhjchentlige Dreied mit den Seiten

212, «—60°, 213, {ﬂ=y=900—%; —c=

a= ——2—, b=c=—— e 216. Jebe Rathete = %V?. 217. Sebe

der Deiden RKatbheten ift %V:f. 218. Da3 gleihichentlige Dreiect mit den

Scenteln 2i2“—a; fein ugalt it V(s —a). 210, Das gleieitge Dreiedt
4

Dz B e s W A :
mit ber Sreite 2]/2. 220. 63 mufs CM — ON — “—2'97ein. 221, Grunblinie
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25, Hihe g 222, Grundlinie und Hohe miiffen gleich grof jein; der gropte

Brudyteil ift dann 1/,. 228. 63°26” 6”. 224. Die Ccfen fallen in die Mittel-
punfte der Quabdrateiten. 225. Der Mittelpuntt ded Luadrates. 226.
Der Mittelpuntt des gleichfeitigen Dreiected. 227. JIn der halben Hihe
pe3 Dreiecfes. 228. Die Abjdynitte auf den Schenfeln miifjen doppelt jo
grof fein wie die Koordinaten des Punftes P. 229. 2be sin e  230.
Das Quadrat mit der Seite rV2. 231. Das Quadvat mit der Seite

r V2, 232, 1. 233. Die Sehne ift im Abftande %V‘Zau siehen. 234a.
Dag gleidhfeitige Dreiect mit dem Jnbhalt 371)1/87 234b. Da3 gleidhfeitige
Dreiet mit den Umfang 3r]/3. 285. Dasd gleichjeitige Dreiect Hat
pen fleinften Jubalt und (megen f =r.%) aud) den fleinften Umfang.

236. Die Palbierungslinie ded Peripheriewinfeld « mup durd) den

RKreigmittelpunft gehen. 237. Wie Nr. 236. 238. Die Diagonalen

bes Rhombus miifjen doppelt jo lang jein wie die Rechtectsfeiten. 239. 60°.

240. Zl—lb' 241. Das Trapez bildet die Hilfte ded eingejdhriebenen
a

vegelmifigen Sechsectes. 242, 60°. 243. a) 4rV2; b) r*V3. 244.

2r2 Sins?g_“; filr @ =900 ift f= 3: V3 (Dilfte des eingejdyricbenen

Sechaectes). 245. r="V1i. 246.114°35'29". 247. 1'2tang%. 248. Sic

mup ein gleidjdhentliges Dretet abgremgen. 249. Abftand Des ge-
juchten Puntted vom Mittelpunft des grdferen ﬁreiieézRig—; B —
“+r

=7Va® — (R+1)%; 8%, 5. 250. 1=12m, b=6m; Jnbhalt="72m>

_14+b—]E—bl+0b?
6
=7Va (a + b); x=2aV2.
254, Der Wiirfel mit der RKante %. 255. a=b=7V. 256.

3
951. x .15 em. 252. %; z(:) . 288, 3 —

D =2s. 257. Je vier Stiide 3u 45 cm, 75 cm, 90 cm Ldinge. 258.

s wia 2KV3 k2 h h h
eIy B SEVISLE CORON £ e 830260 —:b) —. 261. —;
’ 14 y 3 1 a) 3’ ) 9 37

o | R
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4:27. 262. Grundfanten = %s, Seitenfanten = %V2_; Kantenwinel =

90°; 4:27. 263. 4:9. 264. Abftand ber Regelbafis von der Spipe
pe3 Tetraederd =§ber Tetraederhohe. 265. Derfelbe Kegel wie in

%r. 264. 266, 3—3@1/3’; 2 V3 850 15752 40°. 267. Das gl

05
Tetraeber mit der Kante ]/—Vé 268. Beide find gleidh; wie 4: 1.

269. 81:47V3; bdie Hobhe des Bylinders ift gleich dem dritten Teil ber
Tetracderhohe. 270. 4 dm Dreit uud 2 dm tief. 271. 2 ¢ = {Edrfl s f (DA

2 C
272, X—~ﬂ~, y=lx, f-———f»—u——; f= iy m? 273.r==
4 4+ 2 2 (4 + m) u--7m
=h=ll o h—_—«%. 275. x=y=%. 276. Dev gleid)-

feitige Bylinder mit 2r =h = 5 s. 277. Beibe gleid) ( ) . 278. Beide
find gleid). 279. Der gleichfeitige Snlmber 280. Der gleidhfeitige Sylinder
mit bem (Sruubf[ucf)enf)albmeﬁer T Y18, 281. Bafishalbmefjer = Hihe =

3_11‘/_27‘ 282. Der gIetc[)iemge Bylinder mit der Seite —1/2 M=

___9_211 283, %afi@umfang:%a, @ﬁf)e=£ﬁ 28, 12. 284. Bafis-
9]

3 p—
halbmefjer = Hohe = l/lﬁ()'o em — 6:828 cm. 285. a) Bafishalbmefjer =
V3

— Hihe =]/i; b) Bafishalbmefjer =Vﬂ; Hihe — Vz 0 affo ein
3w 67 3
gleihfeitiger Sylinder. 286, Bafishalbmefier = Hihe — V'V :m. 267,

28 nl/s . 988. 20— 109928’ 16", 289. V 0: 3 ; der gleichieitige Segel.

IM*V3 I YAt 2
290. V Nfﬂ‘/?’. 201, x:y:s=V1:V2:V3 292 Q=%V6;h=

T
e (5 1/() 293°56" 24""; 109°28" 16", 293. 1 V? Q0 ="T0°31"44".
294 Grundlinie = ——s ; Sdyentel ———5—s 295. Der Rhombug mit den

Rofenberg, Aufgabenjammiung, Erganzungsbeft 2. 5
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Diagonalen %s und %s bet Umbrehung um bdie fleinere. 296. r:s =
.

Z1:3. 297. 4:27. 298, Beide mit je V% 299. Der Sylinder
T

Wit B==r 4V 2 at% b, 800, Bofishalbimeffer < %r; e — %,
V= %12 Jh — % vom Jnbalte ded Kegel2. 301. Bafizhalbmeffer =
br |
_ — ¢ =
L
2r e 4
:-ﬁ—‘w; 8 muf h > 2r fein; Zr, . r. 303. Bafishalbmefjer =
“

— 1} Dige = l h. 304. Bafishalbmefier —

:%r; Hihe — % h. 302. Bafighalbmeffer

U-"—"

\ =,

2 Hihe = 731. 305.

—"U:

%aﬁ@f)albmeﬁn = s V2; Hihe—3s. 306. Bafishalbmefjer = g 1~V§§

Hohe = -g. Jm %erbﬁ[tnié 3:1. 307. Bafishalbmefjer =g; Hihe=

1 ! 3 Ve 2
= Z(E—En)’ e3 mufy r - ¥ —R fein. 308. Der gleidhfeitige Jylinder

mit bem %aﬁ@f)amnteﬁer—g—l/f 309. V=

417r

V3. 810. Bafiehalb-

meffer = r ]/;-(1?]—/?), Hihe = 2r !/; (1 A1) ]/51)) 311. Halb-

meffer = %r; Dohe =r V3; 1200, 312, Hoe =z§r; Halbmefjer —

= 25‘ V2; o= %: 313. Wie Nr. 312. 314. Der RKegelftumpf mit
bem Radiug r fiiv die Grundfldche und fiiv die Tedfldche und mit der Hofhe
2r, b. b der gleicheitige Zylinder. 315. Bafichalbmefjer = L V6;

Hohe — ~V3 316. Der Wiirfel mit der @ettei; t, 847 r%. 318

8V 3 =
— V7 r’. 319. Grundfante = Hihe = %r. 320. Hihe = rv2;

;450 321 V,:V,=1:2;0,:0,=1:2. 322. Bafishalbmefjer =
=rV2; Hihe = 4r. 323. Bafishalbmefier — r /1 +V2; Hihe —
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—r1(2+V2). 324 8r*V3. 325. Der Halbmeffer dev Bafis ift —l—s

(V5 —1), aljo gleich dem griferen Abjdhnitte der nacy golbenem @cf)mtte
geteilten ©eite; die Jnfugel Hat den griften \snbaIt und die gropte

Oberflade. 326. Jn der Entfernung lr r—;, beide find gleich.
327. \sn beiden Fallen im SlIbftanbe bong pom Mittelpuntt. Die Swmme
per drei Kugeloberflachen 1ft ~ yon der Oberflache der gegebenen Kugel,
bie Summe der drei ﬁugeﬁnf)a[te % vom Jubalte der gegebenen Kugel.
328 r2m. 829. O=r2x (14V2). 3830. Grundfante = %1_' Yo
Hihe = %V?ﬁ 331. V = r®. 332, Umfreizhalbmefjer der Grundfliche =

el T S i g
:%1/6;95[)9,:%1/3. phad L & 334%(1+21/2>. 335.§1-2m/3.
336. 45°; Y‘:‘—/i 337. Das Segment mit h = 2¥

L 1 g 27

Abjnitt mit der Hohe h = t—)g ober h=2r, . §. die gange Kugel.
339. h =r=]/% (Dalbfugel); 4, 4. 340. Der Kugelabjdynitt, defjen
Hohe h= ]/27—21- ift, b. 5. die gamge Kugel mit dem Halbmefjer
0. s4. _1- 2:1. 342, ——1/5 343. Bofishalbmefier 73”/65

in
@nl)e —=r17V3; 3V3:4 344, gl—;;‘/‘} 345. Bylinderhalbmefjer r =

SV

iy Bylinberhohe = 8 .r. 346. Dalbmefjer ded Fylinders =

5 Hibhe des ylinders = r V3. 347. tanga=7V2; (V3 +1):6.

Vi

348. 290 = 38°H6" 33", 349. x——%l 350. . 351, Der Winfel
swijdhen Adhfe und Seite de3 Ausidynittes betvigt 153° 26" 6; die Hobe

ber Rugelhaube ift 1'5+52E, aljo grifer als der Kugelhalbmefjer.
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352. Der Ausfdnitt hat den Offnungswintel 530 7" 48"; bei ihm ift der
Unterfchied 127 (V5 — 2). 353. Die Hihe der Kugelhaube ift %(3 =Y B

354. 4:1. 355. Der Abftand des gefuchten Puntted vom Mittelpuntt
ber Rugel mit dem Halbmefjer r it e:[L - V(r, :1)%]; 125. 356. Die

Abfifie Des gefucjten Punttes ift lc [0 — 19 (2 ] 7 45m.
357. 2ab. 358.4Va’-|-b% 359. Jn beiden Fiillen ~ab 360. 3n
beiben Fallen —V?) 361. Jun beiden Fdllen a=bh. 362 Die Achjen

der Ellipfe find gvS 1 gh. 363. 45°, 45%, 90°. 364. Die Halb-
adyfen find %D V2 und é—dV"i; ber Berithrungdpuntt im erften Qua-
branten ift (% D, %d); 2:1. 865. Die Halbachfen find %m VY2 und
%nvz 366. 4ab, 2ab; 2:1. 367. a) (aw bV2); b)
a_/o b _/= 2bt pus

e T e VB 368. aV.Z —bV2; tang ¢ =
5) 3 27a

LN 08 .o % ¢ ¢
= a__b; p=28°4"21". 369. (—2— a 1/2, —b 1/2); tangp= ‘)Zabbh;

2ab
61°55" 39", 370. Seiten des Redhtedes —Vb unp 22 Vs 371. Die

Cllipfe geht in einen Kreid mit dem Halbumef er 1/5 a[fn — Der Dreiects-
hohe iiber. 372, Fe=h?g1/3_ T 3_61‘; Fe:Fd=n1/3 :9. 373. Die
Grundlinie ift 2a V'3, die Hohe 3b; ein fleinftes gleidhfeitiges Dreiect
ift nur miglich, wenn a = b (Rreis). 374. a, l Va2 3b?; 3a§ V3;

28 . a—b, §76.°=" +b° . 871, 1_1/7;‘”

a8 2 a? — p?
Za.b nl/d

¥ el
37:1/3. 375. 2x =

vz

= ab 21; man ziehe den Durchmefjer para[IeI ju jener Sebne, die
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die Deiden OSdjeitel verbindet. 382. —. 383. Jeneg, bag

4a2b7V3
9

parallel 3u Dden Die Sdeitel verbindenden Sehnen verldnft. 384.
189%. 885. 4. 386. (a”", i%V%z__?). 387. 2Vl e
€ €

b2
¢

Z;I/%Lp. 390. Die Parallele geht durd)
dic Hohenmitte; dad grofte Parabeljegment ift gleid) g—(:}, aljo gleid) ein

156888, ¥ 2a b, v 389 A —

Drittel des Dreiecinfaltes. 391, €5 exgit fich q;:y'—‘gh b 2f =
%7, — %,y 302, Sm Punkte (% - 0). 303, Min. fiir (%p o),
May. fiiv (4p, 0). 394. a) Koordinaten der beiden auf der Parabel
liegenden Ecpuntte (2—33, il/?—gg); b) die jur gegebenen Sebhue par-
allefe Rechtedteite ift im Abftande 2p vom Scheitel zu legen und Hat
bie Qinge 4p. 395. y — ]/% X +]/§; y =x -+ 1. 396. Das Redt-

- TN P AT
¢ mit der Grundlinie p(Ll_O@ und der Hohe %2—5 397, x,==
AR 3
=21, 3 —J1y/3 308, 16—a; 2. 399, Der Sdleitel der Pavabel mufs
3 3 G

in % ber Regelfeite, gerechnet von der Kegelfpibe aus, liegen; f =%S1/ o

400, r—‘f ; %r 401, V3, 402, f=—§~ab. Beive Parabeln gehen

purd) denfelben Puntt (% aV2, —;—M@) ber Gllipfe, bzw. durd) zwei
Opiegelpuntte im 4. und 2. Quadrvanten. Beide Pavabelfegmente find

5

inhaltsgleidy (=§ab), alfo gleid) -;m bes burd) bie vier Gllipfenidyeitel

beftimmten Rhombus.
403. Nad) 18 Sefunden; Hm; P, um 4 m iiber den Scheitel hinaus,

: 1
P, 3 m vor bem Scheitel. 404. t = i bc2; Db fe=———
c® + ¢,” ¢, ?+c,”

[ac, + be, +Vd® (¢, + ¢,?) — (ac, — be,)?]; der fleinfte Abftand ijt
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nad t_aczibc“’ (3:28) ©ef. vorhanden; ev betrdgt im bejonderen
2
Falle 96 m. — Der Abftand d ift nad) dev eingangd angegebenen Formel

nad) 3 und 3:56 Sef. vorhanben. 405. x = a;cb; 5 Gef.; 40 m,

ALt oy , (07)  Stunden

2 (e,® + ¢, ¢, + ¢,2) 5 02
(= 42 Minuten). 2265 km; 24 km; 21 km. 407a. t = 855 oy
g g

407b. 45°. 408. 45°. 409. Die Tragfihigleit ift proportional dem
Prodbufte b.h? worin b die Breite und h die Hihe des rechtectigen

2rv3
ol

40 m, 40V2m. 406. x —

Querjdnitte3 bedeutet. Der grngte Wert von T ergibt fich fiiv b =

ud h= 2—1515 410. H = - hig iy €8 mufp I=b=VT1 fein.

412 x =y = %u. 413. x = %1/27'; y= %1/27 414. 3ft x der

Abftand von der Lichtquelle I, und (a — x) jener non per Lidhtquelle I,

jo ift bie Beleudjtungsitirfe B ausgedriickt duvch ) + L, ; Daraug
@& =X

folgt x=—a:(VL, : I, +1) von I, entfexnt; 30 em von Iz, 40 cm
bon T, entfernt. 415. Jjt x die gefudjte Hohe der Lichtquelle, y bie
Cutfermung der Lidhtquelle von der beleudjteten Stelle der Tifchplatte
und « der Neigungdwinfel ded dort auffallenden Stcl)tfttabfes% io ift bie

Dajelbjt vorhandene Beleudhtungsftivke gegeben durd) i = ;i

> %: baraus
ergibt fich x=—al/2. 418. BWenn man je x Elemente pavallel und

oie fid) fo ergebenben (n:x) Gruppen Dinteveinander jdhaltet, evgibt fid
a8 Magimum bder Stromftdrfe, wenn der inmere Widerftand r; dem
dupeven ro gleid) ift. 419. Jn gwei gleidgrofe Stiide von der Linge

1

=1,
9
B. Qutegralvechnung.

I. Dasd unbeftimmte JIntegral.

5 8 g
422. xg+ C. 423, 53-8"—+ c. 428 — 140 ass, §Vx3+0.
T el :
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426. g%ﬁ +C. 427.5Vx2 4 C. 428. %:;4 3 0. 429; 37“‘ % L,
430. 5 sinx + C. 431. — mcosx + C. 432, a® tangx | C. 433. — Hm?
cotang x 4+ C. 434, 156 Vx4 ok 4 C. 435. a?t3 4+ C. 436,
e el X 13

—‘.&*—?—fcx—i—(l. 437. msinx -+ ncos x - C. 438. cos (¢ — x) - C.

439. sin (x — «) -+ C.
II. Dasd bejtimmte Jntegral.

442, 16. 443. 320. 444. 1875, 445, 14. 446. 8116' 447. 16.
i

1 .
448. m - En. 449, Z—m“. 450. 152955, 451, 22. 452, g 453. 2

454. 1.
III. Unwendungen in der Geometrie,

a) gladenbercdnungen (Suadraturen).

456. 28. 457, 42. 459, i; (X3 Ys — X, ¥1)-

b) Ranmberedymungen (Kubaturen).

2z h

466, -
Hohe de3 Paraboloided ift. (Jn welder Beziehung fteht daher basd
Paraboloid um umijdyriebenen NRotationdzylinder?) 469. Ju Z1’; der

$Hiobe, geredhnet von der Bafis ausd; 2:9. 470, p=%1/3_; 1:&50.

467. ?(R2+Rr+r‘~'}. 468, a%p s, worin a die

471, b:a. 472, Die Hihe de3 Jylinders ift gleich %h; 1:2. 473,
Beide gleich igit . h?, aljo % vom Jnbalt ded gangen NRotations-

3 2
paraboloides. 474, 4‘3 R }'3“ (Br—h). 476. hé—r B2 +
r*zh

+ 3124+ b¥). 477, 478, %a berw. 479, 63 ergibt ficja —
A , &
= 51'1/6, fomit eine Kugel mit dem Halbmefjer % r V6. 480,
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]

+AM50

[l

@le @albad) en find D—;/—?) und 551 der Rauminhalt

I

dve 8DdA2xV3
27 :

481, E a?bmw. 482, V —I‘g—h = Hilfte de3 Kegelvolumens. 483.
bRt | ggg, 227RGBDIEDLY)
32 3b2

c) Yingenberedynungen (Neftififationen).

d) Oberfladenberednungen (Komplanationen),
489. rms. 490. R4r)nws. 491, 4r2m 492 2rah.
493, 2r z h.
IV. Anwendungen in der Phyjif,

497, ~M;5. 498, M;‘“. 499, 5‘1(12+b2) ober % worin d bie

Mg?®

Diagonale ded Redytected ift. 500. g 501, 1:1:2. 502. Mr2; fiir

einen Kreidzylindermantel vom Halbmefjer r. 503, M—Q fitr einen Rota-

tionggylinder vom Halbmeffer r. 504. -2—\;—1—
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