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Die vorliegende Abhandlung enthalt die Ausfihrung einer mehrfach
verzweigten Theorie, deren Anfinge in der mathematischen Literatur
bereits hie und da erkennbar sind. Diese Theorie fusst auf einer ver-
dnderten Discussion zweier Kategorien bestimmter Integrale, nimlich
jener mit periodischem und discontinuirlichem Differentialfactor, und
zwar betrifft die Verinderung und theilweise Neuerung lediglich die Be-
dingungen, unter welchen man heutzutage solche Integralformeln in der
Rechnung zuldsst. Es konnte nur das Resultat der gewissenhaftesten
Priifung sein, den strenge begrenzten Bereich ihrer Geltung aufzuheben,
ja unbeschrinkt zu lassen; aber auch die grosste Sorgfalt erscheint in
einer so wichtigen Frage nicht ohne Bedenken. Wenn die wenigen bis-
herigen Gegeniusserungen vereinzelt und wirkungslos blieben, so liegt
der Grund hiervon darin, dass diese Aeusserungen allzusehr die metho-
dische Seite der Frage in’s Auge fassten und zu geringes Gewicht auf
die principielle, constitutive Bedeutung derselben legten. Die allgemeine
Theorie des bestimmten Integrales ist in ihrer jetzigen Gestalt eine ge-
schlossene und widerspruchsfreie, und fithrt auf jene Giltigkeitsbedin-
gungen in strenger Gedankenfolge. Hieraus geht schon hervor, dass jede
einen speciellen Fall betreffende gegentheilige Ansicht die allgemeine
Theorie, die sogenannten ,Principien“ der bestimmten Integralrechnung
selbst in Frage stellt. Diese Principien vor allen zu prifen und richtig
zu stellen, miisste also die Aufgabe einer Abhandlung sein, welche es
unternimmt, einen selbststindigen Gedankenkreis zu entwickeln und in
seinen Consequenzen zu verfolgen. Sie hitte dabei ein leichtes und ein
schweres Geschift; jemes wiirde darin bestehen, darzuthun, dass die
Grundvoraussetzungen jeder und also auch dieser Theorie unbeweisbar
und unbewiesen sind; die schwierige Forderung .aber ist es nun, die
Nothwendigkeit begreiflich ‘zu machen, die bisherigen hypothetischen
Grundlagen als falsche zu verlassen und durch die richtigen zu ersetzen.
Der Mangel einer principiellen Begriindung und Sicherstellung der be-
stimmten Integralrechnung bei aller Genauigkeit und Widerspruchslosig-
keit wird wohl allgemein gefiihlt; aber welcher Weg steht offen, um
diesen Mangel zu beseitigen? Der directe ist es nicht, denn abgesehen
von der sonstigen Beschaffenheit des Problemes, welches die schirfsten

und schwierigsten Distinctionen nothwendig macht und bei der aus-
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schliesslichen Beschiftigung mit dem Differentialbegriffe so wenig Evidenz
_ Dbesitzt, muss derselbe von Behauptungen ausgehen, welche nicht mehr
Wahrscheinlichkeit beanspruchen diirfen, als die Hypothesen der bis-
herigen Theorie. Die hypothetische Fundirung der bestimmten Integral-
rechnung in eine principielle umzuwandeln, &hnlich wie sie andere mathe-
matische Disciplinen schon lange besitzen, hiezu bleibt nur ein Zugang
frei: der indirecte, leicht controlirbare, sicher einleuchtende Nachweis
von der Unrichtigkeit solcher specieller Resultate, welche streng aus der
bisherigen Theorie abgeleitet sind. Die vorliegende Abhandlung betritt
diese Bahn und zwar liefert sie den bezeichneten Nachweis der Unrichtig-
keit durch sofortige Feststellung der richtigen speciellen Resultate. Von
den letzteren aus muss die Definition des bestimmten Integrales selbst
der Priifung unterworfen werden; soll zwischen ihnen kein Widerspruch
bestehen, S0 muss einmal an der urspriinglichen Definition festgehalten
und zweitens die bisher willkiirliche Natur des Differentialbegriffes durch
eine Charakteristik der Willkiirlosigkeit ersetzt werden. Es ist hier der
Ort, der Antithese in den Voraussetzungen jeme schirfste Form zu ver-
leihen, wie sie nothwendigerweise existirt; es erhellt hieraus, warum die
Haltung der folgenden Ausfiihrungen nicht polemisch ist. Wir fiigen die
Hoffnung hinzu, dass ihr positiver Inhalt im Stande sei, der neuen An-
schauung in ihrer wahren Ausdehnung ebenso sicher auch Freunde zu
erwerben, wie der negative die bisherige beseitigh und beseitigen muss.

Der indirecte Weg, welcher dem Vorhergehenden zufolge die vor-
liegende Abhandlung im Anfange charakterisirt, stitzt sich auf Randin-
tegrationen, welchen complexe Idealzahlen mit verinderlichen Coefficienten
zu Grunde liegen. Es wird daher eine langere Einleitung tber die analy-
tischen Eigenschaften solcher Zahlen, deren Einfiihrung in die Integral-
rechnung neu ist, vorausgeschickt werden. Die folgenden Betrachtungen
erstreben in dieser Hinsicht eine Vertiefung der in den Sitzungsberichten
der kaiserlichen Akademie (Nov.-Heft 1871) enthaltenen Abhandlung:
,Bin Beitrag zur Theorie der Functionen complexer Variabeln“ in dop-
peltem Sinne: es treten an die Stelle der viergliedrigen complexen Zahl
a -+ 1b + ¢ + i7'd die nfache

6, =a, + ¢, a, + (f}"ia2 R SRS,

wo o, alle Wurzeln darstellt der Gleichungen «* — 1= 0 und «” +1=0,
und die Idealzahl

L f 4 +“fal i “g“g Aeere srtodfhlis G40
welche aus jener — einer Erfindung FEulers, durch Vertauschung von

Indices und Exponenten hervorgeht. Diese Vertauschung wird die nihere
Untersuchung als durchgreifenden Rollenwechsel erkennen lassen; mit
andern Worten, es besitzen die Euler'sche Zahl o, und die Gauss'sche
7, alle Bigenschaften gemeinsam, die als bedingungslose Identititen sich
darstellen. Die Argumente a, . . a,—; sollen reell vorausgesetzt, iibrigens
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beliebig abhingig verinderlich gedacht werden. Wir bezeichnen es gerade
als unsere Hauptaufgabe:

»Die allgemeinen Formen der Abhingigkeit zweier gleichartiger
Systeme 6 und = untereinander festzusetzen“ und hoffen, dass ausser jener
Wechselseitigkeit der beiden gegeniibergestellten Zahlbegriffe die gefallige
Beniitzung der Determinantentheorie und die methodische Bedeutung der
Resultate im Stande sein werden, fiir jene Aufgabe ein selbststindiges
Interesse zu erregen.

Pag. 2 der angefiihrten Abhandlung finden sich die Bedingungen
einer Abhingigkeit I zweier Systeme f, ausgedriickt in Argumenten

®, Y 2..@ P ... In correspondirenden Zeichen w, x: .. £, & . .
lautet darnach die Differentialgleichung des Integrals
f(EO’ gl G gn——l) == F[f(W(), 1) S :L',,_l)] 3 ‘ % . a)

beziiglich k=0, 1, .. n — 1 nfach bestimmt

O3 f bk of bt of d&n -1 (BB

S0 e T Serd B it SRG e T e S iRkl 0
Gentigen irgend welche & diesen willkiirlichen Bildungen, so sind

die aus § isolirten inversen Functionen « die Losungen der inversen

Abhingigkeit 77 der beiden Systeme f. Man gelangt zu demselben

Resultat durch Auflosung der » Gleichungen &) nach den linear und sym-

metrisch in ihnen auftretenden Differentialquotienten %;;*, denn die Eli-

mination der m — 1 fibrigen Quotienten liefert ein mit der inversen
Differentialgleichung 6), mit

3 dxo ) dm 3 en—1 S S
dxo T dkk =y d&1 - yEk e SOhwdi N NEkemitv. Gl S, 0Ek

congruirendes Ergebnis. Indem dieses sich, unter R die Functionaldeter-
minante der & nach « verstanden, deren Unterdeterminante <ter Zeile,
kter Colonne 7 sein mdge, als

3w Tk 0L atn 3 Bl e @i N
+bx1 T kg gt AP SE

o~ R i SowEl = S R T &k
darstellt, entspringt die Identitit :
Tk =— R gz‘ .

Der bekannte Ausdruck fiir die Unterdeterminanten unabhdngiger
Functionen gilt demnach auch fiir Functionen, zwischen welchen die
Gleichungen a) und b) bestehen. Jene Unabhingigkeit schliesst blos ein
gegenseitiges Sichbegreifen der Functionen aus; wir miissen die entspre-
chende Formel

8y g e

O &k Ok
als den einzigen directen Beweisgrund der Identitdt auch fiir unsere
Functionen £ und « in Anspruch nehmen. Es fliesst aus dieser Folgerung,
deren explicite Form ist

1%
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die weitere Identitit der Functionaldeterminante mit der reciproken in-
versen; die obige indirecte — im fbrigen als allgemein anzusehende —
Ableitung gelangt zu diesem Ziele von ihrem ersten Resultate aus, indem
sie aus den Unterdeterminanten die adjungirte Determinante bildet und
gur Gleichheit dieser letzteren und der mit R* multiplicirten inversen
Determinante fortgeht.

Die Differentialquotienten blgf;— und b_bmjk; mogen nun mit Dy und
D’ der Abkiirzung wegen bezeichnet werden; dann ist
déo dé1 dén—1 __ . 4F
D0W+DISH+--+D7¢—I STk —‘Dk df_’
;Do a Sl " d%n—1 __ ar
Dob—gk_+D1E’?+'-+D’n—l bﬁk ——-Dk A’
und durch Multiplication
d60. 26t d&n—1
(Do § 7 sk B ¥ = R T ) N ¥ )X
/ b_-’l;o_ / _b.wl_ / d&n—1) _ i
(Dob.gk +D15§k+"+D”‘l NT )—Dka S

Auf die gekiirzten Ausdriicke Dy und D% richten wir jetzt unser,
Augenmerk. Wir fiigen an das f, welches sie enthalten, einen Index i)
der die Zahlen O bis = — 1 vertreten soll, und fordern, dass die allge-
meinere Gleichung

0
po‘ii-k Dpl%+--+Dp,n—1—biLx_k3—=D/pk%
erfiillt werde, ohne die Natur der blos’ von @ abhiingigen Ausdriicke &
zu verindern. Die umgekehrten Formeln
e L0
Dp0§—§;+D’p1'§—;c]:— sttt D% w i bg;ngk—l = Dy %
entspringen dann auf die nimliche Weise wie vorhin. Ist, was wir im
Verlaufe festhalten wollen, die Functionaldeterminante der Elemente Dy
und D’ von Null verschieden, so fiihrt unsere Forderung zur eindeu-
tigen Bestimmung der & und «, und zwar liefert die gewohnliche Elimi-
nationsmethode in
Ofkee SR 0Ee. SFa o AE SE | S
Gy M o

Sak T dfy TSR bar
ar bgl X SSn—1
PR S .77% s - o . . . e)
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Bl AT s B T B <

ok d fn—1 i ol

(i A e T
partielle Differentialquotienten nach einer einzigen independent Variabeln.
Ihre weitere zweistufige Reduction bildet unsere nachste eine doppelte
Losung verstattende Aufgabe. :
Man erkennt deutlich den Uebelstand, welcher in der verschiedenen
Bedeutung der Differentialquotienten 2 und D’ bei iibereinstimmender
Bildungsweise gelegen ist. Die Gleichungen ¢) sind bei dieser Ver-
schiedenheit nicht unmittelbar zu integriren, Gleichung d) kann zur Ver-
wertung ihrer Unabhingigkeit beztiglich /' nicht verwendet werden. In
der bisherigen Allgemeinheit ist das Problem ein bedeutungsloses, vollig
arbitrires. Um D mit D’ zu identificiren, miissen simmtliche f als

linear in « und § vorausgesetzt werden. Sei in diesem Sinne

Jo =apo® + apr @ +. .+ @, n—1®u—1,

also
3 Dpk = Aok — Dlpk;
dann lautet das System Formeln a) bis e)

F(apo Lo + ap1 21 + .. + Ap, n—1 mM,—l) — B8 i . . : % 3 a’)

apogo + Ap 1 51 + CF Ap, n—1 §n—1,

RN b Diin—1 ar :
L/ T Y S Tk + Do o bwk +"+ap'n_l—ka__apkd_f;’ . o b)
(022 4 gu 2 . 4 0g 2Emt) X

5o > s ;
(2022 + @ 2+t gy 22 =, . )

dEi ar

Abw —a0k3mdf +axk3ndf+ et an—1, 5 O0n— —1,§ gz e')
aok Box +: Gir ik oo i@z On 1,k
= A= Do S a )
Man findet jetzt unter der Bedingung 4 =0 & und aus der in-
versen Differentialformel x; wegen

iF
apkf i, A% ——fﬁ §§f; dar = F (f,),

. d Finv 1
o [t = [ 25 A 5= 8

erhilt man
Abe= Ffo) 0ot FUAH) O+ o Flfuca) Ot g vnn o 8)
Aoy — Fiw (fO) aOz' + Em; (fl) 01¢ AR i Fionw (fn—l) an—l, i ‘

es sind dies die ndmlichen Bestimmungen, welche die Auflosung der
n Gleichungen a‘) nach & und a unmittelbar liefert. Wenn hiemit die
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erste unserer vorigen Forderungen auch erfiillt ist, so erscheint dagegen
die Aufstellung der Differentialgleichung fiir die Abhingigkeit linearer
Systeme jetzt an und fiir sich dberflissig — hier zeigt die Gleichung
d’) die Bedeutungslosigkeit dieser Abhiingigkeit selbst ohne niihere De-
finitionen der Substitutionscoefficienten a,y.

Die hier fithlbare Liicke ergiinzen nun in ausgezeichneter Weise die
Aggregate der Coefficienten in den Eingangs erwihnten Zahlen ¢ und 7,
die hinfort ausschliesslich die Stelle der Functionen f vertreten sollen;
durch beliebige Multiplication und Division der Coefficienten a; und ef
kann ihr Bereich niemals iiberschritten werden, die unendliche Reihe,
welche sie darstellen, wird dadurch verriickt, nicht verindert. Indem wir
die Wurzeln der Gleichungen " =1 = O immer in dem Bilde unend-
licher Reihen uns gegenwirtic halten, heben wir zwei Doppelsitze tiber
sie hervor, welche der na,chfolgendén Ausfithrang — Discussion der Diffe-
rentialgleichungen 4'), ¢) und d’) zu Stiitzen dienen und als solche im
voraus zu begriinden sind.

4. Das Resultat der Division des Aggregates (1, &, &, .. opeik]
durch o ist eine Permutation des Dividenden, welche durch % cy-
clische Vertauschungen derart gebildet wird, dass die % letzten
Glieder mit positivem oder negativem Zeichen an den Anfang riicken.
Denn es ist a"—*=¢ca~", wo e = == 1, je nachdem 2" o= 1 = 0,
daher
[1, a,, a; b a;—‘]:ag = [aa;"‘ R scxg—l, 1 a, . - a;‘—"*‘].
Das Resultat der Division des Aggregates [of, &f, af .. ab_,]

durch « ist eine Permutation der Wurzeln von & — 1 = 0, und zwar,
27 ip , 20 —1T4ip

wenn e? —e " «f, der Reihe von 1 an bis ¢ *

vorhin, die % letaten Glieder dieser Reihe ohne Zeicheninderung an den

Anfang treten. Der Beweis dieser Behauptung liegt in der Gleichung

, S0 dass, wie

_(nr) s 4 (=7
[ s=tle
2n—1)7Tip

Nimmt man %&=0, so entspringt die obige Reihe 1,..e "
selbst.

Es ist eine charakteristische Rigenschaft dieser Reihe, dass sie
ebenso gut als Aggregat von Coefficienten ¢ als von Coefficienten z an-
gesehen werden kann, oder dass, wenn diese Coefficienten ﬂ; und ‘g2 ge-
nannt werden, fir sie die Gleichung gilt

[1’ ﬁpv ﬁ; vige ﬂ;_l] T [ﬂ%’; ﬂqv 55’ i ﬂﬁ_1]~
Zufolge dieser Eigenschaft unterscheiden sich die Zahlen 6z von
den Zahlen 7z nur durch einen Factor ab, wihrend die Zahlen G,y Wo y
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die Wurzeln der Gleichung a* 4 1 = O darstellt, vereinzelt stehen. Es
ist nur der Factor 2, der an 6, herantritt, und die Verschiedenheit eines
Operirens mit Indices und Exponenten, welche eine blosse Tautologie
verhindern. Nicht ebenso aber wie fiir die theoretische Betrachtung, be-
stebt Identitdt der Fille 6; und 7, auch fiir die praktische Anwendung.
Es wird sich in der Folge von selbst herausstellen miissen, ob alle, oder
welche Zahlen von charakteristischen Consequenzen begleitet sind; voll-
stindige Deckung besteht, wie bemerkt, nur unter den Zahlen og und ;.

Indem wir den Parallelismus zwischen Indices und Exponenten aufrecht
erhalten, bilden diese Zahlen das Verbindungsglied zwischen den Extremen
6, und 7, ; man wird am Schlusse erkennen, dass sie neben dieser ver-

mittelnden Rolle eine selbststéindige Bedeutung nicht besitzen.
B. Man kann dem System
x, + o,z + ..+ a;—‘xn_l =0
nur durch die Annahmen

rrt=amt— . =, —0)
geniigen; denn die Determinante des Systems ist als Product aller

Wurzel - Differenzen von Null verschieden. Das gleiche gilt vom
System

o‘gw() + O(I:ml + - + aﬁ—lxn—l 2= O’

dessen Determinante mit der ebenerwihnten ¢ - Determinante iden-
tisch ist.

Diese Sitze gewinnen Bedeutung nur durch die Sitze 4. und e),
denen zufolge jede Gleichung mit dem Index oder Exponent p als Systeme
B. darstellbar und damit in je n - Theilresultate zerleghar ist. Die In-
tegralrechnung ist die ergiebige Quelle solcher Beziehungen, deren Vor-
aussetzungen die Allgemeinheit der Einfilhrung des Wurzelsymbols meist
nicht alterirt. Die Differentialgleichungen ' — d’) bieten die Gelegen-
heit, einige die Anwendung vorbereitende Sitze in zwangloser Weise zu
entwickeln.

Wir betonen den Umstand, dass die linken Seiten der Gleichung b)
durch ay, resp. a? dividirt fir alle & demselben Wert behalten. Indem

wir uns anf die Functionen & beschrinken, da die Functionen @ in ihrem
Verhalten von & nicht verschieden sind, dafiir aber fiir die complexen =
die Zeichen 7 und y einfiihren, konnen wir gemiss B. die Bedingungen
b) durch die folgenden, der Anzahl nach gleichen, aber einfacheren
ersetzen
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SN0 e Bl e N Saen—11
e U b&o =Y B i O tir2
920 s Yo e STn—1
fiir
d&o d&1 OSSR T
ag—b—;k—-*- Ilibwk e +0t ! bmk _a;c'dcip’
o vm o dmen
YT By e OOt ST 9)
SUL e 0MB . 4ot E AT
20 Yyt e dyn—1 '
/s I /[ - dMa—3«
OO R ERA R S gy
fiir
070 p M Sp—1 -, AF
0 Syr Y73 gt byk B i QY =45 drp

Diese Gleichungen reihen sich der Gleichung d‘) an, die ebenfalls
von F unabhingig ist; sie ergiinzen die letztere, indem sie erlauben, die
Differentialquotienten aller & und % nach einer Variabeln durch die
Differentialquotienten einer Function nach allen Variabeln zu ersetzen.
Es besteht Reciprocitit zwischen den Indices der dependent und inde-
pendent Variabeln, wie zwischen diesen selbst. Die Functionaldeterminanten
der & nach = und % nach y enthalten nur » von einander verschiedene
Elemente, wie die Functionaldeterminanten der ¢ und z nach « und
y n verschiedene Wurzeln und die ¢ = selbst n verschiedene x und y.
Um weitere Beziehungen zwischen jenen Functionaldeterminanten und
den an die Zahlen ¢ und 7= gekniipften Begriffen aufzufinden, erinnern
wir an die Gleichung, deren’ Wurzeln die verschiedenen durch Speciali-
sirung des p hervorgehenden Zahlen ¢ sind. Diese Gleichung

Xo—2 X1 eo o Lp—1
SR, VWO =BG Ny e

&I &2 L L et



ist ein specieller Fall der folgenden

2o x1 e iyl
EXy —1 X0 ces Lp—y Lge—~4" " Lp—2
By — 2) v 8Mpuy . .oBagwe il B Tp—1 =0, k)
swy &X) Yo s(@p—2) \ . P ey Wy
Joro.. B atordles G—f,, .. 2= qurch eine hnliche Betrachtung wie bei
G Cp—1
p =0 gefunden werden konnen. Dass die letzte Gleichung A)¥auch die
Wurzeln —T%, -3 TZ:II besitzt, wenn nur alle & vorher getilgt werden,
% Gp
geht fir Wurzeln g aus der Identitit der Aggregate 5% und ;—Z hervor
o

q9 P
und wird allgemein auf folgendem Wege erwiesen. Statt mit ey ... 0"

q

multiplicire man simmtliche Colonnen der Reihe nach mit oy .0l
dann verschwinden alle Glieder der Summencolonne und damit die Deter-
minante auf Grund des 2. Satzes 4). Eine wichtige Folgerung hieraus
liegt in der Moglichkeit einer doppelten Definition der sogenannten Norm
der Complexen ¢ (des letzten mit (— 1)* multiplicirten Coefficienten
der entwickelten Gleichung %). Es ist diese Norm auch Norm fiir die
Complexen z nach den Formeln

Xo Ll o« Xy -1
EXp—-1 Xy « . Ly—2
00 01 .. Opn—1 p(n—1)
D o P s =& (— 1)
of o ZE s of i
EXy Ex2 . . Xo
p(n—1)
=& (— 1) M,
) Llsiofs . Bpzi
3 2 Lp—1 Lo « « Ly—2
TOTI «. Tn—1 __ lp(n—l)
od ol fiesLig Sl
e SRR
zy Ly .. Lo
p(n—1)
=(—1) N,
G001 $ 051 ="M
n(n—1) n(n—1)

Toth .« Ty =S 1Py ?  Ne=gp!?° N

Eigenschaften der Determinanten M und N werden in der Folge mehr-
fach auftreten; da eine erschopfende Untersuchung der heiden wichtigen
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und merkwiirdigen Ausdriicke fiir sich vom vorgezeichneten Wege zu
weit abfiihren wiirde, moge hier nur der beziiglich der Variabeln sym-
metrische Charakter von N gegeniiber M, hervorgehoben werden. Wah-
rend fiir

o =21 = .. —= Lu—1
die Determinante N verschwindet, erhilt man
M, =21 ",

i b e i 4 B G T e e R
e (1 4 yn—s + gL g it gDy Nl
wie man auch unmittelbar findet.

Wir wenden uns nach diesen Bemerkungen zu den Gleichungen
c), deren Determinante die Functionaldeterminante der £ nach den = ist.
Ihre Auflosung gibt die Unterdeterminanten dieser uunmittelbar. Die
Systeme f) und g) gewdhren dagegen das Mittel, die Functionaldeter-
minante als Determinante von blos n Elementen darzustellen. Wihlen
wir dazu die Differentialquotienten der Function &, so sind
dox dko 30 oo d @0 oo
B Y. o b [b&l oo sl - dE2 © Yan—2 1.
d %0 2o
ey sl £ E
0o do oo dko Q&0 dfo0
IR T e +5[_ Y 2

d61 Swo

d%o d 6o %0 o080 L e
—b_é(;—"szlm—l + 551 i bxn 2 + s + e

und die entsprechenden n, y- Formeln ohne & Systeme mit der Norm

oo 370 : !
der Complexen @ 5 ) und = (W) als Determinante, deren Auflosung

gleichzeitig die vollige Identitit dieser letzteren und jener Functional-
determinanten darthut. Allgemeiner ist fiir die Functionen & und 7,
zugleich mit Beriicksichtigung der Reciprocitit der Indices von § und =,
n und y, ferner der Reciprocitit dieser Functionen selbst, wenn

_L(&g-_--én—l) _ d(Mmo...mn—1)
S e Uy TR Ry

R=s(— 10— (2) = o (— tre-na (32)

(\&) (b&)
004 ——= 3 Ol . xe=Onii-1 00— -5 Op—~1
L \dak Qi

i v 3 s {1
ot ol oy iy e @ed Qeiiieg
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S=(—1)ie-1 N (éﬂi) = (= 1)fe=D N (_‘E%Z‘—)

O Yk )
M Y
s To(byk)...‘l'n——l e T0 byt)"'m_l ;
g e oSl aF R T Qs
) e W) (bmi,k _ g (=)=
M(bék)_M(béz-)_d" SEr, ’_)...6”~1— R <

¥ ()= 7GR T QY g .

Wir sind jetzt in den Stand gesetzt, von der Gleichung d‘) den
angemessenen Gebrauch zu machen.

Zu diesem Behufe schreiben wir die Gleichung, welche, direct ent-
wickelt, das System ¢) zu Tage fordert, in den Formen

RE 1 0% n 1 d%n—1
Y- Svrie ol T Y

gn—1 08n—1 7

d Tk

Yo oY1 dYyn—1’
“ 3 + L Spanetot Bhasigen

p QMO om Sud—q
0 Sy Tak. YA Tt Yk

und anticipiren das Resultat der Darstellung der reciproken Complexen
260

d Lk
Hauptformel a), wo F= } mit der Modification, dass die Wurzelreihen
des Resultates sind

6 ) und 7 M ) als neue Complexe ¢ (X;) und = (¥;) gemiss der

—0 — (%A —1 . =
R Tl et g R

weil diese Modification durch die Anwendung der Sitze A. geboten ist.
Wir erhalten so nach B.

X2k X2k 41 ST —1
-&)— b{?,k" Xl.: SEk ) ---XW—QIC——l:'—b’;.k——,

—p
1,7 "a117

d%0 dX2k—2 L2k —1
N ...Xn_zze——, Xn_lng —

YN o6k ok
_by?k o 592754-1 byn 1
YO b b"lk . Y'l— b-_’ﬂt ’ -..Yn Ok —1 — br]}. 4
. 20 L0 D
Yy—2p = dnk? Yn—2k+1 T e’ "'Yn—l——b?]’;*”.
Nun ist :
d T Tk dYi Sk
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also
1
R ol 081 ERCR 1 dén—1

STk “p Yo ST
— ["'k, o+ sap“"—‘) T mbtl ot .sa;(”'*'l)rk, w1 ap—”rko +.

: 1
—1 5
Aol v ] T

il
M0 p OM dnn—1
i
) byk + b?/k + + LA | b?/k
= [og? 8, 95+ 28, srgpr T oo OR8PSt
b 1
ot gl 5

In abgekiirzter Schreibweise lauten diese Ergebnisse

1 o (1%, 2k +7)

SE 3 SE Tk, 2k+n—s = ETk, 2k—1,
o(E)  meowou((E)
1.0 oogf a8 akgy) 2
Soix T TR Sni )’ Sk, 2k4n—i =— Sk, 2k—1>
i) s (331)

und enthalten eine zweifache Folgerung.
Einmal sind nach den Gleichungen f) und ¢) die Differential-

55‘ 2% oorade wie 255 und M" bei constanten %, ver-
oYk OTi oYi

anderhchen ¢ von einander unabhiingig und konnen durch- beliebige Aus-
driicke a; ersetzt werden. Ist =0, so sind ro; und so; die Unter-
determinanten zugleich der Normen M und N, also resp. gleich wo; und
vos; biermit ergibt sich die Losung des Problemes der Abhingigkeit

quotlenten und

(o, ) — 0—1? in den allgemeinen Bestimmungen

S Sde
1 ek (4 dAn—1 k)
ao—l—az‘,al—l—..—}—a;‘_lan_l M
bk, 0—]—(111, Mo, 1+..+Ot;’—1p.0' =1
£, M(ao, oo an—l) J
atr il
1 _.Z‘an__, e
afay, +ofa +..4+af ,a, , N

(”00+ﬁp"01+ +ﬁ: l"’0 n— 1)
N (@0, «..an—1)

welche unter den verschiedenen Fillen F' eine ausgezeichnete Stelle ein-
nehmen. Ist ferner % anders bestimmt, so bedeutet dies eine Verriickung
der Wurzelreihe in 6 (a) und z («) gemiss f) und g); die Multiplication
mit constanten Factoren geniigh, die alten Werthe ¢ und 7= wieder-
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herzustellen. Die = Unterdeterminanten reduciren sich danach auf =
von einander verschiedene mit den Differentialquotienten der Norm nach
ihren Elementen identische Werthe. Man kann die Zihler der vorstehenden
Identititen selbststéndig als Determinanten darstellen und bemerkt, dass
in den Formeln

Do =9 M _

XTn—1
520 —k
o ot e e o Doy
—(n—1) —k+1
g R anttl ST . d i
== = ’
=i St
ga sy dh Em,  &x, .. &0 x,

— —p
ot om @, Mg Dy ey Ty _q
=D =0
an—l mo * L =2 wn—l "L'o " ak—l A mn—Z
— —p
o] xy ..x, T P SRR

Indices und Exponenten dem tbrigen schematischen Baue der Aus-
driicke M und N entsprechen. Multiplicirt man M* und N mit 6 (z)
und 7 (x), so gehen die Producte auf Grund der Sitze A. in M und
N iiber.

Um die Unterdeterminanten wo; und w,; zu isoliren, multipliciren
wir die Formeln k) mit o* und ef_ und addiren die Specialisirungen
p=20,1, ..n—1; auf Grund der Newton’schen Relationen und der
fir complexe Wurzeln §, geltenden Beziehung

1+ﬁ,‘,+ﬂ;+..+ﬂg—l~1_ﬁ”—o

==
verschwinden rechts die Unterdeterminanten mit Ausnahme m; und Voi,
fir welche die Werte gefunden werden

nw,, = MX a"la =0o;%6, ..6,_,+ 0, 07" e 8,y
DES P '
g i) 1 TR N
abiie
Ry, = NZ Z;z =0 % e ATl i e

<y, Tyl

1

Fir Wurzeln g ist selbstverstindlich

- e
2,0, .. 0,51 ﬁp Opp1:+0, =27,7, .. ’p—1ﬁ5~1‘tp+1 o T, Aot

Wir kehren zu den Bedingungssystemen f) und g) — den Grund-
formeln des Problems der complexen Zahlen ¢ und 7 zuriick und stellen
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die Aufgabe, aus diesen Formeln » — 1 Functionen £, n und n — 2
Variable @, y zu eliminiren. Eine deutliche Auffassung des Fortganges
der Indices von Zahlern und Nennern in f) und g¢) lasst erkennen, dass
sie, wie -die Wurzeln «, in periodischer Wiederkehr der Zahlenfolge
0, 1..n—1 eine unendliche Reihe bezeichnen, die fiiglich durch die
Glieder der unbegrenzten Zahlenreihe selbst vertreten werden kann, wenn
nur beziiglich f) die Bedeutung des Index pn -+ ¢ als einen Factor &?
involvirend festgehalten wird. Auf dieser Bemerkung fusst das folgende
Raisonnement. Die Functionen & und # sind nicht die einzigen, welche
bei der gemeinsamen Bedingungsgleichung

ofp - dlp+1 e R, it

Py e e v s I R inf 1)
in Betracht kommen. Vielmehr zeigt die Entwickelung des Differential-

quotienten von F
ar 5% 281 -1

o el B SR T e S e R
PESdf P00 o+ O 2k o

7

dass auch die Ausdriicke gi fir die Gleichungen /) als neue ¢ in An-
Zk T

spruch genommen werden diirfen. Nach ) ersetzen wir die Reihenfolge

3% dfn—1 d“I'Ch b Ep b gp d .EP
bgk i bZk bz'p-{-k ; pr-Lk—l Soas pr-{-k—n—l—l
und nehmen p 4 k& = 2¢; die jetzigen Ausdriicke
dp o6 ) op
bZ?i 2 b221——-1 : : b)?21'—1'l+1

unterwerfen wir als neue ¢ den Gleichungen /) — wir erhalten dann das
folgende System

Hhpoue s tihe YETL 0 & m)
322¢9 20 dz22i—1021 . R T S
L R SPRG e ESR Yo ¥ &
dz:i—1 020 d22i—2021 0.8 és s it
22 &p s 3 & g - &
bZ‘?s‘—n+lb£}0 bZ:.’c‘—anI s b@'21'—21»4-—252"”—1
Dieses System enthélt in seiner ersten Zeile die Bestimmung
¥ Vb
04 doai—kO2k

wo k& von dem fritheren % zu unterscheiden ist; es muss vor allem die
Moglichkeit erwiesen werden, die herausgehobene Formel, welche den
Ausgangspunkt einer zweiten, zum Ziele fithrenden Schlussreihe bildet
weitere n— 2 mal nach dz; zu differenziren. Die Berechtigung hiezu
liegt in der Wiederholung des bisherigen Arguments: wie

RN b

dpi) AW ’
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s0 sind

indem der Index ¢ die Stelle von p n — 2mal vertritt, Glieder der Ent-
wicklung a), vorausgesetzt, dass die Function F' eine mmalige Derivation
nach ¢ und = zulisst. Unter dieser streng festzuhaltenden Bedingung,
deren Aufhebung die Rechnung illusorisch macht, besteht die Beziehung

g 3"y
7R T TR
Der Differentialquotient rechter Hand kann auf i—ngﬁi reducirt werden.
4
Zuvorderst ist gemiss m)
3w oL %%
02idz3i—k Oekd23i-ak |
sodann in derselben Weise
shaitfileny e ald’ i 5
02i023i—2k O2kd 244 —3k |
u. s. f., endlich
3%p s %%
b,Zib@'(n—l)i—(71——2)1: bZ’kbﬂni—(n—l)k ;

Durch Multiplication der Gleichungen ergibt sich das Resultat
PP OEEION, Ak B 0P Y A
oz ot gy b Aty i
welches bei der Continuitiit des Fortganges der Indices beziiglich f) in
MEp, . ik NMp

bx? i bx;. ’ . . . . . . fl)
beziiglich g¢) in

Mip __ "y

by'n 5 by]? . ) & S s . % . gl)

- Ubergeht. Die erstere Formel f‘) zeigt den Fall an, in welchem die
Aufstellung des nten Differentialquotienten unndthig wird; wenn ¢ — k&
ein Theiler von n ist, so wird einfacher

_”_ n " ”»
ik T—k il  —k
SO RSN o1 PN, oG D,

n L b 3 1 ”n T n
T s s o
5.1:." bxk‘ } by." by;: %

Nach dieser Reduction der Differentialgleichungen unserer Aufgabe
auf eine Normalform wenden wir uns zu ihrer Integration und zwar zur
expliciten Darstellung des Integrales a), welches als eine Specialisirung
des allgemeinen Integrales, za diesem unmittelbar erweitert werden kann.
Es sind die Gleichungen e’)
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At = F(o0) 0ox + F(61) 01x 4+ .. + F(64—1) On—1, &,
e = F(v0)0ko + F(r1) 01 + - . + F(tu—1) Ok, n—1,
A= Z(i' agiar. ¢ a:‘”:})? =t
welche nur mehr eine Bestimmung der Unterdeterminanten von 4, &
erheischen. Die Multiplication von @) mit 7 und e7? isolirt 0, und
d,,, wenn sie fiir alle p ausgefiihrt und die Resultate addirt werden; es
ergibt sich

(o TR | kb 1
P e ’}’l/(lf J 4 T ’ﬂ(l;; :
damit

F(o o F(o

M PR RCUR R e R i G GO

0 (1[ an—l

F(to (71 F(tn—1

’n'ﬂk )+ a )+ + (nn_l)'

k
Diese Formeln enthalten die Antwort auf die im Vorhergehenden
gestellte Frage: welcher von den zwei ver chiedenen zu ey in einen und
denselben Gegensatz tretenden Fillen 65 =7 und 7, fir die metho-

dische Anwendung ein neues Moment beherberge? Die Antwort wird
durch die Form der Ausdriicke & und x; verhiillt, welche die Recipro-
" citit der Indices und Exponenten von ¢ uw: ¢ am reinsten zu Tage treten
lasst; sie ergibt sich aber sogleich, wenn die Darstellung der Function
F als complexe Zahl @ + ¢ % in die Formeln n) eingefiihrt wird. Aus
der Bemerkung dass @ beziiglich des imagindren Arguments eine gerade,
¥ eine ungerade Function ist, folgt die Realitit der Ausdriicke §(ay, g)
gegeniiber der complexen Natur der Ausdriicke (7). Diese Abweichung
wird illusorisch nur in dem Falle, wo der Factor «o aus der Gleichung
a) fiir f = 7y herausfallt, also im Falle von Potenzen und Logarithmen
der Zahl z;. Um zu entscheiden, ob die Wurzeln g mit Erfolg anzu-
wenden sind, ist man blos auf die Norm der Zahlen 6p angewiesen;
Functionen, welche auf diese Determinante nicht fiihren, wie die Expo-
nentielle und ihre Dependenzen, bedingen beziiglich 65 sowie 6y, iden-
tische, wenn auch verschobene Functionsreihen @ und ¥. Auf diesen
Functionen @ und ¥ ruht das Schwergewicht jeder Verwerthung der
Tdentititen n); ihre Einfihrung in die letzteren ist gleichbedeutend mit
dem Betreten eines neuen Feldes von Betrachtungen. Ehe wir die ange-
deutete Grenze iiberschreiten, und zur Integration der Functionen F(c)
und F(z) lings geschlossenen Integrationswegen iibergehen, driicken wir
noch die Functionaldeterminanten der § und % durch die Differential-
quotienten der Function F aus. Nach b) erhalten wir

0 AT g iF
Seatoih oidon: Siedon 1"
- gt ar aFr ar

Wo0= L dm S T
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und speciell fir die Potenz, die Exponentionelle und den Logarithmus
(m—1)n (n--1)

R (Gm) =m" Mm—1, § (tm) s ao——:?— mr Nm—1,

R(es) = "™, 8 (erﬁ) =",

2 20 + 1 L 55 Zn—1
S(et’}’): » (l—ao 1— o1 l—an—l);

1 :n(n——l) 1
R(le)=—;, S(v)=1¢, * -

So einfach die Functionaldeterminanten des Logarithmus sich aus-
driicken, so schwierig ist es, .ie Functionen £ selbst auf ihre einfachste
Gestalt durch Einfihrung der Zeichen @ und ¥ zu bringen. Das #usserst
complicirte und mannigfaltige Bildungsgesetz dieser und der meisten
iibrigen Functionen macht es wiinschenswerth, die Bedingungen der Ent-
wicklung irgend einer Function F(6) oder F(z) nach steigenden und
fallenden Potenzen von ¢ oder = kennen zu lernen, weil diese Ent-
wicklungen selbst bekannten Baues, ihre Voraussetzungen aber allgemeine
sind, eine Trennung verschiedener Functionsclassen also nicht nothwendig
wird. In dieser Aufgabe bietet sich uns das erste Beispiel der An-
wendung geschlossener Integrationen, zugleich das einzige Beispiel, in
welchem eine unbeschrinkte Anzahl von Verinderlichen der Umkreisung
von Ausnahmepunkten nicht hindernd im Wege steht.

Das Ergebnis, welches die unverinderte Beibehaltung der bisherigen
Symbole liefert, ist freilich das ndmliche, wie das der Einfiihrung der
gewohnlichen complexen Zahl x + ¢y. Man erfihrt, dass nicht allein die
. Zahl der Verinderlichen, sondern die Functionsform f, nach welcher
die Integration durchgefithrt wird und selbst der Werthzustand der ein-
zelnen Variabeln auf das Resultat von keinem Einflusse ist, wenn nur
Anfangs- und Endwerth der Function f identisch sind. Blos die doppelte
Dimension des Zahlengebietes, welche sich in bestimmten Fillen auf die
einfache (reelle oder imaginére) reduciren kann, bestimmt die schliessliche
“Formel.

Es ist immerhin von Vortheil, diese von der Theorie gelieferten
Sitze an einem instructiven Beispiele zu veranschaulichen. Wir geben im
Folgenden drei Losungen der Aufgabe, die ldentitit der Integralwerthe

[P af wa [P+ iy)d@ + iy),
(0n) (Ox)
fir f gleich 6, oder 7, darzustellen, welche zugleich in inniger Beziehung
zu einander stehen, und auf eine Klasse selbstindiger Integralformeln
hindeuten.
Auch bei allgemeineren Differentialen df wird der beliebige von
ihnen zusammengesetzte Integrationsweg um Ausnahmepunkte durch eine

unendlich nahe Umkreisung der letzteren ersetzt werden miissen. Man
2
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wihle, wenn der Ausnahmepunkt durch einen complexen Functionswerth
o (§) definirt ist und o speciell als complexe ¢ oder z gedacht wird,
fir o (z) die Function  (§) + @ (0) mit verschwindenden Elementen 9,
welche man solchen Verfinderungen unterwerfen muss, dass dadurch die
Umgehung des Ausnahmepunktes wirklich erzielt wird. Um dabei nicht
auf Unbestimmtheiten zu stossen, muss weiter o (6) der genaueren Pri-

cisirung @ (0) = ¢” © @ unterworfen und die Integratlon nach den neuen
Variabeln & ausgefithrt werden. Diese Integration

Jrlo@ + & @lace®

bietet in Einem den Vortheil: durch die Differentiation der Exponentiellen
diese selbst nicht zu veréindern, wodurch die Grenzbestimmung

Lim{ F (¢ + d¢) d¢}
withrend der mehrgliedrigen Integration dieselbe und nur die Summirung
der Differentiale d& iibrig bleibt. Dass die Periodicitit der Function

®® gine durch isolirte Grenzenbestimmung der einzelnen Variabeln be-
dingte und die letztere relativ einfach ist, ergibt die Betrachtung jener
besonderen Gruppe von Integralwerthen, deren vorhin erwihnt worden ist
und deren Glieder die Glieder der Entwicklung folgender Ausdriicke

27
¥, :fd(agcosﬂ—f-al’,sim‘f)

1 .
o, €os & —+ o, sin &

K, jd(a b oos & + af sin &)

al cos & + off sin &

als complexe Zahlen 6, (¢,) und 7, (k,) sind. Betrachtet man die Nenner
in J; und K, als Zahlen 6, (tan®) und 7, (fan®), nachdem man vorher

mit cos & gekiirzt, so hat man zu dieser Entwicklung die Formeln %) des
vorhergehenden Abschnittes zu Hilfe zu nehmen, deren Symbole im gegen-
wartigen Falle auf #usserst einfache explicite Ausdriicke fiihren. Die
Normen der Complexen 1 - ,tan &, of + of tan & sind:

1—e&(— tan &), 1 — (— tan 9)*,
ihre Unterdeterminanten
Woi = voi = (— tan )7,
damit erhilt man fiir J; und K,

dd

2x
s 4y f(tanﬁ —[—.ap) (1 + o, tan & + .. + a;‘_l (tam 0)”'—1
o 1 — & (tan )»
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d9

" tan & -+ & (tan G —1
1 — & (tan 9)»

2m
f{a +a tan 9 + . +a""'(tan~9)” ‘

-+~ ATy 1 4+ tan®®)d @
0
+ oo + o + o v
24 ezm dz n m—2dz
:2fm(1 ) dz+2°‘pf st gl A ‘fl——;m @)

i f (a” tan & + of) (a_P +oa P tand + .. 4 af” (tan 8)"',‘1) 19

1 — (tam 9)»
0 :
i 2+ am—1 dz
=2 fmTzﬂ)dz+ﬁ f z“ 3
+ o :
+ ﬂn— fzyf_:n dz 4 ¥ : ﬂ)

Diesen Entwicklungen gesellen sich die endlichen Werthe Js und
Kr m [Js = Kz =0, im Falle, dass o und «f reell sind, = &e2z¢
Jje nachdem der imagindre Theil von a; und a? positiv oder negativ] und

bilden zusammen zwei Systeme Gleichungen mit unbekannten Integralen
g und kg, deren Auflosungen in den folgenden Formeln enthalten sind.

+ o
i":?f (1—222)3(?:,@2) aian J°°+J°’§ +n"+J°”“ =0, )

o — J J i

i

&Sl 3 (K, K et o :
i R T R O R a::"‘}—‘o’ 9

_fm I K K
477 ffq__;.» ds == {—GE-" + “El + .. J"_a?——Tl}'

s

Die weitere Entwicklung dieses Gegenstandes muss fiir die Folge
vorbehalten werden; unser Hauptaugenmerk bleibt den Gleichungen «)
und f) zugewendet, in welche wir die Losungen y) und o) als Gr6§sen
7 und k substituiren. Dadurch erhalten wir das Resultat

9%
2
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’ (""" o) =6 (©) =1y (K);
in Worten: es gibt complexe 6 und =, deren Werth sich auf die positive
oder negative imaginire Einheit reducirt, je nach den Specialisirungen p;
fiir die bekannten reellen Fille von ¢ und = unter diesen Specialisirungen
verschwinden die Complexen.

Die Exponentielle, deren Argument diese Zahlen sind, hat den con-
stanten Werth 1. Man erkennt auf der Stelle die Bedeutung dieser Sitze
fir die Integration

fF[m R (a)] de® @,

die Grenzen der einzelnen Glieder dieser Integration nach
d®,, do, .. d&,_, sind

)

—1

R R 1

und sie selbst stellt sich als die folgende Summe dar
frlay ) + 2@ am @ =

‘4 wop (20,21, .. tg— e 10,81 .o & i
w,,[fF{mp(§)+e p (0,91, .. ig—1,%¢,0 )}ewp(m,u 7,0 )dx‘},, i9

Unter der Annahme des gemeinschaftlichen Grenzwerthes
Lim { F[wp © + d;] dg } = 4 wp(®)

folgt hieraus durch Integration der Differentiale d &, zugleich unter
Voraussetzung mehrerer Ausnahmepuncte,

JF[‘”" ©1dwp () = Z (hey ) - (F227¢, 0) = Z (Ao, (9) - Ly 274, 0-
On

Dieses Ergebniss ist, wie bereits hervorgehoben wurde, das némliche,
wie wenn statt der Function e®® die einfachere &e* 7 eingefiihrt
worden wire mit den Grenzen O und 2z, deren zugehorige Werthe *¥
und et 27¢ mit den Werthen ¢® () und ¢®»® zusammenfallen. Diese
beiden Arten der Umkreisung vermittelt eine dritte, welche im Vorher-
gehenden bereits stillschweigend durchgefihrt wurde: das Hinzufiigen der
Ausdriicke 0 (cos & + a, sin @) und 0 (a8 cos® + of sin®) zu dem Aus-
nahmepuncte ¢ (£) und z(y) und die Integration derselben zwischen den
Grenzen einer Peripherie; hier iiberzeugt man sich durch Construction
von der Umgehung des Ausnahmepunctes — die Darstellung als 6 (¢)
und z(k) enthélt das die mehrgliedrige mit den einfachen Integrationen
vermittelnde Moment, die Moglichkeit der Definitionen von 27z als com-
plexe 6(z) und z (k).

Die nahere Darstellung dieser letzteren wird weiter unten gegeben.
Nur in den Anfangswerthen ¢y = %k, = O liegt noch ein die ganze bis-
herige Ausfiihrung stiitzendes Argument: indem nach d#&o in &) keine
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Integration stattfindet, gewinnt der Factor eagﬁ" oder 5% ging specielle
Bedeutung und vertritt eine gewisse Function; er ist aufzufassen als
die aus den verschwindenden Elementen & gebildete Norm von  (d),
analog dem Modul und der Norm Lims mit den Richtungsfactoren der
einfachen Integrationen:

cos® + isin®, cos® + apsind, abcosH + alsind.

% . gind an die Bedingung des

Die tibrigen Ausdriicke ol e
Verschwindens nicht weiter gebunden.

Die Formeln ¢) verwerthen wir zunéichst allgemein fiir die Ent-
wicklung einer Function f nach Potenzreihen ihres Arguments. Das
Raisonnement, welches bei der Zahl a %= ¢y zum Ziele filhrt, kann
wortlich auf unseren allgemeineren Fall iibertragen werden. Man findet
die Fundamentalformeln

© fla,9) 1.6 S 011G
J[wp (2) — ml; ©]+! do (Z> = _1_0% f( ’ [, (C)] N ey g)

und damit die Mac Laurin’sche und die Laurent’sche Entwicklung
mit den bekannten Beschrinkungen des Arguments e, (f) auf den Con-
vergenzkreis (Convergenzring) der Function f. Bildet man diese Be-
schrinkungen der Reihe nach fir die verschiedenen Complexen @ und «,
indem man fiir das Zeichen mod die gewdhnliche Bedeutung in Anspruch
nimmt '

mod (6, &) <<r, mod (roy) <r,
mod (6:8) <wr,mod (mn) <r,

mod (6,—1E) << 7y, mod (Ta_17m) <7,
so erhalt man durch Multiplication
ME) =0t N =17
in Worten lisst sich dieser Satz ausdriicken, wie folgt:

,Nach steigenden Potenzen einer complexen Zahl ¢ oder 7, deren
Normen grosser sind als die nte Potenz des Moduls des Convergenzkreises
einer Funection f, darf diese Function nicht entwickelt werden; dann
geschieht ihre Entwicklung immer nach fallenden Potenzen des Arguments.
Ueber die Moglichkeit der Entwicklung nach bestimmten ¢ oder v ent-
scheiden die Moduli dieser Zahlen.“ ' :

Dass das Product aller Moduli von 6o ... 6,—1, die Norm dieser
Zahlen ist, folgt aus der Bemerkung, dass alle complexen Wurzeln o
conjugirt vorkommen; dass ebenso die Multiplication der Moduli aller
z die Norm der =z liefert, beweist noch ausserdem der Umstand, dass die
Anordnung der Wurzeln in 7z auf die Norm (eine symmetrische Deter-
minante der Variabeln) ohne Einfluss ist, indem immer das Product der
reciproken Anfangswerthe (vgl. die Formeln k) sich zu 1 reducirt.
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In Fillen reeller ¢ und z treten an die Stelle der synektischen
Beschaffenheit der Function f und ihrer Differentialquotienten die ent-
sprechenden Eigenschaften der Endlichkeit und Stetigkeit derselben im
Bereiche der 6 und 7. Strenge genommen verlieren die geschlossenen
Integrationen hier ihre Bedeutung, da sie sich in das Nichts auflosen;
gleichwol diirfen diese Grenzfalle nicht aus dem Zusammenhange der
librigen gebracht werden, in welchem allein ihre eigenthiimliche isolirte
Stellung in das hellste Licht tritt.

Ehe wir zu weiteren Anwendungen der (leichungen &) tbergehen,
vervollstindigen wir das System der Formeln «) his 8). Wir wiederholen
die Transformationen «) und ) fiir dreierlei verschiedene obere Grenzen:

2%, = und 2 5-- Bei der Periodicitit der Tangentenfunction reduciren sich
diese Annahmen auf zwei von einander verschiedene: = und % Es geniigt
aber auch hier die Substitution — & fir & um das Intervall O bis =
auf das Intervall O his 721 zuriickzufithren, so dass uns dieses letztere

vorldufig allein iibrig bleibt. Indem wir iberdies die tiberfliissigen Falle
e = ag vernachlaSSIgen erhalten wir fiir die Formeln o) und g)

—tan&-}-yp el
ook i Ty, tane Y =

72— =1 2y, b ¥y 2t b gp T enes
f(1+z")<1+z2) d“‘f a+ ) i

2
P »
— o tan & + y
Kl‘tp:f ¢ : d’ﬂ'
5 -+ ¥% tan &

dz.

0
o3 gm—1 fopega Aetoy pilagena
f(l—zn) a3+ ) dz + : ; (1—2”)7’

Die Werthe dieser Integrale sind simmtlich imaginéir (wo nicht 0).
Man kann andere Integrale J“s, und K''r, angeben, deren Werthe reell
sid und zu J', und K'7, Gegenstiicke bilden. Wir lassen die betref-
fenden Entwicklungen folgen

T

oy
Itlo_p —_

0

¥y + tan &

El-l—;’,,tanﬂ dﬂ: . . . . . . . . . . . 1‘))

O

B gt yn+7nz+ +’n-l n—2 i
fu+ 7 0+ ) 92 +} “iga 9
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7!

70 tan & + v}

KZP: yh + of tan & Uk

0
f 1 Jer B+ oo+ ..+ e

1 —&m) (1 22) 1—an 1422

Die directe Berechnung der Integrale von O bis % hat keine
Schwierigkeit; im allgemeinen gelten folgende Bestimmungen

Pop—=C2E0T; gr, —20%

n 1
¥ (2
’ 2(2p47;1)78ln(p:1)n
IHO'I;:
1 2
2cosw
n
7 — 2 o sin———21;”
Kl =
4
2 cos s
n

Erweitern sich die Grenzen um den niichsten Quadranten, so tritt

zum Integrale fo nach z das Integral f:’ und die Ausdriicke Z und

00

K gehen tiber in
J'ﬂ; —=lme Kl‘tp = =3 W’t., Kz = 0,

de—— i (b 1— sin e
J”ap it T T, K“‘rp — n
A @inl)_z o ﬂ;ﬂ

Es ist wohl zu beachten, dass die Einfiibrung des Symbols 2p + 1
und 2p eine unendliche Reihe hier nicht wie bei den Wurzeln g und p
(2—10——:—1)—’5 E%Z liegen simmtlich im ersten

anzeigt. Die Bogen und

Quadranten; auf diesen miissen alle Wurzeln g und p in ihren Bogen
reducirt werden. Nach diesen Bemerkungen eriibrigt noch die Angabe
der Auflosungen von %) und &) nach den Unbekannten, man erhdlt mit
Bezug auf die Integration von O bis — oo

— pn—1 1
_fané%lrza—) de=_{l'o +Ta+ ..+ loua}=0, . 1)
0

=00

oy Wowsdy® vt L'z IGI L', 1
E R B0

Voo
0 n—1
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n—1
f TrmaFm = 5 L+ Vot Loy,

Yo 77»—1

1 1_22 8 1 I”o‘o 0'1 I D‘n—l
fl-]—z" 1422 _ﬁ{ m + 0 s e

n—1
g <1 —z;)zu o A el {Kl‘ro ity S e RO o Y e |

—c
: K" K
am—1 1 T0 Ti Tn—l
_f“i_z” dz__%{ sficiatt e }
0

ﬁ :)n ﬁ;" W—l

— h—1 1
rm 7 4= 5 (K0 + K' 4. 4 Ko,
_zm—l 1—22 L[ Ky K,y
f—*{ PS5
; o

Will man in diesen Formeln die negative Grenze wegschaffen, so
muss man gerade und ungerade m auseinanderhalten; als Endergebnis
entspringt auf diesem Wege das folgende System :

( ©

m-4-1
j (T o (70 42 " gerade 1)
(— 1)m —1

[ o,y (B — oy (1] =

e :,:;-: ) dz, n ungerade

0

fm+1, V(Il) i Tm+1, y ()= Tm— 1,y (Il)”—tm—l, y (L")

fa )

am+1
J‘(l*-—_z")—(l-i-n) dz, n gerade
— 1)m—1
( 2)n [Tm B(K)-—-zm 8 (Ku)]__

gm-41 d
(1 Fon) (1 5 29) %42 ™ ungerade

Tm41, (K) + 7y 44, 5 (K*) = Tm—1, (K) — 7y _ 1, g (K*).

Hierin geht m von O bis n—1; wenn m —n — 2, so hat man
noch speciell

.
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7%—2,7(1‘) ot ’n—?,y(lu) Fo%e 0, 'y(I”)v
indem 7y , ([) =0 und dhnlich
Ty — 9, (K) — 7y _ 2 g (KE") =70, g (K*), 79, g(K')=0.

Da die Werthe von =z, (I*) und 7, (K‘) vom m gleich 1 an be-
kannten Integralformeln gem#ss als gegeben anzusehen sind, so sieht
man, wie sich alle 7, (/“) und =, (K“) berechnen lassen, wenn nur
7o (I*) und 7o (K*), respective z; (*) und =z, (K*) ermittelt werden

konnen. Nachdem dieses mit keinen Schwierigkeiten verbunden ist, so
am+1dz

kann nunmehr die Integration der Differentiale TEmata

als ge-
16st betrachtet werden.

Die Transformation der Integrale J und K mittelst der Identititen
k) oder n) ist die einzige, welche fiir geschlossene Integrationen einer
Function F' mit algebraischem Discontinuititsfactor, wenn gleichzeitig der
Ausnahmepunkt im Integrationswege selbst liegt, von Bedeutung ist. Um
vollstindig zu sein, wollen wir auch Integrationswege ohne Ausnahme-
punkte in Betracht ziehen. Wir beschrinken uns auf den Fall zweier
independent Verdnderlicher, welche zur complexen Zahl x == «,y, oder
of ¢ == of y unverinderlich verbunden werden mdgen. Dann sind es die

folgenden Hauptformeln, welche unsere Aufmerksamkeit in Anspruch
nehmen.

fF(w-I—a,,y)d(w—}-apy):O,. o W RSN RO IR
(00)

fF(w—}—-a,,y, z—apy)d @+ apy)
=—20q, ffF’x_apy(w-{-apy, x—opy) dedy,

fF(agw—l-al;y)d(agw—l-a{y):O,
fF(aga:-{—a{y, abx — ofy)d (chx + ofy)
=—of [P, @ty gr—ay)dody  of.ap=1
JP@—apd@tan=—420 ([P, @—amdedy,
JPepe—ay) @ e+ ay) |

= +ffF'agx_uqy(ag.1‘—a1;y)da:dy,

J‘F @+ouy)dEtey) =

(On)
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A %

: d (1 + ap tan &)
(A s+ . . 4+ ln)fﬁm—v
0

fF(a{’) x + all’y)d(ag.r + ail’y) =
(On)

T
20, Wy =

2

a1+ tan )
(/11 + A+ .. + lﬂ) J‘iig‘:;pt;lnﬂ‘ )
0

fF(r + oy 2 —ogy)dE+ oy =
(0n)
2=, n,%

d (14 ap tan 9)
(H1+y2+"+"”) liapptanm‘r
0

% B ffF’m_%y @+ oy, 2 —ay)dxdy,

(On)
fF(agx +.aly, obx — oy d(efx A o y)
(On)

29, W, %

d (1 4+ Bp tan &)

:(!‘1+H2+--+Mn)f 1 4 fptan @

aik 2ffFlu’(§x—-a’{y<ag v+ aly, efx—aly)dady.
(On)

Jede dieser Formeln zerfillt, wenn die Wurzel «, fiir sie keiner
Beschrinkung des p unterliegt, in n specielle Resultate. So ist beispiels-
weise, wenn die Formeln ohne Doppelintegrale, welche die 4 enthalten,
gemiss n) transformirt werden und die Grundlage der Integration ein
Rhomboid mit den Eckpunkten ¢ und b a, oder a?a und «fb bildet

a g=n—1 @ g=n—1
F () F(x+ ogb
f { = }dl‘—fZ{ ¢ maq_)_} dx
Y %y
¢=0 0 g=1
b ! b




2

a g=n=t
[z{r@) dx—fz F(z + b)) da
0 g=1
b b
F F
=« [s{Talay o [s[FCEE g,
q q
0 0
a g=n—1 a g=n—1
J'Z {F(agm)} gL fz {F(aga:-f-afb)} in
o, o,
0 =1 0 g—1
b b
_fafreant,, _fofraacan),,
o ag sy ok

b
“f {F(agj)} J‘Z{F(aga—l-agy)}d
1
0
Bei den Integrationen, fiir welche die Function F' zwei complexe
Elemente enthilt, kommen, je nachdem der algebraische Discontinuitits-
factor dasselbe oder das vom Differential der Integration verschiedene

Augument besitzt, die Integrale J oder J*, respective K’ oder K in
Betracht.

Die Werthbestimmungen der Integrale mit Differentialen gRy dx,
wo die Function ¢ (z) eine complexe Zahl zweiten Grades fir x dar-
stellt, scheinen ziemlich abgeschlossen zu sein. Die Einfiihrung einer
complexen Zahl ¢ als Exponent der Exponentiellen e in der dritten der

Formeln p) fiigh dieser Reihe ein erginzendes Glied, die Integration der
Differentiale

% gopa?) dx nud 6227 gin () dx

hinzu.. Es mdgen die Wurzeln

—1 i 141 .
Yo — I/E — 7,’2, Qi lj;_t =0
ol ik 3 I e
Yy = j-_—zz—z’g, y3:——_—":—_~—z’l
Ve 172

zu Hilfe genommen werden; die Function F sei e W=+ 9 gin
Rhomhoid mit den Axen py X und ;Y werde der Integration zu
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Grunde gelegt; es kommt nun zunichst darauf an, die Entwicklungen n)
im gegenwirtigen speciellen Falle festzustellen. Man findet nun leicht

B —@}p
Yo + ” 3 + 3 70

4o O +Py? _ {e—— L

— i G —53

— &o e p

e i’_ P17
— & —Ea

— &o e p

+{e o v + ¢ }72
— £

+{e_go+e__1]_‘+ }7’

3

wo & =a? 4 22y + 3, E=—da® 4 dy? 4 21’?/7
fr=—a'4 22y — 9y, E=1i2?—iy? 4 22y; p=0,1,23.
Nach dieser Vorbereitung lauten die vier Gleichungen w):

a
f(e‘””” GERC T e ST
0

a
% e LT je2i— $62 —
__f(e 22 — 2bx — ¥ +i’le+w ib 2bx

el G, S I hl D)
+wx +0b 2bx+“,le 122 4 ib bx)d.r

b
— 2 S IR T i
:f(e o, M ittt iy 2k )i
0

b
e — 2 j o R
_f(e a?—2ay — vy ——z‘ge—l_m wy 2ay

Lo 4y —2 SRS N B
SaigMhy Sy pynp g Ae + iy . ‘”’)dy,

fam (z) dx — fam (z, b) da
0 0

b

b
= faill (y) dy e f 6,;41 (a$ y) d?/’
0 0

a @

fﬂ i () dx — JG_M (2, b)da

jﬁ (wd%—J%MOMMd%

0
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a “

f o_,, @) da — f 6_ ., (x,b)da
0 0

b b
— fa_ i (y) d.y e fg—i'l (a9 y) dy.
0 0

Die beiden ersten dieser Gleichungen addiren wir zu den mit ent-
gegengesetztem Zeichen versehenen beiden letzten; wir erhalten so

a
j 22 —ix? ix? — ib? — S P T
J‘(e—i-zac oG gve —e-f-m: ib 2bac_*_‘e 122 4 1b 2bx>d:r:
0
[/

; RUT R W S N CY Iy Y ia? 4 iy —2a
ij@ R El W S g Yy ¥ oiis Yy y)dy’
0

und auf eine ahnliche Weise, wenn wir die mittleren Formeln von der
ersten mehr letzten subtrahiren

- :

i ;22 —ix? i 22 — b2 — EE A B

lf(e+ 2 &y 10 _e—{-w ub 2bx_e 122 4+ 1b 2bx)d.r
0

b
— 2 2 ta2 — 1y2 — et i
:___}'(e iy _e—l-zy __e+za 7Y 2a,y+e a2 44y 2ay)dy'
0

In diesen Ausdriicken kann jetzt o unendlich gross gedacht wer-

2ay

den; weil dann die Glieder mit dem Factor ¢ verschwinden, erhilt

man einfacher

(o o)

b
flo i im0 gty
0

0
:f[e+i(a>9—b2)—2bx_ﬁe—i(x‘-’——bf)—2bx] ok
0

b

f(e+ i - el mz) dae — zf (e_ Y s g i"ﬂ) dy
0

0
Zf[eJr@'(xz—b2)—2bx_}_e—i(xe—b?)—ux]dm
0

o

Diese Formeln reichen hin zur Isolirung der Integrale je_ o (@*)dx
0

und fe_ 20% cin (22) dx; die schliesslichen Ergebnisse lauten
0
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2fe—2bx cos (22) dx =

0

b (o)
+ \/% (cos %) — sin(30)) + 2fsin (b*—y*)dy, = —2fsin ®*—y") dy,
0 b

2] Nl & e ==
0

b o

‘/% (cos (%) +- sin (bg)) — 2fcos (0 —yt)dy = 2f¢;os (0 —y*) dy.
0 b

b b
[Die Integrale 2 f cos (B*—y*)dy und 2 f sin (b —1y?)dy werden
0 0

mit Zuhilfenahme derselben Wurzeln y gewonnen, wenn man nimmt

- P2
Hi—=e S : sie sind unendlichen Reihen iquivalent und zwar ist
b
2b (2b)5 (20)°
QJCOS(bQ—y?)dy:'f Bl +5.6.7).8.9— =
0
b
: e (20)7 @HE
2f31"(b9_ya)dy me e Y i e e ]
{1}

Diese Formeln sind in einer sehr wichtigen Frage von Bedeutung.
Es zeigt sich nimlich, dass die Integrale linker Hand unendlichen, rasch
convergirenden Reihen dquivalent sind, die nach Potenzen einer Con-
stanten b fortschreiten. Diesem feststehenden Resultat muss auch die
Rechnung @ posteriori gerecht werden konnen. Nun gibt es eine einzige
Art, die Integrale linker Hand in Potenzreihen nach b zu verwandeln —

es ist dies hier die Substitution der Exponentialreihe fiir ¢ 2T ynd dio

Trennung der Integrationen nach den einzelnen Potenzen von b. Die
Coefficienten dieser Potenzen miissen rechts und links identisch sein: es
" folgt hieraus die Continuitit der beiden Formeln

o~

J.z"—lcosbzdzzﬂ")—::f—*&za ----- 0)
0

o

Jz(‘—lsinbzdzz_——r(”)s;:%“f
0

iiber die bekannte Giiltigkeitsgrenze w—1 hinaus, wihrend die untere
Griiltigkeitsgrenze g = 0 durch die’ Function I'(w) selbst geboten bleibt.
Zur Bekriftigung dieser fiberraschenden (iibrigens in andern Fillen mit
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derselben Nothwendigkeit zu ziehenden) Consequenz, ebenso zur weiteren
Sicherstellung der Werthbestimmungen der Integrale

oo (=~
Je_sz cos (x?) dx und fe_%x sin (2?) dx,
0 0

welche jemer Schlussfolgerung zu Grunde liegen, ist es von Vortheil,
shnliche Ableitungen bestimmter Integralformeln mit der obigen.zu ver-
gleichen.

Aus der allgemeinen Integralgleichung fiir die Integration langs
zweier Seiten «y, By¢ und der diese Seiten verbindenden, zum Anfangs-
punkte O der Integration zuriicklaufenden Diagonale eines Rechtecks

4 oy g
(o + iﬂ)jf([a +ifle)dr = [ f@ dz + iy [ (e + iyl dy

folgt fir f=e ° und =e ** das Doppelsystem

I

af $iode cosﬂrdm—}—ﬁf it R, W T ERE R e |

p
—J dr—}—ye—“yfsinyydy,
0

Y
ﬂje-a cos frdx — afe_ax sinfzda
0 0
B
= ye—ayjcos yy dy;

4
af (uz—ﬁ)xgcos2aﬂw’da:+ﬂj SR sin 2afa’dz 2)

B
: —f S “ayafe_i- vy sin 2ay y? dy,

0
14 ;
ﬁje— (o — ) 2ot 2af 2t de — afe— oy L sin2af a*dx
0 0

g
ST gle a272Je+ V9" cos 2ay y'dy
0
mit den Unbekannten
¢/ 74
fe_ “% cos, sin fx dr und fe_ il cos, sin 2ap a? dr.
0

0



Man findet fiir diese Unbekannten die Auflosungen

/4
fe—“xcosﬂxdx:
0
@y p
ﬁ [a Je_wda' + ay e_“‘*’fsin yydy
0 0
p
+ Bre= [enpydy],
0

Y
Je_ RE e B dep —
0

G

b

1 Gt —ay - g

m[ aye ()J.cosyydy—i—ﬁ(je dz
P

# ﬂre'”fsinw/ dy];
0

7
je“ (@ — B o 20 Batda =
0

ay p
EE{I—W [aje—‘”zdz' + ay e_"‘z"afe"' PP sin20yy dy
0 0
p
+ By e "‘27’2]-e‘*‘?’2-‘/2 cos 2 ayy? dy],
0
v
fe_(“2—‘32)“’232'n 2iou8iadid vi—=
0

@y p
g [+ A+ gy [0 sin2ayyray
0 0
g
—ay e‘“"‘272fe"2yzcos2ayy2dy].
0

4)

Von den fir diese Auflisungen nahe liegenden Umformungen und
Grenziibergiingen beziiglich o und ¢ ist nur ein einziger wirklich aus-
fihrbar — die Annahme y = oo, welche zu den bekannten Losungen



33

Je-“xcosﬁxdx:;?—%ﬁfe_xdx, i i panciteb)
0 0

o~ o

LY ; 5 at
fe e gaidr — ———Je da
0 ol 0

[y ) X

5 ppahe Shoneng vy o 2 3
J.e (o p2) x cos?aﬁszl#mfe xd-la it 6)
b 0 A
fe—(ﬂ"‘ﬁ?)x?sin?aﬁw?dw:a—f‘,%@je_ﬂdl‘
s 0

fiihrt mit der selbstverstandlichen Bedingung, dass beziiglich
oi==—"03 a?> B* ist,
oder in der strengsten Fassung
o nicht << 0, o? nicht << * sein darf.
Der Fall o« = 0, a = f in Verbindung mit y = oo ist nun zwar
tir die in Rede stehende Herleitung, jedoch nicht fiir die ihm zuge-
horenden Integrale selbst

X (a %]
fcosﬁa:da:, fsinﬁxdx;
0 0
(s %] o

fcos?a“’m'?dx, J-sin2a2x2dw

0 0

von negativer Bedeutung. Der wahre Werth dieser Integrale darf aus den
Formeln 5) und 6) nicht geschlossen werden, weil die Integration, welche
zu denselben fiihrt, beziiglich des Differentiales e —?dz keine nothwendig
geschlossene ist, beztiglich des Differentiales e~ #dz in den Theil-
integralen zwischen O und § in 4) unbestimmt wird.

[s+]

Dass die Divergenz, welche fiir die Integrale fcosbxdx und
0

fo )

fsinbx dz scheinbar aus den Formeln 3) hervorgeht, eine unrichtige,
0

aus falschen Formeln geschlossene ist, gekht iiberdies aus dem Umstande
hervor, dass jene Integrale in Wabrheit hdchstens einen oscillirenden,
niemals einen unendlich grossen (divergenten) Werth besitzen konnen.
Beziiglich der Integrale

o0 : (s}
f cos 2¢2 a? da und jsin Qa2 x?dx
0

0
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erweist ein bekanntes Raisonnement, welches in der Zerlegung der Inte-

grationen griindet, die Endlichkeit und Bestimmtheit dieser vorliufig
arbxtrar fostgesetzten Ausdriicke; eine dhnliche Anwendung desselben

(o)

Raisonnements auf die Integrale f cosfp xda und J sinf3 ada verbietet
0

sich aber sofort durch die Bemerkung, dass bestlmmte Integrale diver-
genten oder oscillirenden Reihen zwar der Form, nicht aber dem wahren
Werthe nach #quivalent sein miissen, daher eine solche Aequivalenz in
der Form einer Gleichung ausgedriickt, ebenso gut ihre eigene, als die
Nichtigkeit des bestimmten Integrales bezeichnet. Es darf schliesslich
aus der unbestimmten Integration die Unbestimmtheit des Cosinus- und
des Sinusintegrales nicht geschlossen werden, weil zwischen bestimmten
Integralen und der Function, deren Differentialquotient integrirt werden
soll, die Nothwendigkeit einer Beziehung aufthirt, wo die Grenzen ins
Unendliche geriickt werden, oder wenigstens diese Beziehung wesentliche
Modificationen erleiden kann. Somit steht der Existenz bestimmter Werthe
fir die obigen Integrale von keiner Seite eine Ueberlegung entgegen;
vielmehr erkennt man nur die Unzulinglichkeit aller jener Betrachtungen
fiir die Ermittlung solcher Werthe nebenhergehend mit der Leichtigkeit, die
Frage zu verschieben und vorzeitig iiber gewisse Ausdriicke abzusprechen.

Eine dhnliche Bewandtnis, wie bei den Integralen jcos, sinba da,

0

hat es mit den allgemeineren Integralen

Ja:“"l cos, sinbada, u=>1 el corniae Ll wlistnee e
0
Man gelangt zu diesen und zu Werthen fur sie, wenn man in 3)
und 4) die Differentiale unter den Inteoml/mchen rechts und links nach
Potenzen von « und o — B? entwickelt. Allein diese Werthe sind ebenso
illusorisch, wie im Falle w — 1. Es entsteht Divergenz in 3), wihrend
die Formeln 5) nur fir « < B convergente Werthe liefern. Jene Ent-
wicklungen sind bedeutungslos, wie es die Entwicklung der Function
e~ %Y fiir y = oo ist; diese Werthbestimmungen 5) enthalten durch die
Beschrinkung « << g einen Widerspruch. Von den Werthen in 4) und 6)
gilt Aehnliches. Es konnen die Gleichungen 3) bis 6) zur Werthbe-
stimmung von 7) nicht verwendet werden. Aber auch die widersprechende
Natur von 7) selbst (ihre Unendlichkeit oder Unbestimmtheit) kann durch
keine Betrachtung erhirtet werden.

Nunmehr erginzen wir die Grundformeln 1) und 2) durch die
folgenden :



a@ a b
2 2 g £ by 2 2
eb’fe—x cos?bx-d.r:fe—x de 4 ¢ * fey s 2aydy, e 8
0 0 0
a b b

9 9 2 2 2
e? fe_w sin?bxd:r:fey dy — e ° J.ey cos2ay dy;
0 0 0 g

a a

b

J'G—be cos(a?)da = Jcos (0 +a?)da + jsin @—yHdy 9)

0 b 0
b

— Je_w'y sin (a® + b — y?) dy
0
a a b

J-e—_%x sty g = fsz'n ¥ + 2?) da — fcos (b*—y?) dy
0 0

0
b
+ fe—mwcos (a® + 02 — 42) dy.
§

Diese Formeln sind gegenseitig reciprok und stehen zu 1) und 2)
in Gegensatz. In ihnen werden die Bedingungen der geschlossenen Inte-
22

gration, der Endlichkeit der Function f =e¢ ~ durch die gleichzeitige

Annahme @ = oo und Entwicklung nach der Constante b nicht alterirt.
Das Resultat ist fiir 8) ein bekanntes: die Werthbestimmung des Inte-

o

2
grales fe—‘” a? da, fir 9) aber die Antwort auf die directer Ldsung
0
spottende Frage nach den Werthbestimmungen 7), wie sie in 0) unter-
schiedslos, fir w = 1 gegeben sind. Man erkennt deutlich die Symmetrie,
welche hiernach in den Randintegralen des Rechtecks und Rhomboides

fe—<w+iy>2 d (x 4+ 7y) und fe—(il‘x+i2‘y>? d(i' z + o0'y)
allerdings verhiillt besteht. TIhre Erginzung bildet einestheils die Inte-
gration lings eines gegen das ebengenannte um % verschobenen Rhom-
boides:

fe—(x +a'Y d(x + i'y),

welches zur Kenntnis der Integrale

b o

Jcos, sin (y°) dy, fcos, sin (y*) dy

0
fiihrt, anderntheils die Beschreitung des rechtwinkeligen Dreiecks in.

fe—(m+iy) A(x + iy) wd fo= @+ d (x4 i)

S
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die einzige Voraussetzung aller endlichen Werthbestimmungen besteht im
Laplace’schen Normalintegral fe’_ “? gz, resp. fe —% dx, deren
A 0 0

Bedeutung und Bestimmung von den hier in Kurzem skizzirten Be-
trachtungen unabhangig ist. :

Wir kehren nochmals zu den Formeln 9) zuriick

[a v}

fe_%” cos (a?) dx = — 2 |sin * — y*) dy,
0 b

je'—%x sim (x2)de =2 J-cos (% — 3?) dy.
0 ¢

Wir haben die Ausdriicke links und rechts nach Potenzen von b
“entwickelt — es bedarf noch des Nachweises, dass die Reihen linker
Hand convergiren, um die Coefficienten gleicher Potenzen b auf beiden
Seiten identificiren zu konnen.

Zu diesem Zwecke geben wir den Integralen linker Hand die Form
der Maclaurin’schen Reihe. Irgend ein Coefficient derselben sei

(s} P

iy
77!1)1;:0 e—20% oo5, sin (22) d
0

und soll auf den einfachsten Ausdruck reducirt werden. Dass

o~

(8 )
Dbzofe—2bx cos,. sin (2°) de ::ij:o e~ 2% g0, sin (2*) da
0 0

N

:—2]&'608, H L) X, b S5 Ciae SRR S 10)

0

sei, darf nur unter der Bedingung
= dbf (22)° cos, sin (a?) o 2bx—82dbx g
0
oder
0= "dib f (22)? cos, sin (2?) dx
0

fir b = O angenommen werden. Wihrend die allgemeinere Bedingung,
wofiir b > 0, allzeit erfilllt ist, trifft der Grenzfall b — O gerade den

Angelpunkt der Frage: wenn f(? )? cos, sin (x?) dx endlich ist, findet
0
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die Gleichung 10) statt. Wo dies nicht der Fall ist, divergirt der
Ausdruck

J‘Db o6 20% cos. sin (2?) dx gemiss 9).
0

Ebenso ist jD%ZOe—%‘” cos, sin(2?) dx unendlich gross gleich-
zeitig mit 0
JDZ o6 2% cos, sin (2?) dx.
Und es besteht Recip(;'ocitat zwischen der Divergenz oder Convergenz von

fD’;f;oe“'%xcos, T e T e
0

und dem Nichtbestehen oder Stattfinden der Gleichung
Dj :ofe’%w cos, sin(a?)dx :fD’zﬁ _oe 2% oog, sin(z?)dx. 12)
0 0

Unter der Bedingung der Convergenz der Reihe der Glieder 11)
findet also gleichzeitig statt die Identitat dieser Reihe mit der Mac-
laurin’schen Reihe von 9) und die Convergenz der letzteren auf Grund
von 12). Um die Convergenz der Reihe der Glieder 11) nachzuweisen,
driicken wir das Restglied der Maclaurin’schen Formel als bestimmtes
Integral aus. Ks ist

b

1
I gy = E7i f(b — w)" F0+D (@) du,
0
also in unserem Falle
b o
1 e
But1 = — J(b — )" D;:Jf‘fe*?”“ cos, sin (2°)dadu
: 0 0
b [eS)

1 .
=7 f(b — u)" fD;:*" e—2%% ¢os, sin (a?) dedu

0 0
b o
1 3
=7 J(b e f(— 2 x)"+1cos, sin(z2?) dx du.
0 0

Da der Factor (— 21‘)n+1 bei der Integration aus der Gleichung
herausfillt, so haben wir ganz die Convergenzbedingungen der Exponen-
tialreihe vor uns; es verschwindet Lim R 41 fiir jedes endliche posi-
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tive b. Hiermit ist die Convergenz der Entwickluag 11) und 9), die
Berechtigung der Identificirung der Coefficienten in 9) und die Erwei-
terung der Giiltigkeitsgrenzen fiir 0) erwiesen.

Die Continuitdt der Functionen rechts und links in 0) besziiglich w
verlangt dazu, dass auch die zwischen den einzelnen ganzen Zahlen inne-
liegenden Werthe von p fiir die Formeln 0) in Anspruch gencmmen wer-
den. An einigen Beispielen mdge nun die Festigkeit und Sicherheit der
aus den Gleichungen 9) gezogenen Folgerung erprobt werden.

Geschlossene Integrationen lings eines unbegrenzten Octanten fih-
ren auf die Formeln

(85 o

a? cos (22) E1d — a? 1 a? e— 2
—— d = ——— o b WU e
f i 4]/2ae +]/2 Pyl
0 0
N (s %]
a? svn (22) b4 —a? 1 a? e— 2%
AR S E=ale — |\ T adx
fa‘t—f-z* 4/ 2a + V2 ) at—at e
0 0
[ov) (o %)
a2 22 cos (2?) Ta —a? it a? 22 e — %2
02— — ¢ —_—— da
f at + 2t 1)/ 2 T B 1

0

§ ~© ©
a? 22 sin (22) wa  —a? 1 a2a2e—%2
f i e o dz = 41/_2_ e —I— ]—/E_— ——614—:;4‘" dl
0 0

Multiplicirt man diese Formeln mit da und integrirt erst nach a, dann
nach z, so erhiilt man nach ¢) und %) (Seite 23 f).

g )L, f—_-‘"a“ da +fe‘x“ ER ZJ 17 do,
0 0 0 0
9 sin (22) P e——tﬂd 4 g,ze—xzd T
i R L R Beaieas St
0 0 0o %o
2J.z cos (%) dz =faue_w2 da'—fxe— ® G = 0,
0 0 0

2fzsin 2idy—= R
Bt :

Gebt man in

o0

w—1 A o 1
fz‘ cos bz dz = ILLL)L‘US SleadiF

b.L

0
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~N

& Vsinbadzs= M, 6o g > 1
b

0
zur Grenze fiir b= oo iiber, so verschwinden die Integrale gemiss den

Sitzen
(24

LimJ Y sin bz dz = -7-;- f(0),

0

o :
_Lz'mff(z) cos bz dz = Q.

0

Der erstere dieser Sitze zeigh, dass bei Anwendung doppelter Integra-
tionen die erste Integration

oo

[22“—2 cosbzdz =20

6
stets einer Prifung unterzogen werden muss. Die zweite Integration
kann entweder nach jenem Satze ein von O verschiedenes Resultat lie-
fern, oder dieses lisst sich ohne jenen Satz immer vermuthen, weil dann
mit der Limite der ersten verschwindenden Integration die zweite diver-
gente als Ausdruck O.oo zusammentrifft. Wenn z. B. in

o b
T

fsin oy dujsin uypydy =5 yx
0 a 4

px=1, a=0, b=oc unendlich genommen wird, so hat man
zunichst

o 1

jsm uydy =,

0

sodann

(%)
Sin U w
—— du = -
u 2

in Uebereinstimmung mit dem rechter Hand stehenden Werthe; dagegen
darf in der gleichlautenden Formel
fcos ru duf,cos uy dy = %
0 0
nicht

o

fcos uydy =0
0
gesetzt, sondern muss
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(LN] T
COS — W

frosuydy:Lim =gt =

0
genommen werden; man hat dann richtig

(s ¥]

fa~)
. 1— . —_
Lszu e du :Lszu ¥ cos zu du
0

ut
0

ra—peos|@—1 7|
= Ly

und Lim {F(l —p) . cosp %} nach den Regeln der Bestimmung von

k)

Ausdriicken 0.oco — %

In den Formeln

© b b
: de AIRY
jcos ru dufsm uy Py dy—f}j?—x‘d dy,

a

o b b
fsin xu dufcos wy Yy dy = fxfiyyz dy
@

a

0
konnen dieselben Annahmen gemacht werden. In der ersteren ist

fsin uy dy = 3‘

0

fcosxudu:lw~lm:fﬂ—0~lm
w wn
0
fibereinstimmend mit
Vsl v 1 ] 4__11f__2)91.
g —a2 %Y e RA Gy Fewa 1( x5

0

in der zweiten Formel darf

(e )

jcos uydy =0
0

o

genommen werden, weil sinumu du nicht divergirt; in der That ist auch

0

[sn)

f@—i@ dy = 0 (siehe die Formeln (), %) und auch unten).
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Fiir ¢ (y) = T ist in der ersteren Formel

(o)
sinuy T
f Yy U
0
und wieder
oo [a )
Afive P
fcosarudu: r s
0 0

Die principielle Bedeutung dieser Anwendungen fiir die Theorie der
Fourier'schen Integrale liegt auf der Hand. Wenn die Grundformeln

(o)

fcosccudu:O, fsinxudu:% e o M O ek
0 0

zu Recht bestehen, so folgt daraus mit Nothwendigkeit die Ungebunden-
heit dieser unbegrenzten Integrationen beziiglich der unbestimmten Inte-
gralformeln, welche, so nahe sie liegen mogen, fiber die Existenz und

Widerspruchslosigkeit der Werthe O und % nicht entscheiden.

In der Theorie der Fourier’schen Integrale bentitzt man nun in
ungerechtfertigter Weise die unbestimmte Integration der ersten der For-
meln 13) und wird dadurch zur Einfihrung des problematischen, un-
statthaften Symboles Lim sin u &, p = oo gendthigt. Indem man diesen
Fehler durch die Substitution prﬁ’ — 7 eliminirt, gelangt man zur Be-

sin w B

stimmung des Integrales Lsz f (®) d& erstens mit der unnatiir-

lichen Beschrinkung auf posntlve &, zweitens mit Zuhilfenahme einer
weitliufigen, der Sache fremden Reihenentwicklung, aus welcher zudem

der Werth % nur durch eine Specialisirung des f hervorgeht.

Mit Beniitzung der Bestimmungen 13) werden alle diese Ungenauig-
keiten, Weitlaufigkeiten und Méngel vermieden; die Lehre von den
Fourier’schen Integralen kann sodann auf die folgende Art am kiir-
zesten und pricisesten begriindet werden.

Das Integral

o0

5
fu“'—lcos(y——x)uduff(y)dy::J, s (=l
0 a

ist zufolge Gleichung 0) identisch mit

b
I' () cos 5 f[ LWL, — dy = I' () 003“—2— [ Lot dy
'“'73)J y——x
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wo einmal & = =1 bedeutet, dass e(y —z), von y =a bis y =5
stets positiv sein soll, dann das Product e=% ¢ (y) die willkiirliche Func-
tion ohne Beschrinkung dieser Willkiirlichkeit vertritt.

Es liege nun z irgendwo zwischen @ und b; in diesem Falle ge-

hort im Allgemeinen das Integral zu den divergenten, so oft w > 1 ist.

Uns interessirt zunichst nur der Fall w =1, fir welchen cos “* ver-

schwindet, und die derart entspringende Limitenbestimmung 0. oo nach
u; die spiteren Fille w =— 2, 3 etc., welche nicht minder wichtig sind
als w =1, miissen der spiteren Untersuchung vorbehalten bleiben. Unter
der Bedingung der Endlichkeit und Stetlgkelt zwischen a und b kann
@ (y) in eine Reihe
a + oy +axy? 4 ...

verwandelt werden und fiir J kann man die Summe der Integrale setzen

b

o of ey ]

Jedes einzelne dieser Integrale zerfillt in zwei Theile und ebenso
die Reihe nach der folgenden unmittelbar einleuchtenden Zerlegung

J=1T'(u) 003_‘{“0f( pdy +a f y)P-

+a0f — y+a1f (y_x)ydyju...}

x

T—a z—a
:F(y)cos%{aofe Hidz-}—alf :E (x—2)dz + ...
Z
0 0
b—u b—w

+a0fe s ’dz+a1fe g T }

Wenn hierin w=1 gesetzt wird, so kommen bei der Grenzbe-
stimmung O.oco nur jene Theile der Integration in Betracht, welche
divergiren und es ist wohl klar, dass ohne Darstellung von ¢ als
a + ary + ... von Anfang an fiir J das Integral hiitte gesetzt wer-
den konnen '

—Q

J = £ Lim{cos— f L 15)

dz 4+ co

Auch um die Identitit der jetzigen zwei Grenzbestlmmungen nach-
zuweisen, bediirfte es strenge genommen- nicht erst des spitzfindigen, die
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wahre Natur der Probleme stets verhiillenden Raisonnements; auch die
folgende zweifache Darstellung ist weniger geeignet, die Einfachheit und
Anschaulichkeit der gegenwiirtigen Aufgabe, als besondere Eigenschaften
anderer mit ihr lose zusammenhingender Fragen hervortreten zu lassen.
Es handelt sich darum, die Function von w, welche, als Grenzfall, den

Integralen f :

—x

b—x
und fo dquivalent ist, aufzufinden, welche in Ver-

w

bindung mit cos 5

worfen werden kann. Wir erinnern zu diesem Zwecke an die Formel
der unbestimmten Integration

xm mam—1 mim — 1) gm—2
Jxm aody =2 "V 4 i

der bekannten Regel der Grenzbestimmung unter-

a? s
L) P

welche zuniichst blos fiir positive ganze m und fir m =0 gilt, aber
doch mit noch naher zu bezeichnenden Modificationen fir m — — 1 den
gesuchten, eindeutigen Grenzfall liefert. Denn diese Formel fihrt fir
m = — 1 auf logarithmische Divergenz, wie aus der folgenden Schreib-
weise

f:v'" AR

2 3 m
—1"(1+m){1:’:% —1'—%::%0—!—{— e i(—l)mfm}g¢f(;1)m+x 16)

¥ c
P Loty w [ e**
hervorgeht. Nun muss aber, weil in der Limite cos % j Z-dz der
&
0

Logarithmus des Unendlichkleinen ohne Factor erscheint, die eingeklam-
merte Reihe als unendlich aufgefasst und mit ¢+** zur Einheit reducirt
werden. Indem diese Betrachtungen fiir die untere Integrationsgrenze
gelten, ist das Zeichen zu dndern; es bleibt schliesslich in beiden Féllen

blos der Ausdruck I'(1— u), der mit cos% den Werth % erzeugt.

Damit aber erscheint fiir .J

o b
fu”_l cos (y — a) u duJ‘f(y) dy =

0
b

Lim{.cos% —[;%@—dy}:nf(m), S e

0<a<wx<b; fir 2=a und « => hat man blos die Hilfte des
betreffenden Functionswerthes zu nehmen, da eine Theilintegration ver-
schwindet, und fir x << a oder « > b verschwindet .J.
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Anschaulicher als die vorstehende Ableitung ist die gesonderte Be-
trachtung der Integrale f :—a und f Z_x. In dem einen, welches die

Function f(xz — y) enthilt, setze man f(z) = ¢* @(z), in dem andern,
worin f(x + y) ist, sei
JS=e* 1/)(2)7
also 9@ ¥() = {f@};
dann hat man das Eine Integral

e—*
er dz,

0
o

welches sich von %_;E dz bekanntlich blos durch eine endliche Funec-

0
tion unterscheidet. ~ Vernachlissigt man diese, so hat man direct

f e_z—“‘z dz = TI'(1 — u) und gelangt zu denselben Resultaten wie friiher.

0
Fiigen wir zu ihnen die unmittelbar aufzustellende Bestimmung

o b

fcos(y-}—‘r)uduff(y)dyzo, z=a>0, :g—f(O), T —a—)
0 a

so erhalten wir die Fourier’schen Doppelintegrale in der gewshnlichen
Gestalt und es konnen uns die Annahmen f(y) =1, a = O hiibe=—00
jetzt nicht mehr paradox erscheinen.

Die Bedingungen fiir die Existenz der Fourier’schen Integrale
sind die Endlichkeit und Stetigkeit der Function f zwischen a und &.
Ebenso wenig wie die letztere nothwendig auf positive @ und b beschrinkt
ist, ist es die Existenz der Integrale. Die Ableitung der betreffenden
Functionswerthe bleibt immer dieselbe, ist aber fiir die methodische Be-
deutung der Fourier’schen Integrale selbst von geringerer Wichtigkeit.
Wir kommen aber spiter auf diese Einfilhrung negativer Argumente und
negativer Grenzen zuriick. Wegen der folgenden Anwendung mogen hier
auch die Analogien der Fourier’schen Integrale eine Stelle finden; die
Sinusformel 13) liefert augenblicklich die Beziehungen

o b b
fsin xu dufcos uy f(y) dy :f xfjiyil) dy,

0 a 23

o b

s '
fcos xu dufsin wy f(y) dy :J:yf!{iy;; dy,

0 fa a
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welche in allen jemen Fillen von Bedeutung sind, wo die Discontinuitit
rechter Hand nur scheinbar Divergenz zur Folge hat, da die Bedingung
eines allzeit positiven Nenners hier nicht obwaltet.

Wenn, wie bemerkt, die geliufige Begriindung der Theorie der
Fourier'schen Integrale richtige Resultate durch Umgehung der For-
meln 0) erzielt, so muss dagegen die directe Leugnung dieser Formeln
falsche und hochst einseitige Consequenzen nach sich ziehen. Dies ist
der Fall, wenn die Definitionsgleichungen der Fourier’schen Integrale
nach « differenzirt werden. Die principielle Nothwendigkeit ihrer Exi=
stenz erhellt erst aus der wiederholten Anwendung der Differentiations-
regel und geht durch Nichtanerkennung der Formeln 0) verloren.

Aus der Identitat

[eS) b
%f(n) (x) = D:fcos xU dujf(y) cos uy dy
0 a

o b
= D | sin ou duff(y) sinuy dy
0 a .

geht die Bedingungsgleichung fiir die Differentiation unter dem Integral-
zeichen hervor, wenn zugleich auf die Formeln

o b
%f(”)(ac) :Jcos xu duff(") (y) cos uy dy
0 a

o b
— fsin xu du J‘f(") (y) stn wy dy
0 a

Riicksicht genommen wird; diese Bedingungsgleichung lautet

o b

fcos, sin xu du ff(") () cos, sin wy dy =
o .

o b
fun cos, sin (acu + %’) ff(y) cos, sin uy dy.
0 a

Thre Reduction geschieht nun mit Hilfe fortgesetzter partieller Integra-
tion. Man kann den Regress leicht in den folgenden Formeln wieder-
finden :

S b

fcos.z'udufcosuyf(")(y)dy—_— g e AR NSRS R
0 a

o

, jcos xu {f("—” (b) cos bu — =1 (a) cos au} du

0



46

[an)

——fcos.zu {f(“—Q) (b) cos (bu + %) — f=%(a) cos (au + g)} udu

oo

— fcos xu {f("_"") (b) cos (bu 4 27”) — f=3 (a) cos (au - 22—”)} w?du
0

(& v]

(“ 1)" 2]60.5' TU [f’ (b) cos (bu + 2)7;)

— f* (@) cos (au -} 4 2)”)} w—tdu

[e v}

+ (_‘ 1)%—1 J.cosw w {f (b) o8 (bu + (_'f‘_—é_l)’_’)
—f(a) cos (au -+ 1)”)} w—1 du

+ (— 1)” cos (ww) u" duff(y) cos uy % Al ) dy;

fsinxudufsinuyf(”)(y)dy: REASSEREL o2 "Ror Rk SR
0 a

N

fsz'n ru { =1 (b) sin bu — f®—1 (a) sin au } du
0

o

—- jsin Tu {f(“_” (b) sin (bu + %) — f®=2 (a) sin (au + %)} wdw
s

N

+ (— 1)’1—26[ sin xu { S (b) sin (bu

— £ (a) stn (an - n—2n)} ut=du

(s ¥

(=1 f sin xu {.f(b) sin (b" sl z_—2—1”)

— f (@) sin (au -} I:;—ﬂ)} u—1du

* b
+ (___ 1)” S (lu) ur duff (y) sin (Uy + %ﬁ) d.’/

Weil das Aggregat der vier hbei geraden und ungeraden = ent-
stehenden Fille
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oo b
(— 1)“fun cos & u du fcos (uy = 2 "2_”)f(y) dy,
0 [
) b
(__ ])nfun st U dufsin (uy —|- "7”) f (y) dy

0

von dem Aggregate

& b
fun cos (xu—*— %?ﬂ‘) duJ‘COS’Myf(y) dy’
h a

= b

fu" sin (mu + %——2"—) du fsz'n wy f (y) dy
0

a

nicht verschieden ist und die Doppelintegrale linker Hand den gemein-
schaftlichen Werth % f™ (z) besitzen, so verlangt die vorbezeichnete

Bedingung das Verschwinden simmtlicher einfacher Integrale rechter
Hand in 18) und 19). Wir haben hier die erste Anwendung der allge-
meinen Formeln O) vor uns, welche im gegenwiitigen Falle zu dem ge-
wiinschten Resultate fithrt, wenn alle Differentialquotienten von f und
diese Function selbst fiir @ und & nicht divergiren. Diese Festsetzung
verbunden mit der allgemeinen Forderung, dass die genannten Ausdriicke
zwischen a und b iberall endlich und stetig bleiben, ermdglicht es aber
erst, die theilweise Integration anzuwenden. Nun ist diese Integration
der einzige Weg, die Formeln

fu‘" cos (eu + 47) dufcos il Dgacton 96:305620)
4 :

—:,fu” sin (xu | ?) dufsin wy f(y) dy
0 ,b a

:jcos xu dufcos uy [ (y) dy
0 a

~ b
:fsin u dujsin uy f™(y) dy = gf\n) (x)
0 : @

zu erreichen (wie es die Formeln auch an und fiir sich aussprechen) —
es sind die Bedingungen der Ableitung also auch wirklich die natiir-
lichen Bedingungen des gestellten Problems. Und diese Bedingungen
gelten nun auch fiir den aus 20) durch directe Integration der linken
Seiten dieser (Gleichungen neu zu gewinnenden Satz
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b
(2n+u)7r S (Y Loh T JO(@)E S
LW{ fi—(xf_y)“+ﬂd-’/}‘2 e WD R TR e 2

p=1
in welchem wir die Fundamentalformel der Theorie der Fourier'schen
Integrale zu erkennen haben.

Diese Formel bildet das Analogon zur Gleichung der Umkreisung
eines Ausnahmepunktes ¢ beziiglich der Integration der der Theorie von

PACE
Foud langs

der Abhingigkeit complexer Systeme angehorigen Function

willkiirlichen, geschlossenen Integrationswegen. Die Theorie der Fou-
rier'schen Integrale erscheint damit selbst als das der Theorie com-
plexer Functionen im Gebiete des Reellen ebenbiirtige Glied: die arbi-
traren geschlossenen Integrationen wickeln sich als reelle Integrations-
strecke von beliebiger Begrenzung ab und die Grenzbetrachtung unendlich
naher Umkreisungen von Ausnahmepunkten hat zum Gegenstiick die
Limitenbestimmung des Productes divergenter und verschwindender In-
tegrale. Die Analogien der Fourier'schen Integrale kehren gleichfalls
in der Lehre von den geschlossenen Integrationen ohne Ausnahmepunkte
wieder. Die principielle Bedeutung der beiden Theorien gipfelt gemein-
schaftlich in der Entwicklung der Function und ihrer Differentialquo-
tienten als begrenzte und unbegrenzte Reihe einerseits, begrenztes und
unbegrenztes Integral anderseits. Zwischen beiden Formen der Entwick-
lung — lehrt die Discussion der Resultate weiter — besteht durchgrei-
fende Reciprocitit; auch in den Gefahren, welche in einer Missdeutung
des Ueberganges vom Endlichen in's Unendliche fiir die Existenz von
Reihe und Integral entstehen konnen. Ganz ausschliesslich nur, um diese
Missdeutung scharf hervorheben zu konnen, gehen wir auf die Reihen-
entwicklung, welche die Formel 21) an die Hand gibt, noch niher ein.

Indem wir ¢ und x vertauschen, entwickeln wir in der Formel

b
T v al
% fla) = Lim {5 cosg j:(l;(y—)y) dy}, R T e )
in welcher der Buchstabe w als unwesentlich mit der Einheit vertauscht
worden,
it he 1

oM

— T+ +E+ )

damit sie wihrend der Integration convergent bleibe, miissen wir a vor-
liufig mit dem unteren Grenzwerthe « identificiren und erhalten aus 22)
die neue Gleichung

in die Reihe
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b ) :
Lim{cos%[j‘ﬂy—y2 dy—l-..tf%(—;ﬂdy—!—... }, Sl

beziiglich welcher wir die Formel 21) fir n =0, 1,..n, 2 = 0 in An-
spruch nehmen sollten. Allein diese Zuziehung von 21) und iiberhaupt die
ganze Rechnung ist triigerisch. Man gelangt nur zu den Identititen 0 = 0,
wenn z beliebig, f (0)= f(0), wenn z — O vorausgesetzt wird. Die
Gleichung 220b) zeigt, dass ohne Zuhilfenahme negativer y das ge-
wiinschte Resultat sich nicht erzielen lisst. Wenn hiermit also eine neue
Uebereinstimmung mit der Lehre von den geschlossenen Integrationen
entspringt, indem diese den Nullpunkt umkreisen, also simmtliche Radien
der Zahlentafel treffen muss, so macht sich aber auch eine selbstindige
Behandlung des Problems insofern nothwendig, als bei der geradlinigen

Integration der Fourier’schen Integrale die Reihenentwicklung von m—ia

jetzt vollkommen unstatthaft ist. ‘Wie hat jetzt die Reduction des Aus-
nahmepunktes y — x auf den Ausnahmepunkt y — O zu geschehen?
Wird der Convergenzkreis der geschlossenen Integration im Gebiete des
Reellen auf eine angemessene Art vertreten sein? Diese Fragen zu be-
antworten, gehen wir auf die Formeln

o~ b

2fu!” —leosau dufcos uy f(y)dy =
0

a

()

fu” —1 {cos (x4 y) u+ cos (@ — y)u) duff(y) dy,

Qj‘u” ~lsinau Olufsih uy £ (y) dy =
; a

o b
fu”—l{cos (x——y)u———cos(:c+y)u}duff(y)dy
0 a

zuriick, und nehmen wieder g = 1, heben aber jetzt die Beschrinkung
positiver a und b > a auf, ohne die Methode der Specialisirung von f (z)
als e** @ (z) zu verindern, welche auch hier wieder mit der gleichen
Sicherheit die allgemeinen Bestimmungen liefert. Sei zuerst a seinem
absoluten Werthe nach kleiner als b; zur Abkiirzung werde

* b
gt — Limfu“_l cos (x — y) u duff (y) dy
0 —a

; _ b
o = Lim [ =" eos (x 4 y) udu [ £ (y) dy
0 —a
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gesetzt — es besteht dann unter der

Tabelle
Jl e

0 O==di 7,
%f(_ a)’ D= Ty

S f(—a), 0= >,
70 ()N Vi <,
7 f (), 0 <o,
%f(b)v 3 = b,
0, dj =>4,

Der zweite Hauptfall,

Gibersteigt, erledigt sich durch eine einfache Transformation;

chungen zufolge

Lim { == cos %fb% dy} — Lz'm{icosij

Lim { =+ cos =

f(y) olyl — o { + cos = 2

genannten Bedingung die folgende

b —
n f (2)
7 f (@)
" f ()

n f (= 2)
0

0
0.

wo der absolute Werth von « den von &

den Glei-

Ay ol
2 ?¢7Wf—h

f( Y) ’
- yd}_.fl
b

besteht die Aenderung der obigen Tafel nur darin, dass — a2 an die

Stelle von z, b

an die Stelle von a tritt;

J'zz

0, T

0, =) =
7 ) V=0 0,
n f (— z), V=2 >0,
z f(—2x), 0> b > 7,
0, << — a,

dies gibt die Ausdriicke

J‘l =
0
7 (— ;L)
e )
x f (+ 2)
0
(0

Wenn nun @ = b ist, so vereinfachen und identificiren sich diese

Bestimmungen nach dem folgenden Schema

R

%f(a)’ a=ax,

s (o) 0 dmw <9,
n f(— =), = =i
5/ (—a), = —a,

J2 Jl‘

3/ {= o)
n f(— )
w f (x)
3/ (@)

Man kann diese einzelnen Ausfihrungen, wie leicht zu ersehen ist,

in zwei Formeln

zusammenfassen
Ji == f (),

SR,
Sr=nf(2), —b<z<a

a="b,

welche die Grundlage der Maclaurin’schen Entwicklung bilden.
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Dieselben Formeln 0), welche die Differentiation der Definition
J; im Falle positiver ¢ und & ermoglichten, vermitteln diejenige der er-
weiterten Definitionen J; und Ji. Indess lisst sich ein zweiter Beweis
der Grundformeln :
DiJ, =Dy J, = = f™ (2),

in denen unter D*.J; und D J, eine Differentiation unter dem Integral-

zeichen zu verstehen ist, auf die Methode der Zerlegung des Bruches
1

@ Fy) (@ Fy) ... @, FY)

Beziehung hat

in seine Partialbriiche grinden, da man die

b

L S ol eon R L @D
DJ;—m:f()(.r)_l"(n—}-I)Lzm{cos2 E(x_y)n+“dy}, 22 o)
_b

pr (SO0 g }

IWL i (o) — Pl Lim{ oty [ LT

Man hat nur nach der Zerlegung
Lo —= 1 — .« . — Xp
zu setzen, um auf eine von der Lehre der geschlossenen Integrationen
her bekannte Art, den mten Differentialquotienten der Function f gleich-
falls zu erhalten. Gelegentlich mige betreffs der Differentialquotienten

mit ungeraden n eine Bemerkung hier Platz finden. Sei n=1; in diesem
Falle hat man die meistens allein noch verwendeten Formeln

o b

fu sin xu duf('os uy fly) dy = — ;f’(a'),
0 a

(o5} b

fu cos TU dufsin wy fly)dy =+ -;—rf’(x);
0 a
und durch Addition und Subtraction

o b
fu sin (z + y) u dujf(y) dy =10,
0 a

f; sin (x — y) u duff(y) dy = — = f'().

Gemiss den Formeln O) liesse sich statt des zweiten dieser Doppelinte-

grale das einfache
b
= (b ¢ ] f) dyd =0
]Jlm{F(1+y)szn~————2 f—_{:(Wx—y)“"-“}’ p=1

a

4%
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setzen und hier nun darf es nicht befremden, dass an der Stelle des
Ausnahmepunktes das Integral vom Negativen in’s Positive iibergeht,
und es ware auch der Schluss auf ein Verschwinden der Integrale mit
ungeradem n, analog dem Falle » = O, ein unstatthafter. Dies lisst
sich auch unmittelbar nachweisen. Wie vorhin beim Integrale n =0
setzen wir auch hier nichts weiter als die Entwickelbarkeit von f (per
analogiam schliessend) in eine Potenzreihe voraus: d.h. wir setzen un-
bestimmt
S =a+ay+ay+...;

dann haben wir fir n =20

fvcos (—y) u duff(y) dyi=

b
2
Limfcosgao+aly+a2y-+ dy =

+ @ —y)
Lszcos—« ao+a1 (—2) + as (x — 2)? + }j_;
+Lsz.cos—‘aoJr-ax(-”+z)+a2(~’”+z) —...}g—

= 2 Lim cos-‘2—I’(1-—-y,)f(1?) =z f(z);

und wie auch unmittelbar aus f(2) = 1 hitte ersehen werden konnen
Lim{cos%“fj—;} = %
0
Ist jetzt n =1, so gilt die folgende Entwicklung

b
! . A4 ) w Sy
L — d
1m{sm 2 f:t(x_y)l+.u .7/}

z—a

+Limcosf2~”f(ao Fa(z—2)+a(x—2°+ .. .)é,df#
0

b—x
_Limcos%ff(ao—l-al ($+Z)+aa($+z)2+--->z—,d;p-

In der Grenze fiir w =1 bleibt wegen

a b
: pr (dz | _ o pr( ds |_ .. Bl o
Lzm{cos 3 IWI—Lzm{cos 3 J‘zuu}_Lzm{cos 3 sz"u )
0 0 0
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als friiheren Bestimmungen zuginglich, dbrig

——2Lim{cosi27—'f(al+2ag:c+3aaa:2+...)%}:—nf’(x)
0

in Uebereinstimmung mit dem fritheren Resultate.
Fiir ein beliebiges n erhalten wir nach der hier befolgten Methode

(— 1)* Lem cos ygf{ao +a(z—2)+ a(z—2° + }_@z

e
b—=x
+ (— 1) Lim cos %’—t {ao + a1 (x4 2) + ar(z +2)° + } ”:Ii“z—[y

0

c

= 2 Lim cos * ——J‘{(n)oan +m+Dianprx+m+pang 2® .. }Zz

0
T
G P Al 0

aus der Vergleichung dieses Resultates mit dem gleichlautenden fritheren
ziehen wir den wichtigen Satz:

,In allen Fillen, worin f(z) in eine Reihe nach Potenzen von z
,entwickelbar ist, sind ohne Hinzutreten neuer Bedingungen auch die
,Differentialquotienten dieser Reihe mit den entsprechenden Differential-
,quotienten der Function identisch.“

Welches die Bedingungen der Entwicklung der Function in eine
unendliche Potenzreihe sind, kann mit volliger Scharfe nur die in-
directe Betrachtung der Grundformeln der Fourier'schen Integrale
ermitteln. Mit dieser Frage wollen wir uns zuniichst beschiftigen und
gehen darum auf die Gleichungen 22 ¢) zuriick, welche fir z=0,

n=0,1,2 .. etc. in inf. specialisirt und mit den Factoren %’ addirt

werden mogen; dies gibt

S b N b
Jduff(y) cos uy dy — f—gfu? dujf(y) cosuydy. . .. . 22d)
0 —a 0 —a
4 o8] b
-+ Tf%?ﬁtfu‘idu_’-f(y) cosuydy — ...
0 —a

o~ b o b
3 g
—}-%J.udujf(y)sinuydy-—-r%.—sjw duff(y)smuydy-}—
0 0 —8
b
o R f f) f(y)dy 19 g ][
R (g0 { Gy YR (:ty)“+ y?(iﬁ yt

g
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Die Reihen linker Hand konnen der Form nach in zwei Integrale
zusammengezogen werden; diese Operation wird real giltig unter der
Bedingung der Convergenz beider Reihen. Man erhilt die Convergenz
der Reihen gemiss bekannten Kennzeichen; ist £ der Gremzwerth, dem
das Verhiiltniss der reciproken Factoren von a* und "+? zustrebt,
wenn n unendlich gross wird, so hat man der Reihe nach

= Eh
— gy (o o BR) 5 £R a? = g2
etc. ete.
als Aequivalente der verschiedenen Restformeln fir die Entwicklung
Maclaurin’s, weil diese selbst unter jenen Voraussetzungen aus der
obigen Gleichung hervorgeht. ¥s muss § zwischen — @ und b, ja zwi-
schen —b und -+ b gelegen sein, wenn b<<a; denn sonst wiirden die
Reihen links von 22d) fiir «?>® verschwinden. Dass sie nicht ver-
schwinden, zeigt aber die Gleichung selbst. Es liegt demnach § inner-
halb des Stetigkeitsiniervalles von f und es kann eine Function, welche
im Positiven und Negativen nicht gleichmassig stetig ist, in eine un-
endliche Potenzreihe nicht verwandelt werden. Dieses Resultat ist im
Einklange mit der Entwicklung der complexen Function nach der Lehre
von den geschlossenen Integrationen, welche einen Convergenzkreis mit
dem Nullpunkt als Mittelpunkt der Function vindicirt. Dass aber die
Gerade der Convergenz genau mit dem doppelten Radius des Convergenz-
kreises zusammenfillt, wie es die Induction lehrt, kann auf theoreti-
schem Wege einzig und allein aus dem Principe der formalen Continuitét
der mathematischen Constructionen erklirt werden, das in seiner Unbeweis-
barkeit und seiner fundamentalen Bedeutung den Namen eines Princips
vollkommen verdient. Von der Theorie der geschlossenen Integration
fiihrt, wie wir gesehen, keine Briicke zur reellen Function und dasselbe
gilt umgekehrt von den Fourier’schen Integralen, welche die complexe
Function perhorresciren; diese Theorien sind nur durch das genannte
Princip verkniipft. Wir driicken noch die Grenze £ in expliciter Form aus
g?:—_i—Lim{(nql— 1) (n+ 2) f—{“‘%}’ T==100

und wenden uns zu einer allgemeineren Frage, welche mit dem Principe
der formalen Continuitdt in Verbindung steht, zur Frage von der Ver-
wendung divergenter Reihen

Die Definition der unendlichen Reihe:

»Sie sei der Grenzwerth, welchem die der endlichen Reihe dquivalente
ySumme &S, zustrebt, wenn n unendlich gross wird,
hat durch die Maclaurin’sche Formel fiir ein complexes und reelles
Argument, fiir Potenzreihen, das mathematische Birgerrecht erlangt.
Der Lehre von den geschlossenen Integrationen widerstreitet hierin nicht
die der Fourier'schen Integrale, in welcher die Maclaurin’sche For-
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5b -

mel auf die namliche Weise, d. h. durch Beobachtung der namlichen
Convergenzregeln zu Stande kommt. Diese Convergenzregeln aber ruhen
ganz allein auf der obigen (vorliufig durchaus willkiirlichen) Definition.
Fiir die Lehre von den Fourier'schen Integralen, deren Beweiskraft noch
iiberdies von der Umkehrbarkeit des Satzes

fF(z)(Zo-J{—Zl + 2o+ ... in inf) de

20

Z1 21 21
i [F(@ Zodz +JF(2) Z, dz +fF(z) Zydz 4 ... in inf

‘,ZO
abhingt, wiirde hieraus geradezu die Gefahr eines unverfilschten Cirkel-
schlusses hervorgehen, wollte man auf die Richtigkeit der angefiihrten
Definition aus der Pramisse der Maclaurin'schen Formel schliessen,
die selbst jene Definition zur Voraussetzung hat. Es ist der weitaus
bedeutendste und merkwiirdigste Vorzug der Argumentation Cauchy’s,
dass die besagte Definition von der ideellen Construction der unendlichen
Reihe, mit den {ibrigen feststehenden Ideen, in erster Linie mit der Con-
struction des Integralbegriffes harmonirt. Denn die dort angewendete
Formel

,.ﬁ,,_——l_l_z_{_z L R SR R e

1—2

die aus dem Grenziibergange hervorgeht, fiihrt allein zur Maclaurin-
schen Formel. Diese Ausschliesslichkeit findet bei den Fourier'schen
Integralen nicht statt. Aber diese letzteren lehren ein Anderes. Wie
bemerkt, leisten sie das von der geschlossenen Integration direct gelie-
ferte indirect.

In der Gleichung

7 flx) =
f(y) Pl s S
Li W e
b 2{ o u- f e f( e }
3:2 é g?

kann rechts die Reihe als Integral dargestellt werden; dies gibt

J®) S
n f(@) = Lim cos &= (q:y)!'« Y ( + + + Eon mf).

Nun hat man auch
b

Lim cos —— u” E—(Tf-@—]—- dy = nif (@),

also gilt fir die indirecte Rechnung die Formel
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@ a2 S hyol et
1-}—?-}——&5—}—...2)171117"_;?/

iber die Convergenzgrenzen (5)2 = 1 hinaus. Doch ist eine Bedingung

daran gekniipft. Das &= == 1, dessen Umschlagen bei der Reihe im
Punkte y = 0 stattfindet, betrifft hier in gleicher Weise den Punkt
y==. Es ist also die obige Giltigkeitserweiterung eine blos formale
und verbunden in ihrer realen Bedeutung mit einer Sinnesinderung ihrer
Symbole (hier des Symboles & = ==1). Danach kann also das Princip
der formalen Continuitat der analytischen Constructionen ausgedehnt wer-
den auf den Fall der Divergenz der letzteren, aber mit einer Umdeutung
der Symbole Hand in Hand. Mag die methodische Bedeutung dieses er-
weiterten Principes bei seiner schwierigen directen Begriindung in spe-
ciellen Fallen als nur sehr beschrinkt zu betrachten sein: seine Existenz
und principielle Wichtigkeit miissen mit aller Schirfe betont und fest-
gehalten werden. Es bildet das Band zwischen scheinbar heterogenen
Sitzen. Die Analysis kennt ein fundamentales Beispiel der Anwendung
dieses Principes: es ist dies die Umdeutung der Gammafunction fiir
negative Argumente, wihrend ihre formale Definition, wie sie Gauss
gegeben hat, intact bleibt, eine Umdeutung, von welcher vielfach im
Folgenden die Rede sein wird, von welcher unter Anderm schon die un-

bestimmte Integralformel fiir f.z-!‘ e** dz betroffen und ausserdem die

erweiterte Geltung der Formeln O) abhingig gemacht wird.

Wenn die Potenzreihe mit dem Gesetze von Maclaurin mit Recht
als das Resultat des Grenziibergangs der endlichen Reihensumme be-
zeichnet werden kann, so ist dagegen bei zwei andern ideellen Formen der
Entwicklung einer Function die Beziehung zwischen Form und Grenzen-
function auf endliche Grenzen eingeschrinkt und jene Function als das
Aequivalent der unendlichen (unbegrenzten) Form ist nicht das Resultat
der Aufhebung des Grenzbegriffes in der Grenzenfunction. Diese Formen
sind: die periodische Reihe und das Fourier'sche Integral. Man hat auch
fir sie die endliche Summenformel in schirfster Weise als bestimmend
erklirt. Es braucht nicht erst darauf hingewiesen zu werden, dass
mindestens beim Integrale eine solche Begriffsbestimmung die hdchste
Willkiirlichkeit involvirt, indem fiir dieses eine klare uud bestimmte
Definition (Summe aller Differentiale) bereits vorliegt.

Wenn das Fourier’sche Integral und seine Wurzel, die Euler’schen
Integrale ohne reelle Exponentialfunction, die Eigenthiimlichkeit zeigt,
dass die aus der unbestimmten Integration hervorgehende Summe fiir
die aufgehobene Grenze unrichtig wird, so ist der Grund das Nichtver-
schwinden des ergiinzenden Aggregates der unbestimmten Integralformel

Lz'm[oo a()+91 d, -+ ..J:le(g .n), g:O, ni= 09,
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Dass diese Formel nur in Ausnahmsfillen fiir unendliche Grenzen
richtig bleibt, kann schon aus der Unmdglichkeit einer speciellen Dis-
cussion jenes Aggregates geschlossen werden.

Was nun die periodischen Reihen anbelangt, so wird es Aufgabe
der nachfolgenden Untersuchung sein, den Satz von der Irrelevanz der
endlichen Summenformel fiir sie zu erweisen. Die Erzwingung der ihnen
aquivalenten Function mittelst des vollkommen unbestimmbaren (nichts-
sagenden) Symboles sin u#, uw — oo, ist schon darum ungentigend,
weil die Integration einer wihrend dieser Integration unaufgehobenen
Unbestimmtheit, nur wieder Unbestimmtes, niemals Bestimmtes liefern
kann. Die geliufige Theorie gelangt wie bei den Fourier’schen Integralen
zu ibren (nicht vollig pricisen) Ergebnissen durch Aufhebung entgegen-
gesetzter logischer Fehler, Einfihrung und Elimination des unbestimmten
Symbols.

Wir anticipiren den Gang der folgenden Darstellung in kurzem
dahin, dass an einem speciellen Beispiele die Convergenz einer scheinbar
divergenten periodischen Reihe auf mehrfache Weise dargethan, hieraus
die widersprechende Natur einer im Unendlichen die Continuitit ihres
Gesetzes wahrenden Reihe tiberhaupt und die Nothwendigkeit ihrer Cor-
rection zum richtig construirten analytischen Begriffe gefolgert und endlich
jede Transformation zugelassen wird, die das Gesetz der endlichen Ent-
wicklung nicht alterirt. Die Reihen mogen kurz mit R, und Ry s,
ihre Coefficienten mit A4, und B, bezeichnet werden; zufolge der be-
kannten Definitionen dieser Coefficienten konnen die Reihen als bestimmte
Integrale dargestellt werden und zwar ist \

™

Reosa = (f(y) [% + cosa cosy + cos2wxcos2y 4 . . .]d_y
0

T
Riii :fj(y) [sinasiny + sin2axsin2y + ...]dy.,
0

Die eingeklammerten Reihen rechter Hand divergiren, gleichwohl
wird verlangt, dass durch ihre Integration eine endliche Summe erzeugt
werde. Dies letztere ist unmoglich, was zur Geniige aus den nachfol-
genden Betrachtungen erhellt; hier wiederholt mige blos bemerkt werden,
dass eine im Unendlichen vollzogene Integration keine Entscheidung herbei-
fithren kann.

Die Elimination widersprechender Divergenzen kann nun nur durch
Angabe einer bestimmten endlichen Summenformel bewerkstelligt werden;
man wird die Summirung als richtige anzusehen haben, wenn die in-
ductive Integration der (scheinbar) divergenten Reihe auf eine Conver-
genz fithrt, die — bekannten Formeln gemiss — mit dem Integrale der
Summe ibereinstimmt. Zur Summirung der Reihen
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{ 4 cosxcosy + cos2xcos2y + ... amf,, . . . 23)

sinxsiny +sin2zxsin2y 4 ... inf
darf also nicht in der betreffenden endlichen Summenformel der Grenz-
iibergang fiir unendlich wachsende n beniitzt werden, denn dadurch er-
hilt man eine unbestimmte (divergente) Formel und dann ist die Zu-
sammenfassung der periodischen Reihen in ein einziges Integral unzu-
lassig: sondern es muss die betreffende unendliche (von der endlichen
Reihe ganz und gar unabhingige) Reihe ohne weiteres ins Auge gefasst
- werden. Und es kann jetzt die Lehre von den periodischen Reihen ge-
radezu beniitzt werden, um den Beweis der Convergenz der im Unend-
lichen discontinuirlichen Reihen 23) zu fiihren. Die Coefficienten dieser

Reihen sind

T
2
G003 ny:;fZ,, cosnzde,
0

T
4 2 .
by =stnny = — | Zy sinnzdz;
g
‘ 0

man erkennt auf der Stelle, dass fiir Z, und Z, die zwischen O und =
stetigen und endlichen Functionen von 2z
Za_—-fcosuycoszudu:O, L SR 24)

0
o

Zy :fsin uysmzudu =20
0
einzutreten haben, weil hiermit die Fourier’schen Integrale
N 1

2
;'—J.cos wy dufcos Uz cosnzdz = cosny = Gn,

® £
—;Jsin uy dufsz'n uzsinnzde=snny = by
0 0
die verlangten Coefficientenwerthe liefern.

Die Reihen 23) sind sonach nicht unbestimmt, sondern verschwin-
den, vorausgesetzt, dass weder z noch y. das Intervall O bis = iiber-
schreiten — die Summenformeln 24) sind ebenso wie 23), wie es sein
muss, beziiglich « und y symmetrisch. — Das benutzte bequeme Mittel
der Summirung der Reihen 23) erlangt aber erst Beweiskraft, wenn
durch die Integration der Formeln
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3 4+ cosa cosy + cos 2x.c08 2y +.. - :fcosu:r cosuy du,
0

o

sinx siny + sin 2@ sin 2y + ... :fsinuac sinuy du,
0

awischen O und =z eine bekannte Identitit erzielt wird. Integriren wir

. T .
zuerst zwischen O und 3 etwa nach y, so erhalten wir

b4 cos 3 cos 5 X 95
= > e e el o T S NS LA B TS B 5)
7 + cos x 3 + 5 )

~ T

2
w k14
chos uwfcosuydy: 5+ wenn O=rarT
0 0

k14
=0, Wenlis s w i .

Ebenso ist
sinz + 24 sin 22 + § sin 3x 4 2y sindzx + ... PR
—sine + Lsin3x + Lsinbe 4 ...

sin 6 x sim 10 &
—

sin2x
+ 7“'_1_“'" + 3 + 5

2
:J‘sinuwfsinuydy:%, wenn 0<m<12"—,
0 0
mw

=0, wem o <r <=

Und eine ahnliche Unterscheidung wird bei der Integration von 32”- bis =
den gewiinschten Erfolg nach sich ziehen.

Wenn hiermit einestheils die Moglichkeit dargethan ist, die For-
meln der periodischen Reihen unter ihren natiirlichen Bedingungen und
mit den gewdhnlichen Beschrinkungen abzuleiten, womit wir uns nicht
weiter befassen, so eroffnet sich auf der andern Seite die Perspective,
die Coefficienten A4, und B, zu den allgemeineren Definitionen

b b
g- A — ff(.'z:) cos nz dx, g = jf(w) sin nx dx

zu erweitern. Auch jetzt miissen die periodischen Reihen als mit Fou-
rier'schen Integralen identisch sich herausstellen. Die Frage ist nur,
welche Integrale an die Stelle der Reihen 23) gesetzt werden mfissen.
Fine weitere Integration von 23) und 24) nach y iber = hinaus zeigh
die Beschriinkung der Summen 24) auf das Intervall O bis z. Eine
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leichte Ueberlegung, die Abfolge der verschiedenen Werthe =7, =

und O bei gleichzeitig wachsenden x und y in 25) und 26) betreffend,

fihrt auf das folgende Schema von Argumenten, die fir £ und 7 in

fcos u cos un dw und fsin uwk sin wn du einzutreten haben, wenn x
0

und y die mithezeichneten Intervalle durchlaufen.

} Interv. | Argum. Argumente &, Intervalle y

il m b

| | O—r, m-B5, Jaw-0% Suwadh, du-bE..
0—a= Y [ x, 2% — xz, 2% + =, dg—a, 4x+tx,...
x—2x2x—y —z, —2x+7z, 2% —2, T in—g, ...

|
i2n——3n 2n 4+ y x, 6w —ax, 27+ x, 8w —ux, 4n-ta,...
l31r——4.11: 4z —y|—=z, —6x+2, 2x—2x, —4n+ta, dx—z,...

;4::—57; 4z+y| =z 10m—2z, 242, 127n—z, 4nt2,...

|

Dieses Schema gilt ebenso gut fiir die Cosinus- als fir die Sinus-
reihe, wenn nur die Summe der letzteren, so oft das Argument § als
Differenz erscheint, mit negativem Zeichen versehen wird und die Argu-
mente — 2km + x, welche im Schema blos der Gesetzmissigkeit halber
als negativ aufgefiihrt sind, in 2km — = verwandelt werden. Man kann
die Werthe leicht so umsetzen, dass die Intervalle y constant bleiben
und die Intervalle x gleichzeitig mit den Argumenten  wechseln; das
resultirende Schema ist dasselbe, wie wenn blos im urspriinglichen
Schema z und y vertauscht wilrden. Damit ist die Symmetrie zwischen
y und 2 gewahrt.

Geht man mit den verschiedenen Summen 23) in die Formel fiir

die periodischen Reihen, so entsteht das folgende Schema von Fune-

tionen f.

Intervalle y

F(d), + f@r—2a), [f(2m+ ), +* fdr—a), [féz42),...

+ f@r—1x), f(z), + fdn—zx), [f@m+ 2), £ fbr—2)...
f(.l*—-?!t), if(4=7':"'-7f)7 f(’l‘), if(GE—-l‘), f(275+1))'
+ fdn~—2), fla-—2n), £ flbx—=z), fl2), =+ f(8x—=x), ...

fla—4n), £ f6x —=), flx—2x), X fBrx—z), flo)

27)
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Die negativen Zeichen beziehen sich hierin auf die Sinusreihe. Die
Diagonalwerthe sind constant. Das vorstehende Schema lost die Aufgabe,
die Summe der periodischen Reihen R, und R, anzugeben, wenn

b b
5 Au= [f@) cosny dy, G Bu= [f(y) sinny dy,-

jetzt nicht blos in dem Falle als @ und & vielfache von =, oder O und
oo, auch in dem allgemeineren Falle, wo a« und & vollig beliebig posi-
tiv, und iberdies x den Spielraum eines willkiirlichen Intervalles Az bis
(h + 1) = hat. Es ist, der Theorie der Fourier’schen Integrale ent-
sprechend, fiir R.s, und Ry, ., wenn z das bezeichnete Intervall durch-
lauft, in der (k + 1)sten Zeile des Schema’s die Summe aller Functionen
zu setzen, welche innerhalb des Intervalles @ bis b von y im Schema
aufgefithrt sind. Erreicht x die Grenzen eines Intervalles, so verschwindet
die Sinusreihe, wahrend die Cosinusreihe ungeéndert bleibt. Dieses iiber-
raschende Resultat erklirt sich, wenn man bedenkt, dass die Summen
der Reihen 23) fir x = =, 2x ... ihre Giiltigkeit verlieren, obwohl die
von den Grenzgebieten gelieferten Argumente & fiir jene Werthe iiber-

einstimmen. Man setze y = x und integrire die Formel
o3

¥ — cosy + cos2y — ... = fcosun cosuy du
0

von % bis w; man erhalt links rechts % und hat demnach fiir den

21
Grenzfall x = = die Summe zu verdoppeln; auf x — O findet dieselbe
Verdoppelung keine Anwendung. Das gleiche gilt fir z = 2=, 3= etc.
Auch fiir die Sinusreihe muss eine Correction eintreten, welche in
der Differenz der ndmlichen Integrale, d. h. in einem Verschwinden der
Reihe besteht, das der Limitenbestimmung im Fourier’schen Integrale
sich entzieht.
: Hiermit erscheinen die abweichenden Ausnahmsfille und die Conti-
nuitit des Functionenschemas gerechtfertigt. Es gibt Fille, in welchen
die Reihen R, und Ry, verschwinden. Bei beliebigen a und b kommt
man auf folgende drei Gattungen Fourier’scher Integrale

s &+
fcosu £ du Jf(y)cosun dn,
0 hn +a

e k+1)x%—B
fcosu Edu J’f(y) cos um dn,
0 ko

oo (m + H)n—p
fcosu £ du ff(y) cosun dy.

0 mmw 4 o
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Diese Integrale sind g f (&) nur unter den Bedingungen

a<t—hr<m,0>t—kx<=z—§,
e <<bE—mr<<mw—f
gleichzusetzen.

Es ist nicht die Aufgabe dieser Ausfihrungen den Nutzen, welchen
eine Erweiterung der Theorie der periodischen Reihen fiir die Anwendung
hat, kenntlich zu machen, indem wir die Aufhebung des Satzes: ,eine
Function konne auf eine einzige Art in Potenzreiben entwickelt werden®
an Beispielen durchfiihren; auch spiter werden wir uns auf rein theo-
retische Betrachtungen beschrinken. Indessen als eine Arf Bestitigung
moge, seiner Anschaulichkeit wegen, der Fall f(z) = 1 hier folgen, wobei
a und b innerhalb O und = gelegen gedacht werden sollen. Man hat

s — %@—bgﬂ—u cosw + %2—1); SUk I e Dioitipdndls
=}(@=—b+a),
B, iloos ale by, i 00 B0 3 gostlands
-

Reys, und Ry, . sind aber Aggregate von je 4 Sinusreihen 2(“":”),
woriny =b+a,b—x, —(a+a), —(@a—zx)umd y =z +4a, x — q,
— (2 + b), — (¢ —b); da nun hievon beziiglich a — x und = — b
negativ sind, so combiniren sich die vier Sinusreihen alsbald zu den
obigen Summen. Fir # << a oder > b verschwinden die Reihen.

Wir beschiftigen uns nun mit einer andern Gattung periodischer
Reihen, ohne fiir diese andere Elemente in Anspruch zu nehmen als die
bisher betrachteten.

Es sind die Reihen

Seosz = By cosz + By cos2x + By eos3a+ ...,
Ssine = A1 sinx + Aysin2x + Assinda 4+ ...

Die Methode, zu ihren Summen zu gelangen, ist von der Methode
der Summirung von R, und Ry, nicht verschieden. Nur treten andere
Normalreihen in S auf — die Reihen

siny cosx + sin 2y cos2x + sin 3y cos3x +... in inf., 28)
cosy sinx + cos 2y sin 2x 4 cos 3y sin3x 4. .. in inf.,
die sich im Grunde auf eine reduciren.

Die Subsumtion der Reihen Scss und Sy, unter ein Integral-
zeichen ist — allgemein ausgedriickt — widersprechend. Sie fiihrt daher
auch auf das widersprechende Resultat einer divergenten Reihe, welche
corrigirt werden muss, um den Fehler zu beheben. Aber man hitte gleich
anfangs sagen konnen: Eine unendliche periodische Reihe involvirt einen
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Widerspruch; denn die Continuitdt der Operationen, welche sie anzeigt,
hort im Unendlichen auf; diese Operationen verlieren im Unendlichen
jeden Sinn. Die Correction der Reihe sei nun nothwendig oder nicht —
hieriiber kann im vorhinein nicht entschieden werden — jedenfalls deutet
die periodische Reihe auf eine Function ihres Arguments, welcher sie
dquivalent sein muss, da diese Function das apriorische, die Quelle der
Reihe und ihres Gesetzes ist. Um diese Function in Besitz zu nehmen
und die Bedingungen aufzufinden, unter welchen sie vermag sich in das
Gewand der periodischen Reihe zu hiillen, konnen mit der Reihe alle
Operationen vorgenommen werden, die nur im Unendlichen zu gelten auf-
horen, da die Correction der entspringenden Formen eine eindeutige ist
und das Gesetz der endlichen Entwicklung nicht alterirt wird. Welches
sind nun die Ausdriicke, welche den unendlichen, corrigirten Reihen 28)
entsprechen? Man gelangt zu ihnen auf doppeltem Wege.

Die Reihe
7 siny cosw + sin2y cos2x 4 sin3y cos3a 4 ...

moge in die Sumime der Reihen

Wsin(y +2a)+sin2(y+a)+sin3(y+a) + .. 4.

Lisin(y—a) +sin2(y—x) +sin3(y—a) + .. 5
zerlegt werden, welche in der allgemeinen Form

t{sinz +sn2z+sin3z4+...} . . . . 29

enthalten sind. Das Integral dieser Reihe, zwischen a und b genommen, ist

y fcosa— cosh cos 2@ — cos 2 b cos 8a — cos 3D 1
¥ e Tady b g

und hat die bekannte Summe 1 7 sin? %—-— 1 1 sin? % Diese Summe
ist beziiglich- @ und b an keine Bedingungen gebunden. Der Ausdruck

11sin? £ b gibt differenzirt die Cotangente von g dividirt durch 4,

welche demnach an die Stelle der Reihe 29) treten muss, so dass man
bedingunglos hat

sinz +sin2z+4sm3z+ ... =7}cot 3.

. s . s s
Ein Zweifel kann hier nur dann entstehen, wenn } s’ o diver-

girt. Dies findet statt fiir b = 2k =, wofiir die Reihe 29) verschwindet.
Es ist dieses Resultat der sinnfillige Ausdruck des Grundsatzes, dass
Divergenzen keine Rechnungsoperationen zulassen. Von der Reihe 29)
aus zeigh sich nun das Problem der Reihen

Scosz und Ssinz
als gelost; es bestehen die Formeln
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J’ cot y-ifT +cot ¥ .
Bt — f (y) ’”‘_":“”‘-Z S e g (ly = . e e 4 30)

a b .
J-f( )cos;@u?@ dy, Bu _ff(y) sinny dy,

b
Sires — 7J.f(y bosy%jxcosx dZ/a An:ff(y) cos ny dg,

welche nur fir 2 = « oder — b Divergenzen anzeigen, fiir alle andern
2 in allen Fillen, wo nicht # (2) unendlich gross wird, endliche Werthe
behalten. Auf die Theorie dieser discontinuirlichen Integrale ist hier
nicht der Ort einzugehen; es geniige der Hinweis, dass sie mit der
exacten Theorie der periodischen Reihen im Einklang steht, s. iibrigens
auch weiter unten. !

In der vorstehenden Form sind die Integrale oft schwer zu be-
stimmen. Wir wenden uns daher zu einer zweiten Darstellung der Reihen
Seosz und Sinz, indem wir fiir 28) die Sitze der periodischen Reihen-
lehre in Anspruch nehmen.

Die Coefficienten sin my, cosny sind unbegrenzten Fourier’schen
Integralen aequivalent. Und zwar hat man die Bestimmungen

(s8] o

. T .
sinuy du | cos uz cos nx dx = 5 sinny,
0

2
0
o x
2 . T
cosuydu | simuz sinnede =5 cosny,
0 0

welche besagen, dass simmtliche, unendlich viele Functionswerthe einer
Zeile des Schemas 27) statt

(4] (o]

fsz'n wy cosu§ du, fcos uy stinug du
0 0

zu wihlen und ihre Summe den Reihen 28) gleichzusetzen ist, zweitens,
dass alle diese Summen identisch, und in Bezug auf y und z sym-
metrisch sind: so dass damit gleichfalls die bedingungslose Geltung der
Summenformeln 30) dargethan ist. Wir haben demzufolge die Gleichungen

siny cosx + sin2y cos 2x + sin 3y cos3x + ...

= fcos ux sinuy du +fcos @2m—x)usinuydu
0 0

—}-fcos Q2w+ x)u sinuydu-{—fcos (4n — @) usinuy du
0 0
+ ...



65

Al i 4 = o
_%{y+x+y—w+?/+2n—w+y—-2n+w+y+2n+w
1 1 1
+ Yy —2w—x +y+4n—x +y——4n+x

+...},
cosy sima + cos2y sin2x + cos 3y sin3x + ...

(8 o)

= fsin zu cosuy du — fsin 27 — a)wcosuy du

0 0

-+ fsin 2n + a)ucosuy du—fsz’n 4m—z)ucosuy du
0 0

_1I 1 _,14..__ ) % 1 il
2Nyt gl gt y+2n-—m+y-——2m+x+y+2n+m
1 1 + 1
R oy e e ey Yy —An+ @
+}

Die Vergleichung dieser Ergebnisse mit 30) lisst sogleich die be-
kannte Identitdt entspringen

1 z 2 ;

2? sl T e (2”)2_22 ——(3715)2—,22 — ARty
.00 < Zi=s = 00,

und leitet so auf die Umformung der Integrale 30); man hat

b
) yr@y -
o == y—,_E_T d]/ + f gt (27:__‘7;)—2 dy e A e 7 31)

¥ cotz =

a

yJS () v/ ()
[t o fﬂ e

wr — 2 ¥ (74%)?—&/

a

Sbm x =

b b
S) 27 — 2) f()
x f(y) dJ b4 4

(@ + 2m)? — (= wpi-syE

uel [_ij- z) f(u) - dy - Um — ) f(y) 7

a

- i

ohne weitere Bedingungen.
Beispielsweise sei in 30) f(y) = 1; es gelten dann die Formeln

cos @ — cos b €0S 20 — ¢os 2b cos 3a — cos 3b
e cos:t-}———~2 —= 008 2 i =y g8 S i

[cos'b—-cosacl

leosa —cosa | ?
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sin y sin & A sin 2y sin 22 it sin 3y sin 3x

1 2 3 g

=ill{1—c°s(?/_ii)}2
4 cosy —cosx J

wobei die Wahl der Zeichen gleichgiltig ist. Es fragt sich aber, bei
der Convergenz aller periodischen Reihen, welches der Werth der Summe

cosycosm+cos2y cos 2 cos 3y cos 3x

1 2 55 3 e

fir sich sei, d. h. welcher von y und z unabhiingige Summand dem
Ausdruck — 4 7 {cos y — cos a'}* beizufiigen ist. Um hieriiber zu ent-

scheiden, nehme man 2 = 0; die Reihe X ~w;ﬂ’ hat dann eine bekannte

Y

Summe, — 12 — 1 sin? 5 Welche von — 37 (1—cosy)? =

e ;}l(4 sint -‘g—) blos um — } 72 verschieden ist. Also hat man

€O8 y €COS & cos 2y cos 2x cos 3y cos 3x
1 + 9 _}_ 3 1‘
2

——§l2——;’,l{cosy — cos a .
Ausserdem bemerke man die Entwicklung

p 2
cosycosx | cos3ycosBx |, cosby cosbx 4 7 fcosy - cos a,)
1 o3 3 T G +"‘_§Z(cosy—cosx J
welche aus den vorigen Formeln gemeinschaftlich hervorgeht, sowie
Sy sin & sim 8y sin 3@
s + ...

i ol b

:+Lz{tan4yi"” (C"s-'/'*‘“’”)?l.
Sl 2° " \cosy —cosz) |

Nimmt man jetzt weiter die Formeln 31) zu Hilfe, so erfihrt
man leicht, dass die rechts stehenden Functionen von cos und sin un-
endlichen Producten fquivalent sind; speciell nimlich ergibt sich

cosb—cosme V2 —a? b2—(2m—2)? B2—(2m+a)?

cosa—cosx al—ax? ' a?— (2w - x)? " a?— (2mtxw)? 7!

(L—cos(b;l;@f__[b-{—x b—2nx4+ax bL+2m+4x ]¥3

c0s b — cos x T Lb—=z " b+2z—2x " b—2n—2a ' ¢
und es hat weiter keine Schwierigkeit, neue Bestitigungen dieser Ent-
wicklungen dadurch zu gewinnen, dass man sie auf die bekannten, un-
bedingt geltenden Sinus- und Cosinusproducte reducirt.

Wir haben im Vorhergehenden versucht die Reihen S in Reihen
B umzuformen. Zu diesem Zwecke stellten wir die Integrale B, und
A,, welche nach sinny und cosny fortlaufen, als Integrale A‘, und
B’, dar, deren Grenzen beziiglich » nicht mehr ¢ und b, sondern O und
oo waren, entsprechend der unbedingten Geltung der Reihen S. - Selbst-
verstindlich erbielten wir so fiir die Summen 30) Aggregate 31) von
Functionen = F (2k=n % «). Es fragt sich nun, ob diese Darstellung

sin By sim b
5
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von S unter der Form R die einzig mogliche ist und da zeigt es sich
bald, dass noch eine Darstellung existirt, welche indessen nur fir eine
gewisse Specialisirung der Grenzen « und b giltig ist, und dass damit
die Transformatign der Integrale B und A abgeschlossen ist. Wir meinen
den Fall, wo ¢ und b ganze Vielfache von = sind. Sei a =0, b = =;
die Sache wird mittelst dieser Voraussetzungen am leichtesten klar. Die
Summen 30) haben die Eigenschaft fiir alle Substitutionen 2 %k = == « fiir
a den anfinglichen absoluten Werth beizubehalten; sie reprisentiren in
dieser Hinsicht genau das Schema der Functionen 26), das fiir Reihen
R mit begrenzten Intervallen aufgestellt wurde. Man tiberzeugt sich von
der Allgemeinheit dieser Bemerkung auch leicht, indem man die Summen
30) als Functionen f in A‘ und B’ einfiihrt' und bei verinderten Grenzen
so transformirt, dass die neuen Reihen R die ndmlichen Ausdriicke 30)
erzeugen; die transformirten Integrale 4’ und B’ erweisen sich nimlich
unter allen Umstdnden mit den von O und = begrenzten identisch.
Hieraus folgt also auch die Identitdt dieser einfachsten Integrale A’ und
B’ mit B und 4, d. h. man hat die Formeln

T T T
) 2 sinz2f (2
ff(y) snnydy = —. %J‘COS "ydyf—*co;:—go)sz dz,
0 0 0
k4 T k(2

; S - e

ff(y) cosnydy =~ . %fszn ny dg/f R d
0 0 0

Bei der Willkiirlichkeit des  muss man nun weiter auf die Be-

ziehungen schliessen

T

. sin y cos n &
TSMNY = | —F———
Y fcosx—cosydw’
0

k(4

SN &, Sin m X G
T COSNY = ——da, n= ;
Y jcosy——cosx i 1, 2, i inf.,

in welchen ein Pfeiler der ganzen Theorie der periodischen Reihen er-
kannt werden muss. Es fillt in die Augen, dass sie auf eine nicht ver-
einzelt stehende Art die bekannten Integralbestimmungen

T

T
oSN T SN Y Sin T St m T =
fl i dez und f o e e dx erginzen; bedeutender aber
0 0 :

ist jedenfalls der Umstand, dass cos un dsin vielfacher Winkel neben
den Darstellungen durch divergente und econtinuirliche Integrale auch
unter den Formen zweier sogenannter discontinuirlicher Integrale er-
scheinen, die in gewisser Hinsicht vertretbar sind.

5*
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Diese Formeln losen nun auf der Stelle ein bisher unbeachtet und
unbeantwortet gebliebenes Problem, nimlich

,alle Reihen R, deren Coefficienten beliebige Grenzen enthalten,
auf Reihen mit zwischen O und # genommenen Grenzen zu reduciren.”

Dass eine solche Reduction existirt, zeigt der Fall, wo 4 und B
unbegrenzt sind. Man gelangt nun auf diesem Wege zu Summationen .
fir R, welche durch bestimmte Integrale gegeben sind; was moch wich-
tiger ist, es entspringen hierbei Darstellungen einer willkiirlichen Func-
tion f durch beliebige discontinuirliche Integrale. Die Formeln bleiben
dfeselben, wenn man bei einer blossen Reduction von R auf S stehen
bleibt; diese ist nun auf eine doppelte Weise ausfihrbar. Bei der Leichtig-
keit des Gedankenganges folgen hier blos die Resultate.
1. Integrale fir die Reihen R

7 b

At em Y (z) sy
Bews s = dey fd COSZ — CoSY ~ COST — COSY
0 a

2 yfz mtl
=2 fay faa L5 M
T l/-—~ cos & — cosy’

/7 b .
1 sin 2 f(2) sin
Rsiw o, — f}'{’z'fdy dz ——— ( = [ e L

cosy — CosZ " €OSY — COS T

o~
2 2 (2 sin
i B
e 2t —y? ' cosy—cosx
0 a

2. Integrale, einer Function f aequivalent
o G rrewmf ~)sw1r
f(m f fdJ dz (cos Y — COS 2) (COS Y — COS )
e shaysrie) .
S j fd‘y dz (cos & — cos y) (cos & — oS y)
@0
2f(2) sin
5 J.dzfdj — 2 " cosy—cosx

0 0
—fdzfd J&)  simy
b Al cosL—cosJ

(a0}
= fasfdy ot el fdz jdy _y__siny fO)
g a?— y? Cco8 Y — COS & - 5 Y~ 0% €C0S Z — COS Y

o
i LG 22/
- 2! de dz (W —24) (1 (J‘.__,T2) QJ ,“d!/ dz (2 —22) (Y —a2)

Vg
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Mit der Summirung der Reihen Rioss, Rsmwy Seoss und Sgm, ist
die Analogie derselben mit den Fourier’ schen Integralen bis auf Einen
Punkt erschopft. Dieser betrifft die Darstellung der Reciprocitit der in
beiden vorkommenden Argumente 2 und y. Er fihrt in der bisherigen
Gestalt der Theorie auf den Parseval’schen Lehrsatz und beschrinkt
sich auf die Reihen R; die erweiterte Betrachtung, wie sie im Vorher-
gehenden durchgefiihrt ist, hat die Liicke auszufiillen, was nur moglich
ist, wenn die Reihen R und S auf ihre Wurzeln, die Fourier’schen
Integrale und ihre Analogien zurickgefiihrt werden. Wir erinnern zu
diesem Zwecke an die Summen, welche fir 23) und 28) abgeleitet wer-
den konnten und an das Schema der fiur 23) speciell geltenden Argu-
mente £ und 7.

Es liege nun o zwischen 2z und (2 + 1) =, b zwischen kx und
(k 4+ 1)=, und zwar sei

@g==hnw + o, b=l L3
wir multipliciren jetzt die vorstehenden Formeln mit einer willkiirlichen
Function ¢(«) und integriren sie wieder von @ bis b; da in diesem
Falle die Integrationsbuchstaben linker Hand vertauscht werden diirfen,
so wird man eine Bestitigung der zu Grunde gelegten Reihensummen
darin erblicken, wenn rechts das zu gewinnende Resultat die gleiche
Symmetrie beziiglich f und ¢ zeigt. Der Spielraum fiir « und y soll,
wie bemerkt, der gleiche sein; dies hat die Bedeutung, dass aus.dem
Schema der Argumente § und # ein beliebiges Quadrat herausgehoben
werden muss, dessen Diagonale mit der Diagonale des Schemas zu-
sammenfillt. Lisst man alle in Betracht zu ziehende Fourier’scher Inte-

grale vorliufig durch das Zeichen f vertreten sein, so sind tberhaupt

die folgenden Operationen auszufiihren :

b
fleL‘US. sinx @ (m) dx —=

(h+1)n (h+1)m Eh—}—l)n km (h+1)m kx-p :
- ] et el

hn+o hrn+ o hn + « (h«}—])n hmw 4o knm

km (h + 1m) kw Lk k= kw8
4 if [ + ] oy

(/L+1)7l 7z7z+oz h+ D= (/z+1)7z th+1)m k=

kn+B (h+1=m kw8 lk= kx4 kx4 8
e ]

kx hm 4+« kw (h+1)= ko km

Jedes dieser neun Integrale erfordert eine besondere Beachtung.
Fiir die drei ersten sind die Argumente der % - 1sten Zeile des Schemas,
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welche das Intervall @ bis b betreffen, fiir die zweite Zeile ebenso die
Argumente der % - 2ten bis kten Zeile und fiir die dritte Reihe dle
der % -+ 1sten Zeile in Anspruch zu nehmen.
Wir beschéftigen uns zuerst mit dem Kernintegral
kx k=

-+ (h+ D=
fir welches vorliufig allein das Schema 27) der Functionen f sofort in
Anwendung gebracht werden kann. Es ist dieses Integral hiernachiden-
tisch mit folgender Summe

h+ 1= h+ )= (h + )=
[r@o@ie= [f@hn—2)p @) da + [£@n +2) p@) da
hm hr ' hm
¢+ )=
iff@—k—_&—_?ﬂ-—.z)q;(a:)dx
hr
4 %5
(h—42)= h+2)m (b4 2)=
+ [f@hr—2) g @ do + [f@) o dek [fRET2r—D9@da
(h+1)nm (h+ )=z h+41)=
(h+2)z
+ff(271:+w)tp(l')dx:t....—}—...,
B 1y

in welcher h durch A — 1 ersetzt ist. Die letzte Colonne und die letzte
Zeile der Doppelsumme lisst, wie leicht zu sehen, zwei Bestimmungen
zu; entweder ist das Anfangsglied der letzten Zeile ein Glied steigender
oder fallender Diagonale. Im ersten Falle lautet die letzte Zeile

(M =k+h, "=k —h—2

k= kn
:i:ff(k’ g O 2) @ (z)dx + ff(z — k' — 47 @(z) da
k—1)m k— 1=
kx kn
i:ff(k’m: — ) p@) dx + ff(m — k" —6mx) pa)dz ...,
(k—1)m k—1) =
die letzte Colonne
(h+ 1)z (h+2)n
iff(mﬂ — z)p(a) dx + ff(lé,,Tz;n + 2) 9(2) da
h = 41

(h+ 3) 7

_—*_—ff(k’;n: —a)p@)dx 4+ ... 4+ fj (@) wka) dx;
h+2)x *k— 1w
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im andern Falle, % — & ungerade, hat man als letzte Zeile und Colonne

kn kw
+J-f(-—7c’——1n: + z) p(a) dwiff(lp—:?—m——m) p(z) dx
'S k—1)x
kx (k=
—|-ff(1'—k‘——37z) o(x) dxi‘ff(k"—ln— 2)p(x)de + ...,
*—1) = (b - Dz
(h+ 1= (h+2)=
+ff(1r+k’-—1n) o () dx:*:ff(k” — 3z —a) ¢p(x)da
hm 4+ 1=
(h+3)m knm
—}—ff(k‘ —3z 4+ 2)p(x)dx+ ... + ff(w)q)(x) das
(h+ 2)m k— 1=

Ueberhaupt kann kein einziges Doppelintegral verschwinden, weil
der Spielraum der Argumente & und % bei allen derselbe ist; dass
als Grenzen die vorstehend verzeichneten zu wahlen sind, versteht sich
von selbst. Es bleiben nur zwei Fragen noch zu beantworten iibrig; es

kx k=
ist die Symmetrie des soeben analysirten Infegrales f f beziiglich ¢
he h=m

und f nachzuweisen, sodann muss die Erginzung dieses Integrales durch
die Randintegrale von 32), resp. die Continuitit des Integrales mit dem
vervollstindigten dargestellt werden. Jene Symmetrie erhellt aus der
folgenden Schreibweise des Integrales, in welcher die Ordnung der Glieder
beibehalten ist:

(h+1)mw (h+2) m (h+3)m
ff(x) 9(2) dx ifﬂw) 9(@hn — z) dx +ff(x) o(z—27) dz
h h+1)= (h+2)m
44
iff(m)q) @Ch+2x—2)dx + ...
(h+43) = j
(h+2)x (h4-2)m (h+3)m
:tjf(?hn—ar)q;(a') da —{—ff(ar)(p(a‘)dm:l:ff(.r)q;(f?h—-{—f%n——w) dx
(h+1)nm 1= (h+2)m
(ht+4)m

+ [f@ o —2mda ...
(h+3)=
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(h+3) = (hF3)% (h+3)mw
+ff(x-27;)qp(x)dxij(p(x)f(zh+2n_w)d;r+ff(a;)qu(x) dae
h+2)= (h-2) = (h+2)=
(h+4) 7
i:ff(q)q)(?h—}—étn——w) R
(h+3)m
(h+4) = L%
:*:ff(fh—i—?at——x)cp(x)da:—}—ff(x-——?rt)(p(.r)dx
(h43)7 (h+3) =
(h+4)=m (h+4)
fr_ff(2h+4n—x)q)(x)dx —{—ff(a‘)(p(x) o

(A+3)= (h+3)m

oder aus der folgenden, in welcher die Diagonalreihen zu Integralen ver-
einigt sind

km km

f f@) gy da + f [f(x — 27) 9(2) + 9(x —2x) f(@)] da

hm (h+2)=

ko
=+ f[f(l —4m)pa) + p(r —4n) f(@)]dx + ...
B+
(h+2) = (h--4) =
if[f(?hn—az)(p(x) + @2hmw —ax) f(z)] dm:‘:f[f(?h—’;—gn—x)(p(m)
(h+1)= (h42) =
-+ M?”ﬁ?@n —a)f (1')] hin
(h+6)m
if[f(?h—}-élm——-x)q)(x)+q)(2h+4n—1-)f(x}]dxi...
(h=3)
(k—2) = k—1)m
if[f(?iki—-ﬁQﬂ—w)tp(J,) ij[f(?krt-—x)(p(w)
(k—4) = (k—2)

+ 92k —2x — z) f(2)] dx + o2k — z) f(z)] da.
In dieser letzten Gestalt zeigt das Integral deutlich, in welcher
Weise es durch die Randintegrale 32) zu erginzen ist. Denn vermin-
dert man vorerst 2 und erhoht & um den Werth von =, so geht das
Integral in
(k+1)m (k4 1)= (/J+l)m
e
“h—=1)m h+)z (h+3)m



(h+1)m (h~+3)= (k—1)= ko
o & 5 . gl o

hn (h+1)= k—-3)m k—1)m

iiber und hieraus folgt, dass, um die Continuitit des Ueberganges auf
diesen extremen Fall zu sichern, bei Verminderung des %~ um den Bruch-
theil «m, dagegen Vermehrung von & um g, nur folgende Determina-
tion zulissig bleibt:

(k+B)m (k+p) = (k+p) =

+ +f + o
(h—a)m h+2—a)n (h+4—o)n
hr (h+1)z (k~+p)m (k-4 p) =
=+ = - e SRR o=

(h—o)n (h—a)m : kF—1m kn

Setzt man nun (h—«)x=a, (k-4 B)mw=>~, so hat man das Endresultat:
b

chos, sinz @ (.1) (s
a

b b
ff(z) () dz 4 {[f(z—-?m) ¢ () + o(z—21) f@)]d:

a+2n
b
—i—f[f(z—éln) () + 9 (e —4m) fO] dz + ...
i a4 .(h_;_ Y

+ [[f@hn—2) 9@ + p@hn—2) fi2) dek ([ @R T 22 —2) 9

; + 9o(@h+2x —2) fo)]dz == . ..

if[f@k——d:r—-z) o(2) + zp(2k—2n—z)f(z):| dz

(k—1)m
b

+ [[f@hn—2) 9 () + F@) p@kn —2)] dz.
kxn

Es liegen in der Symmetrie der Functionen f und ¢, sowie in dem
klaren Gesetze des Grenzenganges wohl geniigende Biirgschaften der Rich-
tigkeit der gewonnenen Formel; gleichwohl mdgen zu einer gewissen
demonstratio ad oculos noch aus 32) die Randintegrale

h kz—+p ke+p hn
f { und f | (1 A 188)
-0 o kn hn—ua '

niher gepriift werden.
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Gehen wir auf die Tafel der Argumente & und % zurlick und sub-
stituiren die betreffenden speciellen Werthe in die Fourier’schen Inte-
grale, so kommen folgende Fille fiir das erste jemer Randintegrale in
Betracht :

o hw

kn+p

fdufcos (mvz—-z)utp(;)drjcos (h—1x 4 y) u f(y) dy,
hr —« kx

© hn kx+p

fdujcos (nm + x)u @(x) dxfcos (h—1z 4+ y) u f(y) dy,
hr—a kx

o hw kn+p

fdufcos (m! n-——m)u(p(:c)da:jcos (he—y)uf(y)dy,
hr—a kx

fdufcos(nm+:L)uq)(w)dzfcos(hn—y)uf(y)d/
hw—ao kx

Man iiberzeugt sich nun leicht, dass der Reihe nach
m=k+2h—1, =t
To— n=k—2h+1,
wovon m und m‘ auf Glieder steigender, m und n‘ auf Glieder fallender
Diagonalen fiihren. Substituirt man nun an die Stelle der hervorgehobenen

Argumente £ und % wirklich & und %, so bekommt man die vier Doppel-
paare von (renzen ohne den Factor =

E+h—1,
{k—{—h——l,
|k +h—1,
Voo ob Jore s
k—h,
{k—h,
iy
{ k—h—a+1,

und zwar sind die linken Paare die unteren',

Grenzenpaare.

diese letzteren iiherhaupt
(k+h—1) =+ (o f)

it h—19
k+h—1+ @« }’
k+h—148
k+ h ;
E—h+8
k—h+ « }’
i&— o P
kE—h+1 }’

die rechten die oberen

Hieraus entspringen sofort die Intervalle des jedem ein-
zelnen Fourier’schen Integral aequivalenten Integrales;

man erhilt fir

Jf(z—-—h—-—_ln)q)(k+2ht_fzz——z)dz, oS B,

k+h—1)m
nh+h—1)46

Jf(z —h—1m) @ (km + 2)dz,

n(k+h) —«

0 TS e+ B



(B —h) w 4+ (e, B)
ff(z-}—'hn)tp(kn——z)dz, s g,
(k—h)'m

w(k —h)+

fle+hn)p(k—2h + 12+ 2)dz, O, rSae+p.
an(k—h-+1) —«

In diesen Integralen miissen die Argumente fiir f einfach durch z

ersetzt werden; dies gibt endlich die Ausdriicke

kx + («, )
[roOeE+in—2ad, « S B,
kw

kx+ p
ff(z)(p(—kt—h——{—Tn—i—z)dz, 0, TS e+ f,
kn—+tnw—a p
zu denen sich vom zweiten Randintegral 33) noch die folgenden gesellen
hn

Jf(k——}—z:t—z)(p(z)dz, e B,
ha — («, B)

hn —=n-

[fEF=EF 12+ 99 @ ds 0, nSa+t B,
hw —«

Man hat hiernach die Bedingungen, unter welchen ein Eckintegral
absteigender Diagonale noch einen Werth liefert — es muss die Summe

o -+ Bx ubersteigen oder b — a muss grosser sein als w +k—hw
= (k—h+ 1)=x; und bei Eckintegralen steigender Diagonale sieht
man, welcher von den Werthen « und 8 beim Anschluss an das iibrige
Diagonalintegral den Ausschlag gibt, in diesem Falle ist natiirlich der
kleinere Werth zu uehmen. :

Nachdem auf diese, Weise das Problem in seiner allgemeinsten
Fassung sls gelost erscheint, eriibrigt es, specielle Fille hervorzuheben.

Wenn

b b
do=[f@esnzda, Bo=[f@ sinnada,

b )
A“:f(p (y) cosny dy, anjq;(y)sinnydy,

und O<a~<b <=z,
so gelten die einfachen Beziehungen
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% Au A() + A1 AA‘ —{" A-_: A2 + T 177:]0. =

b
.Miﬁﬁzgjf@qM@dz

Wenn zweitens ¢ — 0, b = oo ist, so lassen sich den vorstehenden
Bestimmungen die folgenden Sitze entnehmen

= (@ doAo + A1 AL+ Az As -

BBy + By B; + B;B; +

MR
[r@o@dst [Ifet2mo@+ gl +2m 76 de

2w

+rosen—s +ff(z)qv(4n—z)dz+

;(3131 + B:B; 4+ B3Bs +

‘+fv@+4m¢@+¢@+4@ﬂmw+

AR
[rop@dz + [[£¢+20) 9@+ (420 £ ()] d

o

[fe+4n)9p@E) + o +4n) fE]dz + ..
0 s
—ff(z)rp(?zt-z) dz—ff(z)tp(4n:—z)dz——
0 0

Diese Sitze addirt und subtrahirt liefern wieder
2 (bAoA + AA +

+ ]))1B| + l))sz 'f— ...) =

(V]
ot
N

2 (/&) 9@ + f + 27) 9@ + f(z + 4y gz

0

+ f@ oz +2n) + f@ 9 + 47) + ... ] dz,
%@&m+AA+&m+‘.

L8 N R )

4

2m
[f 2) (2w — 2)dz + 2ff\/ odr —2)dz + .
0
f

4

@/9m~0d4+2’m@f@m—@dz+“.

0
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__ Hiermit ist der Kreis der Formeln, die auf der Grundlage der
Reihen Rys, und Ry, erbaut werden komnnen, geschlossen. Wir er-
ginzen sie durch die folgenden auf die Reihen S, und Sno gestitz-
ten Ergebnisse :

A LB LR jfw@ﬂﬁmmdng..%)

2 (cos & — cos YY)

i @ (@) f(y) siny
mBl+A$&—FAﬂ%+m.”_ff2wmx_a;ﬁdymm
mit den ihnen dquivalenten Reihen

b b

[fmmamfw)d g i J:f@n—-@qﬂ?fW)drdJ ok i

y? x — 2m)?

a a

b b

+ [J‘ @n -+ ) mi(f)ﬁfj/) dz dy, f fﬂ%,"::@.?i@lf(*/) da dy

@+ 2n7)2 — (x — 4m)? 22

“w o a a o

ML

\
ffram s+ [ e as

a a a a

Yy @ @) (@) y @) Sy
+ffy Sen S op drdJ—{-fJ-y _(41_”3clwdy

in welchen, wie in 34) und 3b) die Buchstaben @ und y, @ und f ver-
tauscht werden dirfen.

Im speciellen Falle @ = f gehen diese Formeln in die folgenden iiber :
S PATEEETRG S Y

ff@%z+2ff@+2@f@dz+2]ﬂm+4ﬂﬂ@h+m”

27 4
+ff@n—@f@dz+ff@n+@f@d5+.“,
PB+ BBt )=

[rerdz 2 [Fe+2m) f@ dz 2 [ £+ &) £ do -

27 47

_Wj@n~@f@d%~jf@n_@f@dp~”.
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etc., woraus noch speciell die Identitat

b b
ffw f(x)f(y) o dy_ffyf(x)f(y) dz dy fjf(w)f.(y)dx dy
z+y

erwihnt werden muss, indem

b b
fff@i@dxd =0
x—y s

Im Falle, wo f f@f@dz=0 ist, 0<a<b<m, verschwinden

Ay = A, = 43 = ... = Bi = B; = ... gleichmigsig; «ob" unter dieser
Bedingung auch
b b

f f@ @) sing g g f 7 ()4 ) siny A dian,

COS & — COS Y COS & — Ccos Yy
bedarf immer einer nihern Untersuchung.
Von den Formeln 34) b) machen wir eine Anwendung in Bezug

auf Euler’sche Integrale.
Es sei unter u eine ganze positive Zahl verstanden,

unter dieser Voraussetzung sind alle Integrationen rechter und linker
Hand ausfiihrbar; es ist:

a0

Higers 2o cos u { arctan %)
Jz” e cosngdes = gy lin . =7
w

(a? + 'n2)2

sin w (arcta'n ﬁ)
a

%

(a2 + n?)*

0

Pl e dess I'(w)

’

St
n

o
ey (Rl 08 FE G gl s oo, TR &
fzp : az[zy le az+2e 2”a(z—|—2n)“ le az
0

+ 26_4’”‘(z-{—411:)“_1 nond ]dz
=rEe—1, w_l {1 R Pt L ¥ g LG }

—2rna S R
+iu—1):T'@2p —2) (2%.2?_—52.2:: {1 PN Deaiibah 107 4’”’+...},



o

s T(Q#jﬁ) —9na 9 f Q’J—Qna : g —4ma
+ (p 1,2——(2@“_“ 2(2m)' 1+ 2% 4 e +}
5 G
A F(u) —21:(1, p— w—1 —27za
+e=N, w2 H1+2

v+3y—1e—4"a+ },
2% 4

e~27mfz”—l (21:-——2:)”'—1 dz—{-e—‘inafzu—l(éln——z)‘“_—ldz—i— .
0

0

1
= (21:)2“_1 o RER [J‘z“m1 (1 —z)'u_1 dz
0

1

e b it fz“—‘(l—z)“—Idz+ ]
0
r'w T 2p—1,—2 el =0 i =
_;—(F*‘(? ()“)(2 )2 Gl o 9t Tl s e et SRR
__T'(w) T'(p)
T AT '%R2y,—1
Die Reihe R, lasst sich leicht als der ¢’ Dxﬁerentlalquotlent des

na + e—na
erkennen; ferner kann man die Formel

Ausdruckes (— 1)¢ TS

dadurch vereinfachen, dass man mit a?® multiplicirt und o fiir dessen
reciproken Werth setzt und so bestehen schliesslich die Gleichungen

cos? (w arctan a') cos? (w arctan 2 a) cos? (w arctan 3a’)
1+ a2 1 +2a2)¥ (14 3a2)"

i Pi2iu) a %

2T TR gy g AW

{ enal_}_e—na e | 2a_D ena+e—-na
15 i SELAC AT B T
eTh __ ,—Ta 2u—2 1 Grol i el

i iy Gap g Y
+(2y—2)(2yf—3)'1'2 Da(ena e FEE

=

4 m—1.21 _ o o D‘“_l e o iy
RQu—2)..(w+p 1:2..0—1 0 G TR

i A e N e, R
e Gw—=1Es Y o T e

sin? (w arctan a’) sin? (w arctan 2 o) sin? (w arctan 3 a')

4 ad)® (1 +za'n® (t+3a"

1
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A, F(2 n) a ena+e—na ___y,_—l
XE 9 T u) Ii(w) .l2[.b——1)22p'—1 Jha L we 20 —2
ot eTO g T O
X_Da,
1 ena,_e——vza
@ n~0 ..k Sreea L ) ot
2u—2)..0 1 (w—1) ¢ eTO__ T
+z “2u D2l"'—1 e”“—}-e—”“
o8 =9 o w—1) o U __ g a ?
1 i 1

1 daiias PRS- —
1+ a2 a42Za2t @ +3a2"

na

b & (2w 1 AL Fit p—1
I'(p) I' (w) '(2#_1)22;1.——1 0 —na 2u — 2

e o7
24 iy i 2 A W
EGR 70 _gsaa

Lo w=1..1 w4 Wit e =
"'“(2u—~2)--s»'(—,(ft'f—)'fff.‘f'1)“ (e”_e—““ ’

2u

%Ru—uﬂi(g‘;) = (=4

cos (2u arctan ), o5 (2p arctan 2 a)
o il o g

Pir die auf das Intervall O bis = beschrinkte Parseval’sche
Gleichung besteht eine ganze Classe von Integralformeln, welche, indem
ihre Differentialfactoren nur periodische Functionen sind, auch fir die
Formeln 36) bequem beniitzt werden konnen.

i

y

Wir begniigen uns die Integralformeln und die aus ihnen zu ge-
winnenden Resultate kurz anzudeuten, in welchen die Gammafunction
auf negative Argumente auszudehnen ist, s. unten.

14

B
l.f(cosw)p_lcosqu dp = — 149
0

o p(l_tlzliQ) F(lilg_’;.q_);

ro-

(e * (oo o)

cxily '2p :Jl
(cmyr)

1
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n .4
7 C0Sq —
. Pl 34 2 T(p) SER
L e = W)
0 2 2

T . T
7 SN q —
; p—1 . g 2 IR0 ;
f(s”“”) i 56 B iy (EIET P ek
0 2

1 2 ;|
() T rEE )

9=

S I'2p —1
P (rwrw)?
1

; =) * (= =g )
=D e i+p+3 1+p 3
(FEa=)- ) ()
Bevor wir die Theorie der periodischen Reihen verlassen, wollen
wir in Kurzem noch einen auf die Dirichlet’schen Reihen beziiglichen

Satz entwickeln. Die Dirichlet’schen Reihen bendthigen ausser der
gewohnlichen Entwicklung

,1..—}—cos&—{—cos??g’—{—...:jcos(?kmig)udu
0

noch der folgenden
cos%—}— cos%—}—cos%—}— sy

welche auch nur unter der Bedingung in's Unendliche ausgedehnt wer-
den darf, dass ihre Convergenz (ihre vollige Bestimmtheit) nicht zerstort
wird. Die Summe dieser Entwicklung findet sich nun leicht als

fcos (27675 =k —i) wdu -fcos 4km £ E) udu.
0 0

Es soll sich hier nicht darum handcln, die bekannten Formeln der
Dirichlet schen Theorie zu verificiren, da dies im Vorhergehenden mit
enthalten ist, sondern es mdgen die Integrale

(o)

j('os Z—l f(z) de und Jsin % Jlx) da
0

0
einer zweiten Transformation dahin unterworfen werden, dass

f@)=a Fax+ a2’ ...

in denselben substituirt wird, wahrend jetzt allgemein
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Jlx) = 4o + Af cos x + 43 cos 22"+ . ..
+ Bi'sinx + Basin 22 4.,

Vbrausgesetzt wird. Die angezeigte Substitution ist den Formeln 0) ge-
miss vollkommen durchfihrbar. Man erhdlt die dreifachen Entwick-
lungen : ;

feos — f(¢) dr =

‘/mn[ao g 21 (400)2 T d I_?_ELZ (4o) —
— a3 (d0) + a5 Ty (4&7)3—...]
—§{1la (4w) — 3l as (4w)* 4 5! an (dw)* — ...},

f:'z'n ;f% R dr =

0
2 [a0— 32 o) + o 1557 (o) —

s 340 —as 208 (da) + .. ]
1o (do) — 2! a; (4o) + 4! ay (4o)’ —...)
mit vier Unbekannten. Um das System der Gleichungen dieser Unbe-

kannten zu vervollstindigen, fiihren wir die Function f(— ) in die
Rechnung ein, die offenbar die folgenden beiden Definitionen besitzt:
fl—2)=a—azr+as®—...
=440+ Ay cosx + Az cos 2z + ...
— Bisinx — B; sin 22 — ..
Nimmt man fiir die vorstehenden zwei Gleichungen die abgekiirzten
Formen

(s~}

Jcos— (a,)dx_‘/ [ro — r1] — & 51,

0

o

fszn I(B'f(l) do = ‘/“’22 [ro + 7]+ % s,

0

go lauten in denselben Elementen die erginzenden Gleichungen wie folgt:

o

22 on
cos—(;f(——:v)dw: O [rg — 7] + & 81,

:\a- : Pl
Jsm%f(—x) dw:‘/%—" [ro +m]— § s,

0
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Genau den nimlichen symmetrischen Bau zeigen die Formeln, welche
man erhdlt, wenn man in die Integrale linker Hand die periodischen
Reihen fiir f substituirt. Die Relationen, welche dabei zur Anwendung
kommen, sind:

o
a2 : Uiies el ) . 2 Fon
cos cosnx dx = > [cos (n® @) + sin (n? @)] Ve,
0

4w

[a o)
Sl B : i
fsm 1o Cosnx dri— ‘/’25 [cos (n* @) — sin (n* @)] V w;
0
o ‘nV—(;J—
J‘cos‘i sin ne dx—-?]/mfsin "0 — «?) de,
0 0

o ’I‘LV—(;
e 02 5 -
fsm 1o sinnede = 2wacos (N w — 2?) da;
0 0

die beiden letzten dieser Identititen entspringen wieder aus der Anwen-
dung der Formeln O) (siehe Seite 30). Hiermit ergibt sich, wenn wieder
zur Abkiirzung

Ry =+ Ay + 4i cos (1’ 0) + 43 cos (2?w) + ...,

Ry = 4; sin (1*w) + 43 sin (2% 0) + ...,

Vo 2V
Sgie=' By Jcos 1w — 2°) da 4+ Bgfcos 20 —at)de+ ...,
0 0
Vo 2V e
8l ="B, fsin 1?0 — &) da + .Bgfsin Q0 —a)da + ...
0 0
gesetzt wird, das System der aquivalenten Functionsentwicklungen:
V % =) —to =)/ &+ ) + 225,

‘/ (7‘0+Tx)+§30—‘/M(R0“R1)+4l/m30v

VZo—m)+in=)% @+ k)~ K25,
‘/ (ro+01)—qso_‘/—-n PR P ) “V“’ So,

und man hat die Auflésungen :
ro = Ro, n =— R
; 80—_—4:1/-U;So, 81:—41/581.
In der Form eines Satzes ausgedriickt, heisst dies: ,Wenn fiir alle

reellen # der Maclaurin’schen Formel eine Fourier’sche Reihe
: !
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3 Ao + Ay cosx + Ay cos2a A enpen
+ Bisinx + By sin2x + .. ..

zur Seite steht, so ist diese Aequivalenz das erste Glied in einer Kette
von durchaus vierfachem Anschluss, gemiss den Formeln
3 Ao + Ay cos 122 + Ay cos 222 o PEIVE IRl TN
x? (4)

FO—5f O +2/0—....,
Ay sl 4 4, 5in 2 + ..., =

Lt G

e ¢ 1) 1 S A (1) LT GRRE
x 2z

2 {ijcos (1’2 — @?) do + B, fcos(?‘“’a? —@)do + ....} =
0 0

o 22,5 ) e L

TLO -2 0 4 By
z 2%

245, fsz'n (1?2 — ') do + Bg"fsz'n 22 —w)do+ ....} =

0 0 ;
~ TR0 £ BB P sl g et

Eine Eigenthimlichkeit zeigt die Annahme f (v) = e*, fiir welche
die Reihen rechts in die positiven und negativen Factoren von A, und
By links tbergehen. Die Ableitung der Formeln bedarf der Geltung der
Maclaurin’schen Reihe fiir negative @. Es besitzt tibrigens diese Ver-
vielfaltigung des Bezuges zwischen Potenz- und periodischer Reihe wohl
nur theoretisches Interesse, ebenso wie die sich hieraus ergebenden Dar-
stellungen von Df f (2) als convergirende Reihen, gemdss den Formeln

Z[pindy] = (— 1 fO0(0),

)_':[p2n + IBP] — (_ l)n f\2n+ 1)(0)’
in welchen das Glied 4, blos zur Hilfte zu nehmen ist. Man kann‘ die
letzteren Reihen auch als Controle ansehen, da sie sich ebenso aus der
Grundiquivalenz ergeben; es sei hier die Bemerkung hinzugesetzt, dass
die bekannten Bedingungen der Differentiation der periodischen Reihen
ebenso als falsch zu beseitigen sind, wie die der Fourier’schen Inte-
grale; die Griinde ergeben sich leicht aus dem Vorhergehenden.

Ehe wir, um einen gewissen Zirkel im Gange unserer Betrachtungen
abzuschliessen, die Bedeutung der Formeln 0) auf dem Felde der be-
stimmten Integrale selbst veranschaulichen, werfen wir einen Riickblick
auf die Theorie der Potenz- und der periodischen Reile, hauptsichlich
der Schwierigkeiten wegen, welchen diese auf das einseitige Gebiet des
Reellen beschrinkte Theorie im Gegensatze zur betreffenden complexen

Theorie begegnet. Wir beschriinken uns auf das Nothwendigste und be-
merken Folgendes:
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Von den drei fundamentalen, ideellen (auf einen unrealisirbaren
Grenzbegriff gebauten) Constructionen: unendliche Potenzreihe, unendliche
periodische Reihe, unendliches bestimmtes Integral, ist das letzte das prio-
rische, seine Definition die Quelle der Definitionen der beiden tibrigen.
Es gibt keine der allgemeinen Begriffshestimmung des Integrales als
Summe der Differentiale im speciellen Falle unendlicher Grenzen. per syn-
thesin verbundene allgemeine Definition. A4) Die unendliche Potenzreihe
mit dem Gesetze Maclaurins ist das Resultat des Grenaziiberganges in
dem endlichen Summeniquivalent fir eine complexe Zahl. Im Gebiete
des Reellen kommt der Begriff der Potenzreihe aus dem Integralbegriffe
nicht zu Stande. Hier bedarf es des gliedweisen Aufbaues der Reihe
unter Angabe der verschiedenen dquivalenten Restformeln; aus der Ueber-
einstimmung dieser letzteren mit den allgemeinen Convergenzregeln folgt
der Begriff der reellen Reihe, aus der Coincidenz der Geraden der
Convergenz mit dem Durchmesser des Convergenzkreises die formelle
Continuitit der Resultate dusserlich unvermittelter Theorien. Die beiden
letzten Schliisse sind jedoch nur Schliisse per inductionem. — Divergente
Potenzreihen besitzen keine eigene Definition; denn es kann keine Correc-
tion derselben angegeben werden. Mit der genannten Begriffshestimmung
der Potenzreihen {iberhaupt konnen sie verwendet werden in Formen

(—:— und oo — oco; auf den Fallen, wo hierbei die betreffende endliche

Summenformel unter angebbaren Sinnesmodificationen den gleichen prak-
tischen Dienst leistet, beruht das Princip der formellen Continuitit ide-
eller Constructionen in seiner Divergenz mit Convergenz verknipfenden
Kraft, wobei die endliche Form immer die Rolle eines Hauptwerths spielt.
B) Die unendliche periodische Reihe, mit dem Doppelgesetze Fourier’s
in der allgemeinsten Gestalt, ist nur dann das Resultat des Grenziiber-
ganges im endlichen Summendquivalent, wenn ihre Glieder im Unend-
lichen verschwinden. Im Allgemeinen ist ihr Gesetz im Unendlichen
discontinuirlich. Ihre Correctur zum richtig construirten analytischen Be-
griffe besteht in dem jederzeitigen Verschwinden ihrer ,letzten® Glieder.

Es gibt blos eine Unbestimmtheit (Divergenz) im Unendlichen,
nicht im Bereiche des Endlichen, welcher letzten schlecht definirte, Un-
bestimmtheiten als wesentliche Merkmale involvirende Begriffe zu Grunde
liegen. Hiernach sind die bekannten Convergenzregeln der periodischen
Reihen zu verbessern und zu erweitern. Die periodische Reihe kann streng
und direct aus dem Fourier’schen Integral abgeleitet werden, was bel
der Potenzreihe nicht der Fall ist, wenn auch der Hilfssatz die Induc-
tion in Anspruch nimmt. Wenn die complexe Potenzreihe die Entwicklung

von —1—1—3, die periodischen Reihen die unendlichen Summen cos px und

sinpa, die reelle Potenzreihe aber die Cosinus- und Sinusentwicklung
voraussetzen, so fehlt doch bei der letzten noch der Beweis, den die
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andern Formeln liefern, dass der erst festzustellende Begriff der reellen
Potenzreihe einzig und allein auf dem eingeschlagenen Wege zu gewinnen
ist. Dieser Beweis ist erbracht, wenn der Zusammenhang zwischen
complexer und reeller Potenzreihe in allen Theilen ohne Begriffsinderung
a priore feststeht; mit andern Worten, wenn ein Princip der begrifflichen
Continuitidt auch im Bereiche des Endlichen angenommen wird, welches
dem Principe der begrifflichen Stellvertretung bei Divergenzfiillen gegen-
iibersteht. Wenn an solche Principe alle zweifelfreie Bewegung in der
Analysis ebenso wie in der Geometrie unabinderlich festgekniipft ist, so
kann die Erkenntniss ihrer selbst doch immer nur auf inductivem Wege
gewonnen werden.

Die Negation aller Unbestimmtheit im Bereiche des Endlichen, wie
sie vorhin erwihnt wurde, ist nichts anderes als eine Folge jenes Principes
der begrifflichen Continuitit. Sie reicht aus, um €) den speciellen Fall
des unendlichen Integrals, das Fourier’sche Doppelintegral, und seine
Wurzel, das Euler’sche Integral, wie es sich erweitert in den For-
meln 0) zeigt, herzustellen. Es gibt zwei fundamentale Fille scheinbarer
Unbestimmtheit bestimmter Integralausdriicke: die discontinuirlichen und
die Euler’schen Integrale mit ihren Dependenzen. Das genannte Princip
nimmt hiernach auch eine zweifache schirfere Fassung an; es gestaltet
sich zur Aequivalenz des independent Unendlichkleinen in der Gleichung

dxp
dwq

=43

welche die Existenz der discontinuirlichen Integrale zur Folge hat und
es spricht die Unmoglichkeit des selbsténdigen Auftretens der Symbole
sinwd und cos w& bei unendliche wachsenden w aus, es sei denn, dass

Lim sin u® = Lim cos u& = 0.

Diese letzteren Annahmen werden nothwendig, wenn man die Euler’-
schen Integrale auf dem Wege unbestimmter Integration und die Be-
griffsbestimmung der periodischen Reihe ohne eine Correction derselben
gewinnen will; selbstverstindlich konnen sie nicht als einander wider-
sprechend angesehen werden. Es muss nun scharf betont werden, dass
nicht das Princip der formellen Continuitit die Formeln 0), sondern
umgekehrt, diese Formeln, auf indirectem Wege unumstosslich bewiesen,
jenes Princip stitzen und fordern. Man kann jetzt dieses Princip als
Fundament der Integralrechnung selbst aufstellen und dadurch die bis-
herigen Kriterien derselben, als durch die Formeln 0) illusorisch ge-
worden, ersetzen. Man hat zwei Hauptsitze, welche iiber die Existenz
der Integrale ein positives, allerdings unzuverlissiges Urtheil herbei-
fithren: in Betreff der discontinuirlichen Integrale die singuliren Werthe,
bei den Euler’schen Integralen die Theilung des Grenzenintervalls. Dass
diese methodischen Kunstgriffe logisch unzulissig sind, kann abgesehen
davon, dass sie schon durch die falschen Resultate, zu welchen sie gefiihrt
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haben, widerlegt sind, direct eingesehen werden, denn die singuliren
Werthe verstossen gegen die Independenz des leitenden Diiferentials und
konnen nicht zur Specification von Hauptwerthen fiihren — die Theilung
des Grenzenintervalls beruht auf unbestimmten Integrationen, welche blos
bei endlichen Integrationsgrenzen ohne Ausnahme erlaubt sind. Es ist
im Verlaufe der bisherigen Betrachtung mehrmals Gelegenheit geboten
worden, Paradoxien wie sie in der Integralrechnung so zahlreich sind,
mit Hilfe jener zwei Sitze von der Aequivalenz des independenten Diffe-
rentials und der Unmoglichkeit eines selbstindigen Auftretens der Sym-
bole cosu® nnd sin p#, p = oo zu lisen; tiberall da, wo jene Sitze
und die unvertretbare Definition des Integrals selbst keine Entscheidung
an die Hand geben, bleibt eben nichts tbrig, als einen indirecten, aber
einwurfsfreien Weg zu versuchen. Es ist die jedesmalige Erledigung der
Vorfrage nach der Existenz eines bestimmten Integrals” iibrigens eine
ziemlich miissige; eine einigermassen aufmerksame Betrachtung des auf
den ersten Blick etwas bunten und zusammenhanglosen Bildes der be-
stimmten Integrationsfille lost dasselbe bald in nur wenige, dabei ein-
fache und ganz der so ausgezeichneten Durchsichtigkeit und Homogeneitit
der Differentialrechnung entsprechende Grundziige auf. Der noch folgende
Theil unserer Betrachtung wird die Aufgabe zu losen suchen

,die scheinbaren Abweichungen einer Anzahl von Integralbestim-
mungen von den erwihnten Grundziigen zu beseitigen“; als letatere aber
mogen allein zwei angefiihrt werden, ndmlich:

,Bin Integral hat, welches auch seine Grenzen seien, immer einen
bestimmten Werth, sobald es der allgemeinen Definition nicht wider-
spricht, d. h. eine durchgingige Summe von Differentialen ist,“
sodann

,Ein Integral hat auch dann noch einen bestimmten Werth, wenn
die Aufhebung des Differentialbegriffes in demselben blos scheinbar ist
oder in seiner ganzen Ausdehnung als blos dusserlich anhaftend aus dem
Integrale in der Form ¢ — ¢ herausfillt.”

Man erkennt sofort, dass die beiden letzten Ausnahmefille gerade
die Euler’schen Integrale einerseits, die discontinuirlichen Integrale
andererseits vorstellen. Hierbei sind unter den Euler’schen Integralen
auch ihre Dependenzen, die Fourier’schen Doppelintegrale, iiherhaupt
alle mit dem Factor cos oder sin ax versehenen Ausdriicke verstanden.
Bs erscheint zweckmissig, fir diese Gruppe einen eigenen Namen za
verwenden, als welcher hinfort der Name ,oscillirende Integrale“ ein-
treten soll (man konnte auch die Bezeichnung ,periodisches {Integral®
withlen, wegen der durchschlagenden Analogie mit den periodischen
Reihen, indessen diirfte wohl ,oscillirendes Integral® significanter sein).
Den beiden Gruppen der discontinuirlichen und der oscillirenden Integrale
stehen dann gegeniiber die continuirlichen und die divergenten; letztere
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sind alle jene, die in unabloslichen Partien der fundamentalen Integral-
definition nicht mehr gehorchen, den Namen ,Integral® also usurpiren.
Hiernach und auch nur in diesem Sinne fallt nun die Ausscheidung einer
Gruppe unendlicher oder unbegrenzter Integrale, als dem Geiste der
Integralrechnung widerstrebend, ganz fort.

Discontinuirliche und oscillirende Integrale, welche nicht zugleich
divergiren, sind weder unbestimmt, noch unendlich gross, ahnlich wie es
keine divergenten periodischen Reihen gibt, es seien denn die Anfangs-
glieder divergent. Und diese Behauptung ist es, welche eine kurze
Uebersicht der bekannten oscillirenden, so wie der discontinuirlichen Inte-
grale und eine Kritik ihrer Herleitung bekriiftigen soll; mit andern
Worten, es sollen die mit jener Behauptung im Widerspruche stehenden
Giltigkeitsbedingungen als blosse Consequenz einer zu beschrinkten Methode
und nicht natiirliche Bedingungen des Problems selbst beseitigt oder er-
weitert und dazu die im Vorhergehenden entwickelten Grundlagen ver-
wendet werden. Es wird sich die Gelegenheit bieten, das Princip der
begrifflichen Continuitat im Bereiche des Endlichen, welches hauptsichlich
die Existenz der discontinuirlichen und oscillirenden Integrale gewihr-
leistet, zu verbinden mit dem Principe der begriffiichen Stellvertretung
in Divergenzfillen, welches die Werthe der letzteren Classe von Inte-
gralen selbst liefern wird. TUm es niher zu bezeichnen die nachfolgende
Untersuchung soll den Beweis beibringen, dass die Stellvertretung der
Gauss’schen Definition bei der Gammafunction fiir das divergente Inte-
gral von weit grosserer Ausdehnung ist, als man bisher angenommen
hat und dass hier kein Paradoxon vorliegt, sondern eine tief gegriindete
Erscheinung, welcher allerdings im Gebiete der Differentialrechnung kein
Gegenstiick zur Seite steht. Es kann nicht die Aufgabe dieser Abhandlung
sein, diesen Gegenstand zu erschopfen und eine Grenze zu iiberschreiten,
welche iber den Grenzen der Differential- und Integralrechnung selbst
hinausliegt; sie hat lediglich die wenigen und zerstreuten Anhaltspunkte
zu beniitzen, die sich urter den Ergebnissen der Lehre von den be-
stimmten Integralen darbieten, um ihren Satz von der Endlichkeit und
Bestimmtheit ailer oscillirenden Integrale gegen jeden Zweifel moglichst
sicher zu stellen.

Wir beginnen mit einer Anwendung der Fourier’schen Integrale.
Es dirfen dieselben nach dem Argumente der ihmen #quivalenten Func-
tion bekanntlich beliebig oftmal differenzirt werden. Diesen Satz ziehen
wir nun heran nnd fihren die bezeichnete Operation nmal durch an den
Integralen Laplace’s. Das Resultat erscheint in den beiden Gleichungen

(m” cos (bco -} ZL_)E)

“

o/ VI Iz om o
0 a + o

m h
= = (—a)re= b,
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on+1sin (bw n;z) "
do = 5 (— a)*e=*,

2 -+ 2
0 a: (a]

welche sich auch gegenseitig zu den folgenden brauchbareren Formen er-

génzen

[av]

@?m cos b w T

e L — m " 2m—1,—ab
j a? 'T""ﬂ dGJ =y ( 1) 9 a € Y
0

oo

@?m~+ 1 ginbw T
f d'~' +wd da) — (_ l)m E a?m e-—ab-

0

Da nun die Laplace’schen Integrale ein complexes a einzufiihren
erlauben, welches im Integrale beliebig, in der &quivalenten Function
als entsprechender Hauptwerth (mit allzeit positivem Cosinus) anzuwenden
ist, so kann dieser Umstand beniitzt werden, eine indirecte Bestatigung
der fiir die Differentialquotienten der Integrale angénommenen  Werthe
herbeizufiihren. Die Nenner «® 4 w? mogen als a? f, und a® y, unter
Substitution der bekannten Wurzelwerthe der positiven und negativen
Einheit fiir g, und yp, specialisirt und hierauf als complexe & (B,) und
6(yp) dargestellt werden nach den Formeln

1 (=l Ptk (e a? Bl 048~ e
S a8 .

1 Al (P S Tobipifesiof)t ~ e vyl T atn—2
ek e a2n 4 (— w2)"

Wenn man diese Transformationen in die Differentiationsgleichung
der Laplace’schen Integrale einsetzt und beachtet, dass simmtliche g,
und yp, zulassig sind, so erhilt man zwei Systeme linearer Gleichungen
von je n Unbekannten, deren Auflssung auf die bekannte Weise zu den
neuen Bestimmungen fiihrt

® 2 (m+p) cosb w

(a‘.’)n it (_ w2)n

d o

2 m— 1——ab1/;3' g=n—1
<VP ) a2mtep—2nt1

g=1

q

X
w2(m+p)+ 1sinbw

_qymtp—1n {(Vﬂ i ﬂp+1 —abwu %4 m+p_n+1>

2n
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(17}

fmw2 (m+-p) cosb w
) @ Car
= (— 1)m+p ;ﬁ > {(Vﬂ)hﬂ—l y5+1e_abl/ﬂ} a2m+p—n)+ 1,

C»cue(lm_hp)-l_lsmbw
(a2>n gk (_ w2)n
—(— 1m+p 57% x {(Vﬁ)?m 75)—{-1 e——abVﬁ} a2m+p—n+1)

worin 1/ 7/, und V/ B, die Hauptwerthe sind beziiglich der Wurzeln
V7, wd V'B,. Es missen nun rechter Hand die Wurzelaggregate
* unveriindert bleiben, wenn zwei neue Zahlen m‘ und p’ an die Stelle von
m und p treten, welche die Bedingung erfiillen, dass
m' + p' = m + p.

Es igt aber in der That, wie man sich leicht tberzeugt,

. V@)™ o = (V)™ (e)”,
und es kann somit in dieser identischen Gleichung eine willkommene
indirecte Bestitigung der gewonnenen Formeln erblickt werden.

Wie die Integrale Laplace’s, so konnen die auf transscendente

Functionen leitenden Summen

(s} [e+]

[525s do, i a0
der gleichen Transformation mit demselben Erfolge unterworfen werden;
wir ibergehen diese Entwicklungen und wenden uns zu anderen Inte-
gralen dhnlichen Baues, deren bereits erwihnte, durch geschlossene In-
tegrationen gelieferte Reduction uns erlaubt, ein Beispiel der Anwendung
discontinuirlicher Formen durchzufihren und zugleich den ersten Fall der
stellvertretenden Gammafunction zwanglos anzuschliessen. Unsere jetzige
Aufgabe formuliren wir dahin, in den Ergebnissen der geschlossenen
Integration

o
_.m2
cos (22) £ g
f dw—l/df 4:{_2;4 e

0

205 5 | sm(22) o— o2
_V2Ja4+z4d i 4a3 !

N
9
a2e T 22 cos (22) s a0
fa“’—x _—V?f at & ¥ 4a -
0

va 1/2fz?szn (2) Fr ¥ —

at 2t 4a
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die Integrale

(av) N

— 22 5 — &

(4 xc e
fr_ﬂ da und f—a———_w(‘ dx
0 0

mit Hilfe der Analogien zu den Fourier’schen Doppelintegralen weiter
zu reduciren, Man zerlege sie in zwei einfachere wie- folgt

— 2 — 2 Ne__. 22
2 fa4_w4 dm—f 2—}—%3 dw '+‘fm dw
> 9,— 22 — 2
2]-024—:507dm: faa.;-mz dac-}-J da;
0
und beniitze fiir die beiden ersten Integrale rechter Hand die bekannte
Formel

o
Vn M0 |~ g —b?ac2
b S B a? - x? a;’
ab
die parallele Beziehung

ab o oes

=3 — b2

]—/”—e"“‘“ﬂfem2 de= |4 — da
a a? — z?

ergibt sich dann sofort, wenn die allgemeine Gleichung
b

e8] b
J‘_af(:c). dz =fsin au dufcos wafla)da
0 a

a2 — g2

fir f(2) =e— Y% 4=0, b= oo specialisirt und die beiden Be-
stimmungen

X

fcos, sinaze— 0% dg

0
herangezogen werden. Vereinigt man nun weiter nach der Analogie von
Transscenten wie

b
—e’“”f—dr-}—e*”“’fe dx =2a J's:i:l T

—ab +abd

e"abfﬁ;—xdl‘—l—e""”’f dl__2fxcosba:

—ab +ab

a (e8]
i ; :
cos abf% dx + sin abfcosxba: ks =~—aj il bm.} da
0 a %

a? — x
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[a ) a @
cos bx ; sim bx z cosbx
cos ab dr—smab | —dze=— | -——dx
x @ a? — g2
a 0 0

jene Theilreductionen durch Addition und Subtraction, so erhilt man
gerade die gesuchten Integrale, nimlich:

o ab o

e—v2a2 . Vizm

L b of o o R et L o8 — a2 b2 x2 a2 b2 — 2
J.a‘%—aﬂ de=%55]e e dx + et e dx],
0 0 ab
o ab o

x2 e—b2 22 T

i m :]_/_ e—02b2 | g22 J 0 o4a2d2 | p—22 Ju

at — xt 2a

6 0 ab

und gelangt damit, nach den anfinglichen Formeln, noch zu den fol-
genden Resultaten, in welchen die Constante & beibehalten ist:

(o)
cos (b2 ) da __ T —atps
R SV
0
hd ab (s8]
1 9
+ 3 ‘/g 2 {e‘“’“fe“ dz 4 etord? fe“”' dw},
0 ab
()
sin (b2 x2)dx n g—atba
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0
o ab [eS)
1
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x? cos (b2 a?) dx 7 S
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at + xt 4 2a
0
o ab o
» )
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0 ab
X
J‘mz sin (b2 x?) de b/ g—as e
at + xt 4)/2a
0
23 ab ®©
iy rlr‘/E 2 {e—“”“‘fe“ do — etaid? fe"“ da!.
2 S . J
0 a

Ehe wir weiter gehen, priifen wir an der Hand der Analogien zu
den Fourier'schen Integralen erst eine im Folgenden zu verwendende
Formel, welche unndthiger Weise stets verdoppelt wird, die Formel:

(o)
2r—1 T rmw
fl:Eq dz_?cot?, ==
0
12
Setzt man 2¢ = —, so hat man:
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e
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a
und wegen
2r T .4 2r
( ) ) sinw—n 2smt—cosg 4
q q
el 6+
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was mit der zu priifenden Bestimmung iibereinkommt.
Mit ihrer Hilfe nun wollen wir beziiglich der den Integralen

N—b!zz —b2 22
e wm (20

Q4 — at — x4
0

fiquivalenten transscendenten Functionen nachforschen, ob sie der bei
den Transscendenten der Integralrechnung sehr gewohnhchen Erschei-
nung, integrirt die niederen Transscendenten, aus denen sie ihrerseits
durch Integration entsprungen, wieder zu erzeugen, entsprechen. Dem-
gemiss multipliciren wir die Gleichungen

(] o
b2
ge b2 x?2

(s
e b or —bays
T 0% __fsm au dufcos uy e dy
0 0 0

ab

— 2 4
=V me® J-e” dy,
0

x o
—D2 22
ae =
S da == +a202 —ye
J-‘ g da=Vme fe dy
0 ab

mit @*—!, p<<1 und integriren nach a zwischen O und oco. Wegen
o
a® 7 (w+1)=
_J-a——?—m? Odi— b cot . d
0

o
w
a 6 T (u+1=
Jarada= iy e 5
0
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ergibt sich leicht

mma‘ue_b?ﬂ w F(g) w4+ 1=
(i P ) P
oy O s <"1
oo w
ok e ties 7 (5) (w+1)=
f B pras Lk ey e
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womit die ausgesprochene Vermuthung bestitigt wird. Eine Controlle
gestatten diese Werthbestimmungen insofern, als man auch hier wieder
die Analogien der Fourier’schen Integrale zu Hilfe nehmen kann. So
némlich erhilt man noch speciell

o mu, 2— b2y 7
ffLL——dadx: V= .F(“).sz‘nﬂ.r(l”"‘),0<#<1

a? + a? o1 pu 2 s
0 0
und gelangt zur Formel
I'(w) I (1;“) YV
= Tls Sl et ey
[ %
F(E) gosi~gr

welche aus der Theorie der Euler’schen Integrale zweiter Classe be-
kannt ist. Diese leichten Integrationen verdecken nun aber eine sehr
bedeutende Schwierigkeit. Das dreifache Integral

fduja””‘l sin au da.’.cos uy e "9 dy ‘4

0 0 0

convergirt bei der Continuitat des Differentiales a*—1sin au da auch
fir negative w grosser als — 1. Es ist leicht den betreffenden end-
lichen Werth des Integrales anzugeben; er lautet unbestreithar

]/; sin—”él 14w

;1_” pb?
wihrend das aequivalente Doppelintegral
dg o b ™ w 1—u
f T}Tdeadm:—mF(——Q—)cot( 5 )15
0 0

divergirt. Der Fehler liegt in der umgekehrten Integration und es fragt
sich, ob die letzte Formel vollkommen zu verwerfen ist, oder ob sie die
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Moglichkeit einer Correction einschliesst. Die Antwort auf diese Frage
geben die Euler’schen Grundformeln selbst an die Hand; damit

()
I (u) sin ﬂz—”—

fa"‘_l sinavda =

0 “,l"'

fir negative w > — 1 nicht filschlich Divergenz anzeige, muss das
Euler’sche Integral I' (u) durch die Gauss’sche Function I' (u) er-
setzt und demgemiiss eine von den dquivalenten Definitionen

I'(a+ 1) =al (a),

r@ra—a= }—°°<“<+°°

B Ll
sSin amw
substituirt werden. Der Beweis liegt im gegenwirtigen Falle in der Be-
dingungsgleichung der Identitét

(Bt v
) gi—1"

welche bei niherer Priifung als richtig befunden wird; denn multiplicirt
man sie mit der friheren Formel

o Ll ) s it

g pz
Il (2) co3 3

F(l—;“)r(lgu):cosz?{’

wieder die Definitionsgleichung der Grammafunction.

so entspringt

Es ist aber mit dergleichen Beweisen ein eigen Ding; indem sie
den speciellen Fall eines Problems fixiren, machen sie seine allgemeine
Natur geradezu unkenntlich, denn sie ersetzen den starken, tiefergrei-
fenden Beweisgrund durch ein #rmliches, an der Oberfliche haftendes
Argument.

Bei der grossen Bedeutung, welchen die Thatsache der Eliminations-
fahigkeit gewisser Divergenzen der Integralrechnung fir die Erweiterung
ihrer den Gegenstand nie erschopfenden Methoden besitzt, erscheint es
als nothwendig, dieser Thatsache die moglichst prignante Fassung zu
geben. In diesem Sinne erscheint sie nun als Ausfluss des Principes
der begrifflichen Stellvertretung (Discontinuitiit) bei Divergenzfillen und
lautet danach wie folgt:

»30 oft der Faden einer Methode durch das Auftreten einer Diver-
genz abgeschnitten wird und es liegen anderweitige Grinde vor, welche
diese Divergenz entweder als eine irrige oder als eine zu umgehende
darstellen: so oft muss fiir das divergente Integral eine Stellvertretung
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existiren,' welche trotz der Discontinuitit der Methode die Continuilit
des Problemes sichert.“

Als eine derartige Methode mdge nun im Folgenden die Canchy-
sche Integrationsmethode zu Grunde gelegt werden; die Stellvertretung
wird immer durch die Gauss’sche Definition der Gammafunction ge-
geben sein, welche solchergestalt als Quell einer neuen Methode zu be-
trachten ist, die den zerrissenen Faden wieder anzukniipfen vermag —
als erstes Beispiel mogen uns nun die Formeln O) selbst dienen.

Wenn es sich darum handelt, ohne vorherige Kenntniss der Exi-
stenzbedingung den Werth der Integrale

(o]

o
J‘cosbz F4% and J‘smlbz N
z
0

i
4

zu erforschen, so ersetzt man die Factoren z—* durch das Integral

s )
1 — 4% 50 — 1
I‘(}.)fe U du,
0

eine Substitution, welche, wie die unbestimmte Integration heweist,
auch im Falle ganzer negativer 4 noch statthaft ist. Hierauf unterwirft
man die rechte Seite der Gleichungen

N

co8 bz Wt [ S )
—zl e ——-F(l)fcos bz dzfu e du
0 0

o o

sin bz e S N. i R
f i dz__—~1_,(l)fsmbzdzfu cEs = dal
0 % 0

2
0

der umgekehrten Integration; diese gibt sehr leicht

[a )

N
fcosbz b blf‘i ot do
o TR AT

[s+) (s %)
J'sinbz res pt—1 (pd—1dw
peRsi s tibeT YL | T

und dieses sind die Formeln, welche, seien sie nun einer Correction be-
diirftig oder nicht, die volle Losung des Problemes enthalten missen.
Eine Correction kann selbstverstindlich innerhalb des Bereiches der Con-
vergenz nicht eintreten; das Resultat dieses Theiles der Aufgabe sind
die bekannten Bestimmungen innerhalb der bekannten Grenzen. Aber die
Aufgabe selbst ist damit noch keineswegs erschopft; die Reductionsfor-
meln deuten selbst auf die Moglichkeit einer weiteren Verfolgung des
Gegenstandes hin, indem sie fiir negative 4 rechter Hand Ausdriicke wie

% zu Tage bringen, welche nach dem Satze von der Aequivalenz der
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Divergenzen stets reducirt werden konnen. Es wiirde sich also darum
handeln, diese Reductionen nach den bekannten Regeln auszufithren —
wenn man nur auch sicher wire, dass die Formeln jetzt auch noch
durchgingig richtig bleiben, d. h. dass die umgekehrte Integration fiir
diesen Divergenzfall zulissig ist. Hier liegt die Schwierigkeit, welche
spater noch klarer zu Tage tritt und welche zeigt, dass die angewendete
Methode verlassen werden muss. Die gewonnenen Formeln selbst nim-
lich verlieren doch nicht ihre Bedeutung; man nehme in der ersten
‘Formel 4 =— (2p + 1), in der zweiten sei A = — 2p; die Ausdriicke
rechter Hand werden jetzt

2 sec ..__(211—2*—1)_” . sec ——(2p-;l)”
—p=ap—d e o5 SR e L h—8uSiil (D 2) ——m————
2 r—2p+1 ' Bk )csc[—(2p+1)nl
@pt-Dm - (2p 1w
__T@ep+?) g o TR R _T@p+2), 2pFen
=TT Topp4d ¢ Cp+i)= = paertd 2
COS——2—-——
Al T csc pm ] (7 cSC pm
2p2p+1 I'(—2p) + 9p2p+1 I'(2p ¢ 1) csc2pm
_rep+1 . Cp+)=
=7 ghena L e

und dieses sind specielle Fille der Formeln 0).

Diese Bemerkungen genfigen nun aber gerade, um das vorliegende
Problem mittelst der Stellvertretung des Euler’schen Integrals I'(4)
durch die Gauss’sche Function I'"(4) zu losen. Nach dem mehrmals
Gesagten und nach den Griinden, welche fiir die Stellvertretung sprechen,
stellen wir das in seinen Fundamenten bedrohte Problem wieder her,
indem wir die Formeln 0) in der ganzen positiven Ausdehnung des Ex-
ponenten w fiir das Cosinusintegral, fiir das Sinusintegral ausserdem noch
unter Zulassung negativer p > — 1 behaupten.

BEs sei uns gestattet, diese Behauptung in den beiden aequivalenten
Formen

e Lot
cosbz LY b
a) j 7 At = S gm0 k=i
0
Q;inbz wb 9
f p 42 = SFDysingin’ e

0

b) jz-”’—l cosbzdz:r—@L—)—cZ%iﬂ—”, O<p< + o0
. .

o

‘vz"_lsinbzdzzﬂ(—")—?:”—”’i, —l<p<+4 o©

7
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zu wiederholen. Der Reciprocitit aller Factoren der beiden Formen ent-
spricht, wie wir gesehen, eine gewisse Reciprocitit der Formen selbst.
Wir haben die Form b) eben aus der Form a) hergeleitet. Es muss
moglich sein a) aus b) mittelst derselben Stellvertretung zu erhalten.
Die Integrale linker Hand von b) mdgen zu Fourier’schen Integralen
erweitert werden. Hierzu dienen die Functionen auf der rechten Seite
von b) und man hat sofort
b o

(o8]
2 08 L
nfcosbzdzfcoszuﬂc—z’“”du—f 1 cosbzdz,

w

J‘ sin bz fem 2U L dudz __f L sinbzdz.

Von TInteresse ist hier, wie man alsbald erkennt, die Grenzen-
bestimmung a =0, & =o0. Zwar divergiren jetzt die Integrale nach
w; es handelt sich jetzt aber auch nicht um die Fourier’schen Doppel-
integrale, sondern um ihre Correction,s um die Elimination ihrer Diver-
genz zum Zwecke der Herstellung der Integrale rechts. Dies geschieht
bei Anwendung der stellvertretenden Function Gamma und man ist zur
Annahme der Formeln a) fiir positive 4 << + oo gen&thigt, deren rechts-
seitige Werthe jetst nichts anderes als die Hauptwerthe der linksseitigen
Divergenzen sind.

In moglichster Kiirze schliessen wir an diese Betrachtungen die
Erweiterung jener umfassenden einfachen bestimmten Integrale, welche
erst nach dieser Erweiterung befihigt sind, auch die Formeln 0) in
ihrer neuen Gestalt als specielle Fille zu enthalten. HKs sind dies die
Integrale Cauchy’s:

+o

e—bzz’
T
(@ + 23)® (lc+m) (l—{-zz)ﬁ

und die Integrale Dirichlet’s:

3) —bzi dz
f(ﬁ2+z2) (et s (a2+zi)“2....

4)] : i
52 + 2%) [(k1 + zz)ul (k2 + 2i)"2 ] [{l(‘ll +“)}11 {1(q2 "l"“)} ]

deren Constanten «, % und 4 nach dem Vorhergehenden an die Bedin-
gung, positiv zu sein, nicht gebunden sind. Diese Integrale, welche
gleichfalls auf dem Woge der Cauchy’schen Integrationsmethode ge-
wonnen werden, erlauben auch dieselbe Behandlung wie die Euler’schen
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Integrale. Nur das Integral 2), bei welchem b =0 ist, bedarf der Be-
dingung « 4 B >1; es™gehort zugleich zu den wenigen Fillen, bei
welchen die Stellvertretung der Gammafunction bereits durchgefiihrt ist.
Eine Folge dieses Integrales sind die Formen

ud d
2 2
~f(cos 9)P " Lop 9 A9, f(sz’n 8)P " Lo g AP,
0 0

welche wir bei Gelegenheit des Parseval’schen Lehrsatzes benutzt haben.

Wir schliessen diese Betrachtungen iiber die Stellvertretung mit
einer Discussion der Definitionsgleichungen der Gammafunction. IThre domi-
nirende Bedeutung fiir die Integral-, ja selbst fiir die Differentialrechnung
ist kein Umstand mehr geeignet anschaulich zu machen als die Existenz
dreier, gleich allgemeiner, gleichberechtigter Definitionen. Die Fruchtbar-
keit dieser letzteren wird ausserdem durch die ausgezeichnete Eigenschaft
gesteigert, dass ihr Argument das gesammte positive wie negative Bereich
der reellen Zahl beherrscht.

Man kann in der Gleichung

rara—a=

nach Belieben 1 — 4 mit 4 und umgekehrt vertauschen, ohne mit den
iibrigen Definitionen, der Reductionsformel zweier um die Einheit des
Arguments verschiedener Gammafunctionen, sowie der Gauss’schen Limi-
tendefinition in Widerspruch zu gerathen. TFiir positive gebrochene 2
existirt nun tberdies ein der Gammafunction aequivalentes bestimmtes
Integral. Es ist aber, um es am besten zu sagen, ein Scheinmandver.
wenn die Analysis die angegebene Beschriinkung von 4 gerade hier fordert.
Sie selbst widerlegt hundertmale diese Forderung und zeigt die Conti-
nuitit der Integralbeziehung gleichfalls fir das ganze reelle Gebiet des
Arguments. So macht sie es auch unerlisslich, jene Beschrinkung zurick-
zunehmen und die Erscheinung dahin zu fixiren, dass die Integralbeziehung
durch das Princip der Stellvertretung und Hauptwerthssubstitution er-
halten wird. Damit ist dann die vierte und letzte Fundamentaldefinition
der Function Gamma génzlich hergestellt.

Aber es gibt, so einfach und klar diese Auseinandersetzungen auch
scheinen, immer noch eine Klippe, welche umschifft werden muss, wenn
die Lehre von der Stellvertretung nicht scheitern soll. Die allgemeinste
Definition der Gammafunction hat die Aufgabe zu losen,. die Discontinuitat
der Integrationsmethode Cauchy’s zu iiberbriicken. Aber diese Definition
enthalt selbst Discontinuititen. Wie die zuletzt angesetzte Gleichung zeigt,
finden diese statt fiir alle ganzen, positiven und negativen Werthe von
A mit Einschluss der Null. Gerade im Momente, da die Integrationsformel
Cauchy’s die erste Divergenz enthilt, fir 2 — 0, wird die stellver-
tretende Function gleichfalls divergent. Sie macht wie die Tangente einen

7*

T

i e ot e D
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Sprung, indem sie — oo verlisst, um mit 4 oo wieder anzusetzen. Es
ist merkwiirdig, dass gerade bei diesen Stellemt, wie wir gezeigt, die
Cauchy’sche Formel wieder eintritt, um ein anderweitig bekanntes Re-
sultat zu liefern. Wir missen demnach bei den einfachsten oscillirenden,
den Euler’schen Integralen von Neuem ankniipfen, Denn es ist klar, dass
bei solchem gleichzeitigen Eintreten der Divergenz von den Momenten
derselben auf alle Zwischenstellen kein Schluss erlaubt und also die
Methode der Substitution illusorisch ist. Das Bedenken schwindet erst,
wenn dargethan ist, dass auch fiir Zwischenwerthe des Arguments Resul-
tate entspringen, deren Richtigkeit ebenfalls von andersher feststeht. Ist
dieser Beweis gegeben, so ist mit der Sicherstellung der Methode sofort
auch ihre unbeschrinkte Geltung erwiesen. Man muss also auf die erste
Genesis der Formeln 0) zuriickgehen; wir erhielten diese fir die Werthe

1 1
—E,O,E, 15K b

aus der Aequivalenz der folgenden Integrale

=

ey fe-“” eos (o?) da = fsin @ — 2?) de,
0 b

[a ]

fe— e gin (a?) dz = fcos (b — a?) da;
0 b

o © bi

fe"“”‘ cos (#?) dx = Jsin @ + «*) dx — J.sin B + 2?) de,
0 0 i
o o b

Je““"x sin (2?) dx = fcos ® 4 «?) dx — jcos (0 4 a?) d e,

0 0 0
indem wir sie in convergente Potenzreihen nach der Constanten b ent-
wickelten. Hierin sind nun schon die gebrochenen Werthe von 4 solche,
fiir welche eine Discontinuitit der Gammafunction nicht eintritt und zu-
gleich solche, die die Anwendung der Cauchy’schen Integrationsmethode
direct verbieten.

Wieder sind wir gendthigt, ein fundamentales Hilfsmittel zur Be-
wiltigung der im Gebiete des Reellen typischen Discontinuititen dadurch
zu legitimiren, dass wir Resultate der Theorie von den Funetionen com-
plexer Variabeln zur Bekriftigung unserer Folgerungen heranziehen. Die
angesetzten Hilfsgleichungen, die am natiirlichsten mittelst geschlossenen
Integrationen dargestellt werden, zeigen selbst die Spaltung urspriinglich
reeller und imaginirer Bestandtheile. Die grosse Classe der oscillirenden
Integrale besitzt eine tiefere Wurzel in der complexen Variabelntheorie,
und fiigt sich nur schwer den Methoden der reellen Integralrechnung. Es
wire dies iibrigens ihr kleinerer Fehler. Aber sie betrachtet von Anfang
an analytische Formen getrennt, die- nur mit- und durcheinander ein
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wahres Leben und Ausdruck gewinnen. Sie muss so hauptsichlich die
Formen mit geradem von denen mit ungeradem Index sondern, die ug-
spriinglich unterschiedslos sind. Mit der complexen Functionentheorie
dagegen theilt sie die Schwierigkeit, die in der bisher unaufgehobenen
Discontinuitit jener Gesammtfunctionen, welche discrete Reihen von Diffe-
rentialquotienten mit lediglich ganzem reellen Index umfassen, besteht.
Wenn die Gammafunction mit ganzem Argument diese discontinuirlichen
Functionen charakterisirt, so scheint dagegen die Gammafunction mit
gebrochenem Argument bestimmt zu sein, die zweifellos existirende Briicke
zwischen den einzelnen discreten Differentialquotienten herzustellen. Es
konnen die Fundamentalformeln der Lehren von den geschlossenen Inte-
grationen und den Fourier’schen Doppelintegralen, wie sie in den vor-
stehenden Betrachtungen unter ¢) und 21) dargestellt sind, vielleicht eine
Vorstellung von jener Verbindung gewihren. Von dieser aber allein kann
eine Aufhebung der Discontinuitit der Methoden der Differential- und
der Integralrechnung selbst erwartet werden.

Berichtigungen.

Seite 9, Zeile 3 und 4 von unten bezeichne die Formeln durch A').

N1 T e | A » lies T statt o und streiche den Punkt.

R A VT R % . €20 statt @7 und ret'? statt gett?,
T RO e | 3 i s b’ statt A.

” 25- ” 2 " n et 2 statt +.

T von oben yll, statt ¢f.

s (0—72 lies unter den Zeichen ¢ und f durchgingig k-1 statt h und £ —1
statt Z.
« 15, Zeile 8 und 9 von oben vertausche f und g.

— b2 2 2__p2
s 94, , 10 von oben lies a? — 22 statt a2 4 22 und e b2z statt e b o

O
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