Fachbibliothek fiir Mathematik,
Statistik und Informatik an
der Universitdt Wien

M

Hist
271













277

11 ol

UNTERSUCHUNGEN

UEBER

DIE SUMMEN VON QUADRATEN

VON

RUDOLF LIPSCHITZ

WAL SEAN _.\\i’
s NI
Fachbiblinthek ¥fir Mothamatik
Stalishic uns yng sukan
der Universitdt Wien

BONN

VERLAG VON MAX COHEN & SOHN (FR. COHEN)

1886
1oy



e
gplvergiat e e de
Crgmy T Ll

Mathematik, i e
Mw-‘—-’“

ME-AF AHETS

+
'

Blale b I

~ .

i
b

.-

Alle Rechte vorbelialten,



Inhalt.

Einleitung . . . . . . .+ . . o o o oo .1

1 Trausformation einer Summe von zwei oder drei Qua-
draten in sich selbst dureh reelle Substitutionen . . b

Il Transformation einer Summe von beliebig vielen Qua-
draten in sich selbst durch reelle Substitutionen . . 59

Erste Abtheilung. Allgemeine Theorie . . . . 61

Zweite Abtheilang.  Anwendung der Theorie auf das
Problem des Tetracders von griosstemn Volumen
bei gegebenem Inbalt der Seitenfiiichen, und auf
die von Borehardt herrithrende Ausdehnung des
Problemy fir eine Mannigfaltigkeit von beliebig
viclen Dimensionen . . . . . . . . . . . 109

Il Transformation ciner Snmme von belichig vielen Qua-
draten in sich selbst fiir das Gebiet der einfach eom-
plexen Grisssen . . . . . . . . . . . . . . 12






Einleitung.

In einem Aufsatze, der unter dem Titel: Principes d’un cal-
cul algébrigue qui contient, comme espéces particuliéres, le caloul
des quantités imaginaires et des quaternions, in den Comptes rendus
der Pariser Academie vom 11. und 18. October 1880 vertffent-
licht ist, habe ich aus der reellen Transformation einer Summe
von beliebig vielen Quadraten in sich selbst die Regein fiir die
Rechnung mit symbolischen Ausdriicken abgeleitet, welche bei
den Summen von zwei Quadratenr in die mittelst des Zeichens
F—1 gebildeten complexen Grossen, bei den Summen von drei
Quadraten in die von Hamilton herrtthrenden Quaternionen tther-
gehen. Die Beschaffenheit dieser symbolischen Ausdriicke ist
wesentlich durch die Anzahl # der Quadrate bedingt, welche in
der betreffenden Summe vereinigt sind, so dass ein zu der Summe
von »n Quadraten gehtrender Ausdruck ein complexer Ausdruck
der n-ten Ordnung genannt werden darf. Man gewinnt eine
fortschreitende Einsicht in die Natur derselben, indem man er-
mittelt, welche Eigenschaften bei dem Wachsen der Ordnungs-
zahl erhalten bleiben, und welche durch andere ersetzt werden.
Boi der zweiten Ordnung ist das Resultat der Multiplication zweier
Ausdriicke von der Reihenfolge der Operationen unabhilngig, bei
der dritten und den htheren Ordnungen von der Reihenfolge ab-
hingig. In den Ausdricken der zweiten und dritten Ordnung
sind die linear auftretenden, mit Einheiten multiplicirten reellen
Grissen von einander unabblingig vorauszusetzen, und die An-
zahl dieser reelien Elemente betriigt bei den erstgenannten Aus-
drticken zwei, bei den zweiten vier. Wofern aber die Zahl # ¢den
Werth drei tthertrifit, haben die in den Ausdruck der un-ten Ord-
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nung linear eingehenden, mit Einheiten multiplicirten reellen Gros-

sen, deren Anzahl 2*' ist, die Eigenschaft, durch eine kleinere
Anzahl, niimlich 1 + "—("~;;1), von unabhiingigen reellen Elemen-
ten rational ausgedrickt werden zu kdnnen. Das System von
Einheiten, auf welches ich in der erwihnten Arbeit gefuhrt wor-
den bin, stimmt mit demjenigen Uberein, welches in der Abhand-
lung von W.3%& Clifford: Applications of Grassmanns extensive
Algebra (American Journal of Mathematics, Vol. 1, p. 350—358,
und Mathematical Papers, p. 266—276) entwickelt ist, und das
mir bei Verbffentlichung meiner Untersuchung nicht bekannt war.
Die fiir die Ausdrticke von htherer als der dritten Ordnung er-
scheinende rationale Abhangigkeit der linear eingehenden reellen
Grissen von einer kleineren Anzahl reeller Elemente ist indessen
von Clifford nicht vorausgesetzt. Dieser Umstand unterscheidet
meines Erachtens die bezeichneten Ausdriicke in charakteristischer
Weise von allen mittelst eines Systems von Einheiten gebildeten
Ausdriicken, die bisher untersucht worden sind.

Ingofern jeder complexe Ausdruck der x-ten Ordnung in
dem Begriff einer Summe von # Quadraten seine Quelle hat, wer-
den die complexen Ausdrticke der n-ten Ordnung da eine Anwen-
dung finden, wo der Begriff einer Summe von # Quadraten eine
wesentliche Rolle spielt. Es ist nun unsere Anschauung des
Raumes auf die Voraussetzung gegriindet, dass das Quadrat des
Linearelements im Raume gleich der Summe der Quadrate von
drei Differentialen, mithin das Quadrat der Entfernung zweier
Punkte gleich der Summe der Quadrate von drei rechtwinkligen
relativen Coordinaten ist, und dem entspricht in der Theorie der
Bewegung die Definition der lebendigen Kraft eines Punktes als
das Product seiner Masse in die Summe der Quadrate der drei
rechtwinkligen Componenten seiner Geschwindigkeit. Auf diesen
Thatsachen beruht, wie ich nicht zweifeln kann, die Beziehung
zwischen den complexen Ausdriicken der dritten Ordoung, oder
den Quaternionen, zu der Geometrie und Mechanik. Ein eigenthtim-
licher Zusammenhang lisst sich zwischen den Quaternionen und
dem Problem des grossten Tetraeders bei gegebenem Inhalt der
Seitenflichen nachweisen, ein Problem, mit dessen Durchfuhrung
und Ausdehnung auf eine Mannigfaltigkeit von belichig vielen
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Dimensionen mein verewigter unvergesslicher Freund Borchardt
gich ein so grosses Verdienst erworben hat.

Wenn man die unabhingigen reellen Elemente, mit Hilfe
deren ein complexer Ausdruck der n-ten Ordnung gebildet wird,
der Bedingung unterwirft, gleich Briichen zu sein, deren Zithler
und Nenner ganze Zahlen sind, so stellen die erzeugten Aunsdriicke
eine Verallgemelnerung der rationalen Zahlen dar, die fiir » = 2
mit den von Gauss eingefuhrten complexen rationalen Zahlen,
fiir =38 mit denjenigen Quaternionen zusammenfilit, deren
reelle Bestandtheile rationale Zahlen sind. Durch eine ferner hin-
zutretende Beschriinkung entstehen hieraus fiir n =2 die Gaussi-
schen complexen ganzen Zahlen, fiir n =23 die ganzzahligen
Quaternionen, filr grossere Werthe von n allgemeine complexe
Ausdriicke der n-ten Ordnung mit reellen ganzzahligen Coefficien-
ten. Zu jeder Vergrisserung des Exponenten n gehirt demnach
eine Erweiterung des Gebiets der Arithmetik, und zwar hiingen
die ganzzahligen complexen Ausdriicke der n-ten Ordnung ver-
mige ihres Ursprungs auf das genaueste mit den aus rationalen
Zahlen gebildeten Substitutionen zusammen, durch welche eine
Summe von # Quadraten in sich selbst verwandelt wird.

Bei jeder Untersuchung, welche sich das Ziel steckt, von einem
gegebenen Grssengebiet zu einem nenen Grissengebiet zu ge-
langen, kann ein doppelter Weg eingeschlagen werden. Entweder
wird eine gewisse allgemeine Beschaffenheit des neuen Grissenge-
biets schon vorausgesetzt, und verlangt, die Bedingungen zu er-
mitteln, welche erfilllt sein mtssen, damit bei dem neuen Gryssen-
gebiet bestimmte Eigenschaften des urspriinglichen erhalten bleiben.
Oder es wird innerhalb des urspritnglichen Gebiets eine Frage auf-
geworfen, geldst, und hierauf gezeigt, dass ihre vollstindige Beant-
wortung gerade durch die Hervorbringung des neuen Grossengebiets
den angemessenen Ausdruck findet. Nach meiner Auffassung bietet
der letztere Weg eine Biirgschaft gegen die Discussion willkiir-
licher Forderungen, und einem solchen Wege folgend bin ich von
dem Gebiete der reellen Grssen zu dem Gebiet der complexen
Ausdrticke der n-ten Ordnung thergegangen. Da nun das Gebiet
der complexen Ausdricke der zweiten Ordnung, oder kiirzer, der
einfach complexen Grossen vorliegt, habe ich die entsprechende
algebraische Aufgabe, n#mlich die der Transformation einer
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Summe von beliebig vielen Quadraten in sich sellst, auf dem
Giebiet der einfach complexen Grissen erbrtert. Es zeigte sich,
dass die vollstindige Lusung desselben zu den Regeln fur dic
Rechnung mit symbolischen Ausdrticken fiihrt, deren Bildungsge-
setz aus dem Bildungsgesetz der frither definirten erhalten wird,
indem die unabhiingigen reellen Elemente durch unabhingige
cinfach complexe Elemente ersetzt werden. Die symbolischen
Ausdriicke, welche auf dem hezeichneten erweiterten Gebiet zu
der Transformation einer Summe von % Quadraten in sich selbst
gehtren, knnen bicomplexe Ausdriicke der #-ten Ordnung ge-
nannt werden, und schliessen sich in ihren Kigenschaften den
complexen Ausdricken der s-ten Ordnung durchaus an. Hierbei
ergiebt sich fiir das Gebiet der reellen Grissen sehr leicht, wie
die mit den Aggregaten von lauter positiven Quadraten angestellte
Betrachtung auf Aggregate von Quadraten auszudehnen ist; von
denen gewisse in die positive Kinheit, die fibrigen in die nega-
tive Einheit multiplicirt sind.

Im Vorstehenden bin ich bemitht gewesen, einige der Ge-
sichtspunkte hervorzuheben, nach denen ich verschiedene Haupt-
fragen der Theorie der Summen beliebig vieler Quadrate behan-
delt habe. Drei der so entstandenen Untersuchungen, von denen
die erste wesentlich arithmetisch ist, dic beiden letzten wesentlich
algebraisch sind, Ubergebe ich hiermit der Oeffentlichkeit, und
hoffo, dass es mir vergtnnt sein werde, denselben in einiger Zeit
andere folgen zu lassen.



1
TRANSFORMATION EINER SUMME
VON ZWEI ODER DREI QUADRATEN
IN SICH SELBST

DURCH REELLE SUBSTITUTIONEN.






Die von Gauss geschaffene Theorie der complexén ganzen
Zahlen beruht auf der Erkenntniss ihrer Zerlegung in unzerleg-
bare complexe ganze Zahlen oder complexe Primzablen. Mit die-
sem Mittel ktnnen auch die siimmtlichen Substitutionen dargestellt
werden, welche eine Summe von zwei Quadraten in sich selbst
transformiren und deren Coefficienten rationale Zahlen sind. Die
Transformation einer Summe von drei Quadraten in sich selbst
fithrt, wie in der Einleitung hemerkt ist, zu der Rechnung mit
Quaternionen, die Betrachtung der beztiglichen Substitutionen,
deren Coefficienten rationale Zahlen sind, zu der Untersuchung
der ganzzahligen Quaternionen, und hier interessirt in erster Linie
die Frage nach deren Zerlegung in unzerlegbare ganzzahlige
Quaternionen. Diese Frage habe ich mir vorgesetzt zu erforschen,
und theile das Brgehniss mit. Wie die Zerlegung einer complexen
ganzen Zahl in Primfactoren von ihrer Norm abhiingt, die eine
Summe von zwei ganzzahligen Quadraten ist, so wird die Zerle-
gung eines ganzzahligen Quaternion durch die Beschaffenheit
seiner Norm bedingt, die eine Summe von vier ganzzahligen
Quadraten ist. Meine Arbeit stiitzt sich daher auf die vorhandenen
Untersuchungen iber die Darstellung der Zahlen als Summen von
vier ganzzahligen Quadraten.

Nachdem Fermat als Bemerkung zu der 81. Aufgabe des
4. Buches des Diophant seinen bertthmten Satz iiber die Dar-
stellbarkeit jeder Zahl durch die Summe einer bestimmten Anzahl
von Polygonalzahlen einer gewissén Art ausgesprochen, hat sich
Euler mit dem Satze von der Darstellbarkeit jeder Zahl durch
die Summe von vier Quadraten in der Abhandlung beschuftigt:
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Demonstratio theorematis Fermatiani, omnem numeram primum
formac 4n+1 csse summam duoram quadratorum (N. Comm.
Petrop. V, 1754, p. 3; Comm. ar. T, p. 210).

Diese Abhandlung enthiilt in Art. 93 den algebraischen Satz,
der dazu dient, das P'roduct zweier Summen von vier Quadraten
als eime Summe von vier Quadraten darzustellen; aus demselben
konnen die Regeln filr diec Rechnung mit Quaternionen direct ah-
geleitet werden.  In dem Nachlasse von Gauss, Werke I11, p. 384
ist eine andere ¥assung dieses Satzes, bei der Paare von conju-
girten complexen Grissen henutzt sind, mitgetheilt,

Der erste vollstiindige Beweis des Satzes, dass jede Zahl
gleich der Summe von vier Quadraten ist, befindet sich in der
Arbeit von Lagrange: Démonstration d’'un théoréme d’arithmé-
tique (N. Mém. de P'acad. des se. de Berlin, 1770, Ocuvres 111,
p. 189), und ist von Euler in dem Aufsatze: Novae demonstra-
tiones circa resolutionem numerorum (Acta Erudit. Lips. 1773,
p. 193, Acta Petrop. I, 11, 1775, p. 48, Exhib. 1772, Septbr, 21.,
Comm. ar. 1, p. 538) ausfubrlich erértort worden. Auf die Dar-
stellung der Zahlen als Sammen von vier Quadraten fiel ein
neucs Licht durch die von Jacobi aus der Theorie der ellipti-
schen Funetionen gewonnence Bestimmung der Anzahl der sdmmt-
lichen Darstellungen einer gegebenen Zahl.  Diese Bestimmung
ist am Schluss der Fundamenta nova angegeben, in der Note sur
la décomposition d’un nombre donné en quatre carrés (Crelle's
Journal 3, p. 191, Werke T, p. 245) hesonders herausgehoben, und
in dem Aufsatze: De compogitione numerorum e quataor guadra-
tis (Crelle's Journal 12, p. 167) rein arithmetisch bewicsen. Eine
knappere Zusammenfassung dieses Beweises enthillt der Aufsatz
von Dirichlet: Sur 'équation # + 4+ o* + w’ = 4m (Liou-
ville’s Journal, deuxiéme série, 1, p. 210), in welchem Dirichlet
erwihnt, dass er schon lange einen Beweis dieses Satzes auf
andere Principien gegriindet habe, und dass dieser Beweis einen
naturgemilssen Platz in einer Arbeit finden werde, die ihn seit
einiger Zeit beschiftige. Wie hekannt, ist er an der Veriffent-
lichung dieser Arbeit durch den Tod gehindert worden. Noch
habe ich den von Cauchy gegebenen, in den ersten Band der
Exercices p. 263 aufgenonmimenen vollstindigen Beweis des alige-
meinen die Polygonalzahlen betreffenden ¥ermat’schen Satzes
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anzufifhren, sowie die der Darstelling der Zahlen durch vier
Quadrate gewidmete Untersuchung des Herrn Hermite: Sur la
théorie des formes quadratiques, second mémoire (Crelle’s Journal
47, p. 343).

Beztiglich des Ganges meiner Untersuchung muchte ich noch
eine allgemeine Bemerkung machen. Die Zerlegung der com-
plexen Zahlen in Primfactoren haftet, wie mir scheint, an dem
Umstande, dass bei diesen Zahlen das Resultat der Multiplication
von der Anordnung der Operationen unabhingig ist. Auch bei
den allgemeinsten slgebraischen Zahlen hat die zur Anwendung
kommende Multiplication die genannte Beschaffenheit, und es
bleiben nach Einfuhrung der geeigneten Begriffe die Gesetze der
Zerlegung hestehen, wie Herr Dedekind gezeigt hat (Vorle-
sungen Dirichlet's tber Zahlentheorie, zweite und dritte Auflage,
und: Sur la théorie des nombres entiers algéhbriques, Darboux’s
bulletin, 1877). Der Nachweis der Existenz der idealen Prim-
factoren in der von Herrn Kummer herrtbrenden Theorie der
aus der Kreistheilung entspringenden complexen ganzen Zahlen
grimdet sich auf gewisse Congruenzen, welche in einfacher Ge-
stalt bei der Zerlegung der complexen ganzen Zahlen von der Ge-
stalt a + b y—1 auftreten. Fir die Theorie der algebraischen
Zahlen hat Herr Dedekind die entsprechenden Congruenzen in
der Anzeige der zweiten Ausgabe der erwithnten Vorlesungen in
den Gattingischen gelehrten Anzeigen vom 20. September 1871
mitgetheilt. Nun stellte sich heraus, dass die Frzeugung der
ganzzalligen Quaternionen durch Multiplication von nicht zerleg-
haren ganzzahligen Quaternionen ebenfalls anf dem Vorhanden-
sein von gewissen Congruenzen beruht, jedoch se, dass dabei
dic Reihenfolge der Operationen eine entscheidende Bedeutung
behiilt. Da somit an das Gebiet der Gaussischen complexen
Zahlen auf der einen Seite das Gehiet der sammtlichen algebrai-
schen Zahlen, auf der andern Seite das Gehiet der ganzzahligen
Quaternionen anschlicsst, und da sich hier nach verschicdenen
Richtungen Uebereinstimmungen und Gegensiitze geltend machen,
go werde ich zur Beleuchtung dieser Verhilitnisse zunichst auch
auf die Zerlegung der Gaussischen complexen Zahlen eingehen.
Ich beginne mit der reelien Transformation einer Summe von
zwei Quadraten in sich selbst, um die Rechnung mit complexen
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Girdssen zu begriinden und hierauf zu dem Gebiet der complexen
ganzen Zghlen zu gelangen. Dann werde ich die reelle Trans-
formation einer Summe von drei Quadraten in sich selbst be-
trachten, dadurch die Rechnung mit Quaternionen begriinden,
und zu den ganzzahligen Quaternionen #bergehen,

L

Es sei eine lineare mit den reellen Coefficienten oy, o,
oy, 0, versehene Substitution gegeben, welche die reellen Varia-
beln z, und x, als Functionen der reellen Variabeln y, und y,
darstellt und die Quadratsumme der ersteren in die Quadratsumme
der letzteren transformirt, so dass die Gleichungen bestehen
(1) {%=%%+%m

Ty=ty Y +op Y,
@) 2 + =y +4;.

Die Substitutionsdeterminante, welche gleich + 1 oder —1
sein kann, wird gleich + 1 vorausgesetzt. Nun lisst sich aus
der vorliegenden Substitution eine zweite zu demselben Zwecke
geeignete von derselben Determinante ableiten, indem man die
vier Coefficienten mit der negativen Einheit multiplicirt. Jedem
der beiden Systeme von Elementen ist ein anderes zugeordnet,
das entsteht, wofern in der von oben links nach unten rechts lau-
fenden Diagonale zu jedem Element die Einbeit addirt wird.
Die Determinanten dieser beiden Systeme
@ [Drhel e
Oy, @+ 1 —a,
besitzen die leicht zu beweisende Eigenschaft, dass sie nicht
gleichzeitig verschwinden knnen. Da niimlich ihre beiden Werthe
respective gleich |
4) 2+, + oy, (4a) 22—y —0g
gind, so ist deren Summe gleich 4, woraus das hehauptete noth-
wendig folgt. Wenn also bei der gegebenen Substitution das
System (3) eine verschwindende Determinante hat, so ist dies
bei dem System (3 a) sicher nicht der Fall. Es darf daher vor-
ansgesetzt werden, dass bei dem von jetzt ab zu betrachtenden
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System von Coefficienten die zugehtrige Determinante (3) nicht
gleich Null sei.

Die bezeichnete Determinante tritt aunf, sobald man aus der
Substitution (1) die Gleichungen ableitet, durch welche die Summen
% +y, und &, +y, als Functionen von y, und g, dargestellt
werden,

) { ity =y +1) 41 + oy,
Ty + Y=y % + (0 + 1) 9.

Nach der getroffenen Voraussetzung werden gy, und ¥, durch
die Auflosung eindeutig bestimmt, und man erhilt die Differenzen
#,—~y, und x,—y, durch die Summen z, + y, wnd ; + y, so aus-
gedritckt
/ (sg—0y) (@, +9) + 20, (2, + 9)
= 24, + oy
2 uy (1 + ;) + (ag—uy) (2, +9,) .

2+ ey + ouy

=

(6)

LY =

Wegen der Voraussetzung o, ay—0), &, =1 ist

0,0, =0, a,+a, =0,
Bestimmt man daher fir eine beliebig aber von Null verschieden
gewihlte Grosse 1, die Grossen Aj; A, durch die Gleichungen

A
7 Yo _ 2o 4a,=0
® TFa, — 3,0 BT a=

80 erhilt (6) die Gestalt

Ty, = %3 (z3+9,)

® ]
31
O =7 (2, 4y,
)
oder auch .
©) by @ +hy ag=dy y,+iy, 9,

hot +4y 23=2y 9, +4) 9,.

Wenn hier die erste Gleichung mit der Einheit, die zweite mit
einem symbolischen Factor i,, multiplicirt und zu der ersten ad-
dirt wird, so ktnnen heide Seiten als Produete dargestellt wer-
den, indem man vorschreibt, dass
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(10) (RoHisg py) (1) o+, @) = 1y @y + Ay Ty Hoyy (g @, + 2y )

Uotip, 9) A~y Ay = hoyy Ay, 9, +iyy (A 4+ 20 9,)
sein soll. Zu diesem Zwecke geniigt es, filr das Symbol i, die
einzige Gleichung
(11) i, =—1
vorauszusetzen, Die Eigenschaften dieses Symbols fallen hiernach
mit den Eigenschaften des Symbols ¥ =1 zusammen, und es zeigt
gich, dass das Ergebniss der Multiplication von zwei complexen
Ausdriicken

(ot iy Ap) (241, 2,)

hei der Vertauschung der Factoren ungetindert bleibt. Durch die
Gleichsetzung der Producte (10) entsteht die Gleichung
(12) R +iy, by) (244, 2) = (91, 5) (By—inp byy),s
in welcher die beiden Gleichungen (1) zusammengefasst sind. Die
Multiplication mit dem zu 444, 4., conjugirten Ausdruck 4,—i,, ,,
liefert die Gleichung
(13) (Ro+hy) (@ +i,2,) = (y, 44, 1)) (=i, 4,
auf deren linker Seite dic Norm von (A +1,4,,)
(13%) NQA iy dy,) = B+14,
als Factor auftritt.

Nimmt man zwei belichige reeile Elemente A; und 4,,, und
zwar A, von Null verschieden, und bildet mit denselben eine
Gleichung nach dem Schema (12), so folgt aus der zugehdrigen
Gleichung (13) ein System von linearen Ausdricken der Variaheln
%, und x, durch die Variabeln y, und y,, welches die Gleichung
(2) befriedigt. Hierbei werden die Coefficienten durch die Glei-
chungen

2 42 :
(14) o)) = oy = lg:i;ﬁ; 0= 0y =‘?—01’?‘
Aty Aoty

bestimmt, und die zugehorige Determinante (4) erhiilt den Werth
s 44

( 'J) m:

welcher wegen der ttber 4, getroffenen Annahme nicht verschwin-
den kann. Also bringen alle complexen Ausdriicke Ag+1;,4,,, in
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denen A, von Null verschieden ist, in (12) eingefithrt, lineare Sub-
stitutionen (1) hervor, bei denen die Determinante (4) nicht ver-
schwindet.

Es moge jetst ¢, durch ¢ ersetzt und eine zweite lineare
Substitution betrachtet werden, bei der die Variabeln Y1, ¥, Yyon
den Variabeln #,, 2, so abhingen, dass

(16) Uity =ai+e

ist. Zuerst nchme ich dic specielle Substitution

(17) Y= 2y Y= %,

welehe durch die eine Gleichung

(18) i(y, +iy,) = (2, +42,) (—1)

crsetzt wird. Durch Verbindung von (1) wnd (17) folgt
(19) Ty =—0) 504

Ty == —0g) &0y &,
durch Verbindung der cutsprechenden Gleichungen (12) und (18)
komnt
(20) §(Rotihyp) (2, +img) = (o) +iey) (—i) (A—idyy).

Wenn also in (12) statt Aj+4-id, der Ausdruck ¢ (4,+1k,)
eingesetst wird, so verwandelt sich die Substitution (1) in cine
solche (19), bei der die vier Coefficienten mit der megativen Ein-
heit multiplicirt sind. Weil nun alle hier in Betracht zu zichen-
den linearen Substitutionen aus den Substitutionen (1), fiir welche
die Determinante (4) von Null verschieden ist, erhalten werden,
indem man diejenigen hinzufiigt, bei denen die betreffenden Co-
efficienten mit der negativen Einheit multiplicirt werden, so sind
alle bezeichneten linearen Substitutionen durch die Gleichungen
(12) und (20), zusammengenommen, repriisentirt. Die complexen
Ausdrticke 244l und i(A,+144,), bei denen 4; von Null verschie-
den ist, stellen aber alle complexen Ausdrlicke obne Ausnahme
dar, deren Norm nicht gleich Null ist. Daher werden alle Sub-
stitutionen (1) dureh die Gleichung (12), beziehungsweise dic
Gleichungen (14), dargestellt, wofern der complexe Ausdruek
Ay +i,, A, nur die selbstverstindliche Bedingung erfullt, dass beide
recllen Elemente niebt gleichzeitig gleich Null sind, oder dass scine
Norm nicht gleich Null ist.

Wenn cine zweite Substitution mittelst eines belicbigen com-
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plexen Ausdrueks gr,+ip,, durch die nach dem Schema (12) for-

mulirte Gleichung
(21) (F‘o'i"il']g) (y1+iy2) = (zﬁ' i’z) (:"o—i."m)
dargestellt wird, so erhilt man fiir die aus der successiven An-
wendung der beiden Substitutionen hervorgehende Substitution die
Gleichung
(22)  (uy+ipnyy) (Ag+1dy,) (2, + izy) = (o, +12,) (,—1t1) (Rg—iA ).
Hier tritt das Product der complexen Ausdriicke g+, und
Ay+ik,, auf, dessen Norm von Null verschieden sein muss, weil
dies fiir jeden der beiden Factoren der Fall ist, und es folgt zu-
gleich, dass bei der Zususammensetzung der Substitutionen die
Reihenfolge beliebig vertauscht werden darf, ohne dass das Er-
gebniss sich #ndert.

2.

Ich komme jetzt zn der Aufgabe, wenn eine positive ganze
Zahl m gegeben ist, zu entscheiden, unter welchen Bedin-
gungen dieselbe gleich der Norm einer complexen ganeen Zahl
Ay+144, sein ktnne, fiir den Fall der Moglichkeit alle betreffenden
complexen ganzen Zahlen 4 +4-6,;, aufzustellen, und jede derselben

auf alle Arten¥durch Multiplication von unzerlegbaren complexen
ganzen Zahlen hervorzubringen. Man kann die complexen ganzen
Zshlen 2,+i4,; in solche eintheilen, bei denen filr die ganzen
Zahlen A und 4,, kein gemeinsamer Theiler, und in solche, bei
denen ein gemeinsamer Theiler vorhanden ist. Es mdgen die
ersteren eigentliche, die zweiten uneigentliche complexe ganse
Zahlen genannt werden, und es werde die gestellte Aufgabe aunf
die eigentlichen complexen ganzen Zahlen beschrinkt. Da bei
ciner solchen Zahl i,+ik,, die ganzzabligen Elemente 4, und 4,

nicht gleichzeitig gerade sein konnen, so muss die Norm 45423,

entweder ungerade oder das Doppelte einer ungeraden Zahl sein.

Es sei nun

) B4d s =m,

und p” irgend eine in m enthaltone Potenz einer ungeraden
Primzahl p. Dann lisst sich immer ein Paar Zahlen & und &, an-

geben, die den Congruenzen
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) { A & +4y & =0 (mod. p")

habitdy & =0
gentigen und nicht beide durch p aufgehen. Keine der Zahlen
%, und 2,, kann durch p aufgehen; denn wenn die eine so be-
schaffen wilre, mllsste es wegen (1) auch die zweite sein, mit-
hin’ witrden dann beide gegen die Annahme durch p theilbar sein.
Hierans folgt, dass jede der beiden in (2) enthaltenen Congruen-
zen fir sich allein erfullt werden kann, und man schliesst auch
leicht durch Zuziehung von (1), dass aus der Gdltigkeit der einen
die Befriedigung der anderen folgt. Desgleichen ergiebt gieh, in-
dem die erste mit ¥, die zweite mit &, multiplicirt und addirt
wird, weil A, durch p nicht theilbar ist, die Congruenz
(3) E+£=0 (mod. p").

Legt man in der ersten Congruenz (2) der Zahl &, den Werth
der Einheit bei, so wird der zugehtrige Werth £ = w durch die
Congruenz
(4) hyw+d, =0 (mod. p")
cindeutig hestimmt. Bei einem beliebig gewlihlten, durch p nicht
theilbaren Werth £, erbiilt dann & dic unzweifelhafte Bestimmung

) & =0k, (mod p"),
und fir @ kommt die bekannte Congruenz
6) ©*+1= 0 (mod. p").

Wenn also alle Paare von Zahlen (&, &), die den Congruecnzen
(2) gentigen, die nicht gleichzeitig durch p aufgehen, und aus
den Zahlen eines Paares durch Multiplication mit derselben Zahl
crhalten werden kbnnen, als aequivalent hetrachtet und in eine
Classe zusammengefasst werden, so gehtrt zu jeder eigentlichen
complexen Zahl 4,44, 2,, eine vollkommen bestimmte Classe von
Auflisungen der Congrueneen (2), der Congruens (3) und, was
damit zusammenfillt, eine vollkommen bestimmte Wurzel der
Congruens (6). Es muss daber diese Congruenz mbglich sein,
damit die Gleichung (1) bestehen kann. Hier beziehe ich mich
auf die bekannten Sitze, dass die Congruenz (6) mtglich ist oder
nicht, jo nachdem die ungerade Primzahl p, durch 4 getheilt, den
Rest 1 oder 3 lisst, und dass diese Congrucnz im ersten Falle
stets zwei Wurzeln hat, Demnach werden die Zahlen m, welche



16 Darstellung einer Primzahl als Norm einer complexen Zahl.

Primtheiler von der Gestalt 4+ 3 haben, von der Darstellbarkeit
als Normen eigentlicher complexer ganzer Zahlen ausgeschlossen,
und es bleiben nur die Zahlen tibrig, welehe keine anderen un-
geraden Primtheiler als solche von der Gestalt 4r+1 enthalten.
Aus diesem Grunde treten die Primzahlen von der Gestalt 4743,
welche bekanntlich in dem Gebiete der complexen ganzen Zahlen
die Eigenschaft von Primzahlen behalten, in der anzustellenden
Betrachtung ttberhaupt nicht auf.

Ich werde jetzt zeigen, dass jede Primzahl p von der Form
4r+1 durch die Gleichung (1) in der Weise dargestcllt werden
kann, dass die betreffende complexe Zahl 4 444, zu ciner belicbig

gegebenen Classe von Auflisungen der Congruenz

(8%) E+E =0 (mod. p)
oder zu der entsprechcnden Wurzel der Congruenz
(6%) o' +1=0 (mod. p)

gehtrt, Weil die gesuchte complexe Zahl 2,464, nicht gleich dem
Produet von zwei complexen ganzen Zahlen sein kann, deren Nor-
men von der Kinheit verschieden sind, so ist sie eine unzerlegbare
complexe Zahl oder ecine complexe Primzabl, Mit ciner bestimm-
ten Wurzel «w von (6*) und ciner belichigen durch p nicht theil-
baren Zahl &, bilde man das System von Zahlen

(7) gl = ’”.szy gg (m()d' p):
und wible ein Paar denselben respective congruente Zahlen so,
dass jede dersclben numeriseh kleiner als §p ist. Diese Zahlen
ktnnen nicht gleichzeitig durch p aufgehen. Ich werde dieselben
mit Herausheben ihres grossten gemeinsamen Theilers 7, der damn
auch nicht durch p theilbar scin kann, folgendermassen bezeichnen:
(®) 10 = &y Toy =§, (mod. p),
9 0ty =0
Nunmehr hat die Norm 2° (9§+9f2) die Eigenschaft, durch p auf-
zugehen und kleiner als ip2 zu gein, mithin hat auch der Factor
¢e+¢, diesc Eigenschaft.

Demnach besteht fiur die cigentliche complexe Zahl g +idg,,
die Gleichung
(10) 95’*‘??2 = pt,
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wo die Zahl ¢ kleiner als }p ist, und es gelten die Congruenzen
(11) @ §i+ené, =0 (mod. p)

€10 §1+Qo §2 =0.
Man kann jetzt aus der eigentlichen complexen Zahl g,+1¢,,
eine andere eigentliche complexe Zahl i + ig{; ableiten, welche

den in (10) und (11) ausgedrtickten Bedingungen gentigt, und bei
der auf der rechten Seite von (10) der Factor von p kleiner als

t ist. Es migen zwei Zahlen ¢, und ¢, gewihit werden, die
den Congruenzen
(12) Po = 051 Pro = 05y (mod. ?)

gentigen und numerisch kleiner oder htchstens gleich 1¢ sind.
Dann hat man eine Zahl

(13) ot =t 10,

bei der t¥ < 3¢ ist, und die, weil £ << § p ist, keinenfalls durch p
aufgeht. Wird jetzt das Product (¢, —ig,,) (0,+10,,) gebildet, so
mtissen die reellen Bestandtheile desselben durch ¢ aunfgehen; da
ferner die Norm des Products gleich p £ #" ist und deshalb durch
p, aber nicht durch p' aufgeht, so hat der grosste gemeinsame

Theiler jener reellen Bestandtheile die Gestalt 7 ¢, wo <™ nicht
durch p theilbar sein kann. Demnach wird eine cigentliche com-

plexe Zahl o’ + io!) durch die Gleichung
(14) @o—iny) (eptiey) ="t (e +ior;

definirt.  Aus (1) erhitlt man durch Multipliciren und Addiren
die Congrucnzen

(g’ &+ ey &) = 0 (mod. p)
e} 5+ ) =0,
welehe, da weder ¢ noch " durch p aufgehen, die Congruenzen

; o & +oy 5=0 (mod.p)
ey e 5 =0

nach sich ziehen. Andrerseits folgt aus (10), (18), (14) die Glei-
chung

Lipschitz, Summen von Qnadraten. 2

(1) %

(16)
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tll)
('tu))é"

wo der Factor £ mithin auch der Factor

4y @ + (@l = p

AD
E tu)“)z
behauptet worden, haben dic mit der cigentlichen complexen

Zahl o{"+ipl) gebildeten Relationen (16), (17) respective die
e
"y

< it ist. Wie

Gestalt von (11), (10), und der Factor - ist jedenfalls kleiner

als der Factor 2. Somit kann das angegebene Verfahren wieder-
holt werden, um den auf der rechten Seite von (10), beziehungs-
weise (17), crscheinenden Factor von p mit jedem H(-lmtte mehr
herahzndritcken, bis derselbe fir eine cigentliche ('omplexe Zahl

(") + w;‘;) gleich der Einheit wird. Dann aber gelten die Re-

latwnen
(18) P+ =p,

) )]

& +ey &=0 (mod. p)
(19) 21 T2

l g(']E+9mE =0,

welche eine zu der gegebenen Congruenzlisung (£, &) gehtrende
Damstelling der Primzahl als Norm der complexen Primeahl
pé") +"!'Ql(;) enthalten. Dic complexen Zahlen, welche aus der vor-
liegenden durch Multiplication mit einer Einheit hervorgehen, ent-
sprechen derselber Congruenzlisung; von diesen vier complexen
Primzahlen ist eine heranszulieben und zur Anwendung zu be-
nutzen.  Offenbar liefert die conjugirte complexe Primzahl
eg') zq]) durch ihre Norm ecine Darstellung der Primzahl 2,
welche zu der anderen Classe von Congruenzlisungen (&, —E,)
gehort; denn es kann niemals (g, &) mit (§, —§,) aequivalent
gein, weil sonst 25, durch p theilbar sein milsste, was unmiglich

ist. Die complexen Zahlen, dic aus g zgu durch Multiplication
mit einer Kiyheit entstehen, entsprechen selbstverstiindlich wieder
der gleichen Congruenzlisung, und auch von diesen vier com-
plexen Primzahlen ist eine bestimmte herausznheben und zur An-
wendung zu bestimmen.

Es ist jetzt wescntlich, die nothwendigen und hinreichenden
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Bedingungen daftir aufzusuchen, dass in dem Product von zwei
cigentlichen complexen Zahleu A, +iA, und py+ip,, dic beiden

reellen Bestandtheile durch dic Potens ciner wngeraden Primzahl
p? theilbar sind. Aus den zu befriedigenden Congrucenzen
@0) Mo Ag—tt1o Ay =0 (mod. p")
Hohptinedy =0
folgen die Congruenzcn

(1) wy (G4+22)=0, u, (B24+22) =0 (mod. p*)
(22) (yﬁ-i—;.‘;’g) 2, =0, (y§+p?2) 2, =0 (mod. p").
Weil aber i, und g, ohne Theiler sind, muss die Norm B413,,

weil 4g und 2,, ohme Theiler sind, dic Norm i, durch p?
aufgchen. Nach demn Fritheren gehort also die cigentliche com-
plexe Zahl 4 4k, zu ciner bestimmten Classe von Congruenz-
losungen (&, &) modulo p', desgleichen die cigentliche complexe
Zall py+-tu, 2n einer bestimmten Classe von Congruenzlvsungen

(1, n,) modulo p”. Setzt man fest, dass eine complexe Zahl fur
cine reelle Zall als Modul congruent der Null heissen soll, wo-
fern die beiden recllen Bestandtheile durch die reelle Zahl theil-
bar sind, 8o lassen sich dic zu der Definition der Congruenz-
lsungen (g,, &) dienenden Congruenzen (2) in die cine Con-
gruenz

(23) (Ry+iky,) (& +4&) = 0 (mod. p7)
rnsammenfassen, und die Congruenzen (20) in
(24) (g +ittyy) (Rg+idyg) = 0 (mod. ).

In Folge von (23) muss die Losung (&, &) mit (4, —A)s
dic Lisung (ny, v,) mit (¢y, —f¢,5) aequivalent sein. Aus (24) er-
gicbt sich aber, dass die Losung (g, tt,,) mit der Lisung (Agy —212)
aequivalent ist. Es besteht also die gesuchte nothwendige Be-
dingung darin, dass jede der Normen l§+lf2 und u3+ 2, durch
p? theilbar ist, und dass die Congruenzldsungen (ug, pyg) und
(Rgy —A,,) aequivalent sind; ferner zeigt die umgekehrte Wicder-

holung dersciben Betrachtungen, dass diese Bedingungen  auch
hinreichend sind. .
Mit Htlfe dieses Satzes kann man fir jede Potenz ciner
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ungeraden Primzahl p” eine zu ciner beliehig gegebenen Con-
gruenzltsung (£, £,) gehtrende Darstellung als Norm ciner eigent-
lichen comploxen Zahl ableiten, wofern eine zn der Congruenz-
losung (5, , &) gehdrende Darstellung der Primzahl p als Norm
der complexen Primzahl g;+ig,, vorliegt. Die modulo p? gege-
bene Losung (£, &) kann modulo p betrachtet werdon, und muss
damn entweder mit (&, &), oder mit (§, —&,) aequivalent sein.
Ich nehme das erstere an, da im zweiten Falle die conjugirte
Zahl g—1g,, zn der Lisung (§,, &) gehort und statt o, + ig,,
genommen werden kann. Aus dem sochen bewicsenen Lemma
ergiebt sich nun, dass, wenn von g,+ip,, die successiven I’atenzen
gebildet werden, die reellen Bestandtheile der hervorgehenden
complexen Zahlen nicht gleichzeitiz durch p theilbar sein kinnen,
mithin tiberhaupt ohne gemeinsamen Theiler sind, und dass
(ey+%0,,) 7u der gegebenen Congruenzltsung (L), &) gehtrt. Es
folgt nimlich aus der Congruenz
(25) (5, +15) =25 (5,+i8) (mod. p),
dass eine beliebige y’'te Potenz der Zahl ¢,+1¢,, zu einer Con-
gruenzibsung gehort, welche module p mit der Congruenzlésung
(&, &) aequivalent ist. Die gegebene Congruenzlisung (§,, {)
ist aber pach der Apnahme modulo p mit (8, &) aequivalent,
wiihrend modulo p” ausser (f,, ) nur noch die zweite Con-
gruenzlosung (£, —&,) existirt, die modulo p mit (g, —&,) aequi-
valent ist.

Ftir eine ungerade Zahl m, die ein Product von ungeraden
Primzahlen der Form 4 r+1 sein muss,

m =p7’ qz) )
ergiebt sich eine Darstellung, die zu den fir die Moduln p",q", e
gegebenen Congruenzlésungen gehvrt, in entsprechender Weise, in-
dem man fir die Primzablen p, g, ... die den correspondirenden
Congruenzlsungen zugeordneten complexen Primzahlen g, +1g,,,
0,+idy,, . . . aufsucht, und das Product
(0o +ieye) ("0‘4‘5"12)“’ = a+1b

bildet. Dann ist @ + éb die gesuchte eigentliche complexe Zabl,
bei der a und b modulo 2 ungleichartige Zahlen sind, und welche
die Gleichung
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az+b2= m

erfllt. Um ecndlich das Doppelte einer ungeraden Zahl 7;‘ in

der analogen Weise darzustellen, muss % ein Produet von unge-

raden Primzahlen von der Form 4¢41 sein. Man hat dann nach
dem angegebenen Verfahren eine eigentliche complexe Zahl
a'+ib' zu bestimmen, ftir welehe

&4 i= 7—2'1,

ist, und dic Zahlen o' und &' modulo 2 ungleichartig sind. Da
ferner die Norm der Zahl 144 gleich 2 ist, so ist 144 eine com-
plexe Primzahl, und es wird die bezeichnete Aufgabe durch das
Product (144) (a'+ib") = a+3b gelost. Ko sind somit fiir alle
Zahlen, welche Normen von eigentlichen complexen Zahlen sein
kt}nnen, eigentliche complexe Zahlen, dic zu den gimmtlichen mog-
lichen Congruenzlosungen gehoren, als vorhanden nachgewiesen,
und durch Multiplication von complexen Primzahlen dargestellt.
Es wird sich zeigen, dass, wenn man zu jeder der bezeichneten
complexen Zahlen cine der vier Einheiten als Factor hinzufugt,
alle eigentlichen complexen Zahlen erhalten werden, welche die
Gleichung (1) erfilllen, und zwar jede ein Mal,

Wenn cine eigentliche eomplexe Zahl Ay+ik,, gegeben ist,
deren Norm m entweder ungerade oder das Doppelte einer unge-
raden Zahl ist, so crhilt man die Darstellung dieser Zahl durch
Multiplication von complexen Primzahlen folgendermassen,

Man suche ftr die in m enthaltenen ungeraden Primzahl-
potenzen p', q", ..., wo die simmtlichen Primzahlen p, g, .. von
der Gestalt 4741 sein miissen, die Congruenzlosungen auf, denen
2y+id,, zugehdrt, nehme fir die einzelnen Primzahlen p, ¢, ...
respective die complexen Primzahlen ¢ +ie,,, 6,+10y,, .., welche
nach den Moduln p, g, ... zu den correspondirenden Congruenz-
ldsungen gehtren, und nach ciner obigen Bemerkung eindeutig
ausgewiihit sind, und bilde das Product der Potenzen

(90+5912)7 (O'o+i°'12)d' <y
zn welchem, wenn m das Doppelte einer ungeraden Zahl ist, noch
der Primfactor 144 hinzugefigt wird. Dag Ergebniss der Multi-
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plication heisse a+:b. Dann folgt aus dem Vorhergehenden, dass
der reelle und imaginiire Theil des Products
(A+1iky,) (a—ib)

durch m theilbar sein muss. Weil andrerseits die Norm dieses
Produecte gleich m® ist, so ist dasselbe gleich dem Product der
Zahl m in eine complexe Zahl von der Norm Eing, d. . in eine
der vier Einheiten 1, —1, i, —. Wenn dic Zahl m gleich einer
ungeraden Primzahl p ist, so folgt hieraus, dass die betreffende
Zahl A+, gleich dem Product von einer der vier Einleiten in
die zu der gleichen Congruenzltsung gehérende cindeutig ausge-
wihlte complexe DPrimzahl g +1g,, sein muss.  Allgemein wird
die gegebene eigentliche complexe Zahl als ein Product aus einer
der vier Einheiten in ein Product von complexen Primzablen dar-
gestellt, welche eindeutig ausgewithit wnd abgesehen von ihrer
Reihenfolge vollstdndig bestimmt sind. Durch diese Betrachtung
wird bewiesen, dass in der obigen Aufstellung in der That alle
eigentlichen complexen Zahlen enthalten sind, welche die Glei-
chung (1) befriedigen, und zwar wird jede auf alle Arten durch
Multiplication von complexen Primzahlen erzeugt, indem die com-
plexen Primzahlen in ihrer Anordnung auf alle moglichen Arten
vertauscht werden. Zugleich ergieht sich filr die Anzahl der be-
treffenden Zahlen die bekannte Bestimmung, gleich dem Vier-
fachen derjenigen Potenz von Zwei zu sein, deren Exponent
gleich der Anzahl der in m enthaltenen verschiedencn ungeraden
Primzahlen p, q... ist.

Aus (7) des vorigen art. ist zu schliessen, dass alle Substi-
tutionen von der Determinante 1, welche eine Summe von zwei
Quadraten in sich selbst transformiren, und deren Coefficienten
rationale Zahlen sind, auf eine eigentliche complexe ganze Zahl
* (A,+i,,) zuriickfiihren; man erhiilt also alle betreffenden Substi-

tationen, indem man in die dortigen Gleichungen (14)
12 22, Ay,
== 3 MW= T =y oy
l0-‘~11‘3 l0-")‘!2
alle eigentlichen complexen ganzen Zahlen einsetzt. Es ldsst sich
leicht entscheiden, unter welchen Umstiinden bei diesen Ausdriicken

die Zihler mit dem Nenner Aﬁ-&-lfz einen gemeinsamen Theiler
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haben. Jeder solche Theiler muss gleichzeitiz in 247 und 243,
enthalten sein; weil 2 und 2, keinen gemeinsamen Theiler haben,
so sind auch A; und 4;, ohne einen solchen, mithin kann jener
gemeinsame Theiler nur Eins oder Zwei sein. Wenn X(“;+ 2.‘;’2 gleich
ciner ungeraden Zahl ist, wird der Zithler des Aumsdrucks von
«,, ungerade, wenn l;‘;+lf2 das Doppelte einer ungeraden Zahl
ist, wird der Zahler von e, gerade, withrend der Zihler von o,
stets gerade ist, Kw eracheint demnach im ersten Falle kein ge-
meinsamer Theiler, im zweiten Falle der grdsste gemeinsame
Theiler Zwei, der sich forthebt, <o dass wieder eine ungerade Zahl
als Nenner hleibt. Fuir jede Substitution mit rationalen Coeffi-
cienten, welche zwei Quadrate in sich selbst transformirt, muss
also der kleinste gemeinsame Nenner, auf den dic Coefficienten

gebracht werden kinnen, eine ungerade Zahl sein, deren simmt-
liche Primfactoren von der Form 4r-+1 sind

3.

Um die Regeln filr die Rechnung mit Quaternionen aus der
Transformation ciner Summe von drei Quadraten in sich sclbst
‘Zu entwickeln, sei eine linearc mit den reellen Coefficienten
@y @ .. &y versehene Substitution gegeben, welche die reellen
Variabeln z,, z,, x, als Functionen der reellen Variabeln %,
Y, ¥, darstellt,

Y=oyt Ytagy,

(1) Ty == Oy Y1+ 05 Yy 0y U

‘ Ty ==y Yy titg Yyt g Yy
und die Gleichung
(2) Ty + 2, = g+ 95+,
hefriedigt; die Substitutionsdeterminante sei gleich der positiven
Finheit. Offenbar bleibt die Gleichung (2) erfullt und der Werth
der Determinante ungelindert, wenn man eine andere Substitution
anwendet, welehe aus der gegebenen hervorgeht, indem die Co-
efficienten von irgend zwei Verticalreihen negativ genommen
werden. Bildet man fiir jede dicser Substitutionen ein zugeord-
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netes System, bei dem zn jedem Element, das sich in der von
oben links nach unten rechts laufenden Diagonale befindet, die
Einheit addirt wird, und vergleicht die vier entsprechenden De-

terminanten
aptl, oy, oy o, +1, gy O |
(3) %o “22+17 Oy » (8a) @y ~__0(224'11 Tllyg ',
Oy Oy Oyt %35 — 0y, —O+1
]
—aytl, oy, —ey —oy+l, ey, ey |
(3b) 0y, Ayt —oy , (Be)  —ey, —ep+l ey
—og, vytl, —p+l g, gy, Oyl

8o zeigt sich, dass dieselben nicht sidmmtlich gleich Null sein
konnen, Weil hei der Substitution (1) jedes Element dem gleich-
namigen adjungirten Element gleich ist, erhalten die vier Deter-
minanten beziehungsweise die Werthe

4) 24 2¢;,+ 20,420y, (4a) 2420, —20, 20y,

(4b) 2—2a;,+ 20,20, (40) 2—2a,—2y,+ 20,

deren Summe gleich der Zahl 8 ist. Es muss daher wenigstens
eine der Determinanten einen von Null verschiedenen Werth
haben. Mithin kann aus jedem gegebenen System ein System (1)
erhalten werden, bei dem die zugeordnete Determinante (3) nieht
gleich Null ist, und diese Annahme wird von jetzt ab gemacht
werden.

Ich werde jetzt auf Grund von (1) die Differenzen z,—y,,
Z,—Y,, %—Y, als Functionen der Summen z,+y,, z,+y,,
zy+y, ausdriicken.

Man erhilt aus (1) die Gleichungen

z+y = (g +1) 4+ By, Yyt ®13Ys
(5) Ty Y, = oty Y+ (o0 +1) g+ 028 Ys

Tty = ey ¥t g Y+ (g5 + 1) Y5,
welche eine eindeutige Bestimmung von y,, y,, ¥, durch z,+y,,
z,+4,, T,+y, liefern, da die zugehtrige Determinante (3) nach

der getroffenen Voraussetzung von Null verschieden ist. Somit
entstehen die Resultate



Transformation ciner Summe von drei Quadraten in sich sclbst. 20

4

sy, = () (2,49 +(ay—ey) (2+55)
v 140+ ey +ag
©) { 2y, = (g —eryg) (&, +9) + (wg—0gy) (T3t ¥y)
Lta) +uytag
(ug—a9) (&, +9) +(g—0yy) (2,49,
1+a,,+ thgg+ gy
Die vorliegenden Coefficienten, die ein schiefes System bilden,

stelle man als Briiche mit einem beliebigen von Null verschiede-
nen Nenner A, wie folgt, dar

Ty—Yy =

v TR . e S I . T
(N oy taytay 37 Ttaytaytay A7 Ty taytag 1)’
Aytdy =0, hgtdy =0, Lytdy =0,

wodurch (6) die Gestalt erhiilt
A (B tg) Hhyy (“’s‘*'-’/g) )

n—y = 10
A, (a2 4y + (o +y
®) &y, = n (& +9) l_m( 3 ¥5)
0
Ay (4 9;) Ay, (75 +9,)
Ty—Yg = 10 '

oder nach Multiplication mit &,
A zythy 2y 2y = by 4+, Yty p,
(Y] hg @Ay Tyt doy @y = L 4,4y Yoty
A Ay w40y wg = Ay y, 25, Yo+ Ay .

Die Determinante der Coefficienten hat sowohl links als rechts
den Ausdruck

9% Ao (A A%+ A% +23).

Multiplicirt man die drei Gleichungen (9) der Reihe nach mit
Augy Agps Ay und addirt, so entsteht nach Weglassung des von Null
verschiedenen Factors ) die Gleichung

(10) Ry Byt @Ay, By = Ay tfy+hgy Yy A1y U,

welche zu (9) als vierte hinzuzuftigen ist.

In dem auf diese Weise vervollstindigten System enthdlt
jede Vertikalreihe der Coefficienten auf der linken und rechten
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Seite die vier Elemente, nur in verschicdener Folge und zum
Theil mit der negativen Einheit multiplicirt. Man kann daher,
nachdem die Ausdrticke derselben Seite successive mit der Ein-
heit und drei Symbolen iy, .5, i,, multiplicirt und addirt sind,
Rechenregeln fiir die Symbole aufsuchen, durch welehe das links
und rechts resultirende Aggregat dic Gestalt eines Products an-
nimmt. Damit das Aggregat der linken Neite dem Produet

(11) gty Mg ting Ayt iy Ag) (o 1y, 2y +4357,)
das Aggregat der rechten Secite dem Produ(,t
(12) (i, ot ¥a) (Ay i hy—iyg dig g Ag)

gleich werde, hat man fur dic Symbole i,, {,, 4,, die Relationen
festzusetzen

3
=1 1 = —1J,
(13) Yo hg = Ugr Uty T Tl Yyl = by
Up 4y == Ul by i = gy bg by = .

Unter der Annahme des associativen Gesetzes fiir die Symbole
folgt die Relation

* 2
(13%) Ggg = -—1.
Indem ich ferner annehme, dass
(14) By = iy by ==y, g = g

sein goll, werden alle Relationen von einer Vertauschung der
Zeiger 1, 2, 3 unabhiingig. Bei der Bezeichnung

(15) P=dy, J =iy k=i

gehen die aufgestellten Relationen in die Regeln dber, welche
Hamilton fir dic Rechnung mit den Einheiten der Quaternionen
eingefithrt hat, und der Ausdruck

( l6) )'0+ i12 l12-’- 1'.18 j'13 +€23 128
verwandelt sich in die Darstellang des Quaternions
(17) Ao+ﬂl2+jl23+k181‘

Die in (13), (18*) und (14) enthaltencn Regeln lassen sich dahin
zusammenfassen, dass man die Einheiten f,,, ¢, 4,y durch drei

Primitiveeichen k, k,, ks so ausdriickt

(18) by = ly by g =Ry Ry g =y Ky,

und festsetst, es solle fiir die Primitiveeichen das associative Ge-
sets gelten und fir jeden Zeiger a
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(19) Bo=—1,

fiir jedes Paar verschicdencr Zeiger « und b
(20) kb ka = —kd kb
sein.

Aus dem Bisherigen geht hervor, dass die Gleichungen (9)

und (10) mit Hilfe der Bezeichnungen

hytiy, byt by tigg b = A, @i ay iz, =X
(@n , , s .
b=ty byt hg i by = A7 g, i gy +ig 9= Y
in die eine Gleichung zusammengefasst werden kdnnen
(22) AX=Y.1,.
Die festgesetsten Regeln haben zur Folge, dass die Multiplication
zweier Quaterniongn wieder ein Quaternion liefert, dass durch die
Aendernng  der Reihenfolge der Factoren eine Aenderung des
Resultats bedingt wird, und dass bei der Multiplication mehrerer
Quaternionen das associative Gesetz gilt, vermge dessen das Er-
gebniss durch eine Aenderung der Zusammenfassang der Factoren
mit Beibehaltung der Reihenfolge nicht gedndert wird. Ferner
ergiebt sich, dass das Product eines Quaternions .7 in das Qua-
ternion
(23) A = hy+iy 2‘1~."*"isx }'la'*"‘.sz Ay
welches das 2u 1 conjugirte Quaternion genannt wird, bei jeder
der beiden Anordnungen der Multiplication dieselbe reelle Grosse
liefert, die Norm des Quaternions A,
(24) N (A) = B4 b+ g Ao,
welehe in dem Ausdruck (9%) als zweiter Factor onthalten ist.
Offenbar ist dem Quaternion 7' wieder das Quaternion . con-
jugirt, und N («#') = N (.7) (S. Hamilton, Leotures on Quater-
nions, p. 87).

Von einer Substitution (1) ausgehend, bei der die zugeord-
nete Determinante (8) nicht verschwindet, habe ich die Glei-
chang (22) abgeleitet, in welcher 4, eine von Null verschiedene
Grosse bedeutet. Nimmt man umgekehrt ein beliebiges Qua-
ternion, in dem i, nicht gleich Null ist, und bildet damit nach
der Vorschrift von (22) eine Gleichung, so stellt dieselbe den In-
hegriff der Gleichungen (9) und (10) dar, bei denen (10) eine
Folge von (9) ist. Aus (9) ergiebt sich leicht, dass die Gleichung
(2) erfuillt sein muss, ferner erhilt man, da die Determinante (9*)
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nicht verschwindet, eine vollstindig hestimmte Substitution (1),
deren Determinante gleich der positiven Einheit ist, und deren
Coefficienten die folgenden zmerst von Euler gegebenen Aus-
driicke haben,

rx 12"'}'12 19'“'2 By 2( A4y ) % 2(10 Aigyy l-zs) v
S +zl,+z;3+zs, ESTES LS
2( —4 A12 A13 ‘1;';) A "'1;1 'H 1.s+ A 2R A y—Hiahyy)

(28) " =,= W ytg s i - Y
2 z‘+1,2+1;8+a 22 +;.12+113+1 y/hg+1j2-;. UL
(- !3+Al,_;y)/ 2(k, hag—hyy hyg) & L, L L}

Ty=-g- 5 2 9t Tt o 5 Y
T 2+7tf»+1m+7La R R T R

Fiir die betreffende Abhandiung Fulers, Problema algebrai-
cum oh affectiones prorsus singulares memorabile (N, Comm. XV,
1770, p. 75. Exhib. 1770, Mart. 5, Comm, ar. I, p. 427) hat Jacobi
in einem Aufsatze ein besonderes Interesse an den Tag gelegt,
der aus seinem Nachlasse unter dem Titel: Bemerkungen zu einer
Abhandlung Eulers tiber die orthogonale Substitution, in dem
dritten Bande der gesammelten Werke veroffentlicht ist.
Die zugeordnete Determinante (3) bekommt den Werth

L
T L b LA

der von Null verschieden ist. Alle Quaternionen, hei denen 4,
nicht Null ist, fithren also auf solche Substitutionen (1) zuriick,
hei denen die entsprechende Determinante (3) nicht verschwindet.

Da eine Substitution (1), bei welcher die zugvordnete De-
terminante (8) nicht gleich Null ist, aus einer heliebig gegebenen
erhalten wird, indem man eventuell die Coefficienten von zwei
Vertikalreihen mit der negativen Einheit multiplicirt, so entstehen
alle Substitutionen (1) Uberhaupt, wofern man die bis jetzt be-
trachteten Substitutionen mit denjenigen Suhstitutionen zusammen-
setzt, welche bewirken, dass bei irgend einem Paar von Ver-
tikalreihen die Coefficienten mit der negativen Einheit multi-
plicirt werden. Fir die zweite und dritte Vertikalreibe leistet
dies die Substitution
(26) Yi=28), Y= 8, Yy = ¥,
welche durch die eine Gleichung ersetzt werden kann

(26)
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(27) g (Y1 sy Yoty Yp) = (84 2y +ig 2) iy

Fir die drittc und erste Reihe kommt in gleicher Weise

(27a) gy Wt iny Yptisg gy) = (2,44, 2+ 25) (—iyy)

fur die erste und zweite

(@71) bo (Ui Yoty ) = (o, + iy 2,4 113 %5) (—iyy).
~ Es sei nun

(28) 2t bty =2,

und bezichungsweise

(29) I =iy iy, iy

Iy =gy, —lgy, —ly,
danu erhalten (27), (274a), (27b) dic Gestalt
(30) JY=12J,
und es folgt aus (22), indem links mit J multiplicirt wird, nach
dem associativen Gesetze das Resultat
(31) JAX=ZJ A,.
In dieser Gleichung, welche aus (22) hervorgeht, indem man J
fir 7 einsetat, und die (22) umfasst, sobald J=1, J,=1 ge-
hommen wird, ist nach dem Vorhergehenden jede Substitution von
der Determinante 1 dargestellt, welche dic Gleichung (2) befrie-
digt. Aus einem Quaternion 7, in welechem A, von Null verschie-
den ist, gehen durch den links hinzugefiigten Factor J == 1,4, 4,
i1 solche Quaternionen von derselben Norm hervor, in welchen
respective der Factor von iy, iy, i, von Null verschieden ist.
Weil aber in jedem Quaternion, dessen Norm nicht gleich Null
ist, wenigstens ein reeller Bestandtheil von Null verschieden ist,
80 wird jedes Quaternion, dessen Norm nicht verschwindet, ent-
weder, wie in (22), durch 4, oder, wie in (31), durch J .7 aus-
gedrtckt.

Wenn man daher festsetzt, dass in (22) das Quaternion 4
nur die eine Bedingung erftille, dass seine Norm nicht Null sei,
8o wird (31) von (22) eingeschlossen, und (22) reprisentirt alle
Substitutionen (1), deren Determinante gleich 1 ist; mithin kommt
dann den Ausdriicken (25) unbeschriinkte Gtiltigkeit zu.

Vermittelst eines beliebigen Quaternions von nicht versehwin-
dender Norm
(82) HoFisg ygtisg g Higpizg =M
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mige eine zweite Substitution (1) nach der Art von (22) darge-
stellt werden, welche von den Variabeln y,, y,, y, 7u den Varia-
beln 2, #,, 2, filhrt,
(33) MY=ZM,.
Alsdann liefert dic auf (22) angewendete Multiplication vermnige
des associativen Gesetzes die Gleichung
(34) MAX=2ZMW, A,
bei welcher in Folge der Zusammmnensetzung der Substitutionen das
Produet der Quaternionen
M A
eingetreten ist. Wie sich leicht ergiebt, ist demselben das Qua-
ternion
A'mM

conjugirt. Die Norm des Products M4 erhilt demnach den
Werth
(35) N(MA)= MAA N = N(M)N (A1),
das heisst, die Norm eines Products ist gleich dem Product der
Normen der Factoren. Da vorausgesetzt worden ist, dass N (1)
und N (M) von Null verschieden sind, so muss aueh N (M.A)
von Null verschieden sein. Hier michte ich nicht unterlassen,
zu bemerken, dass die Gleichung (35) mit dem erwithnten Satze
aus Art. 93 der Abhandlung Eulers: Demonstratio theorematis
Fermatiani ete. den gleichen Inhalt hat, und dass bei dem Vor-
nehmen, von dem Eulerschen Satze durch Anwendung der Mul-
tiplication zu der Gleichung (35) zu gelangen, die Regeln fiir die
Rechnung mit Quaternionen erhalten werden (S. Hamilton a. a. O,,
preface, p. 47).

Nach den bisherigen Betrachtungen gehtrt jedes Quaternion
A 7u einer Gesamntheit von Quaternionen, die aus denselben
reellen Bestandtheilen gebildet sind, dieselbe Norm haben, und
in ghnlicher Weise eingetheilt werden kdnnen, wie Gauss in
der Abhandlung tiher die biquadratischen Reste die complexen
Grbssen a+ib cingetheilt hat. Daselbst werden in der Gesammt-
heit der 8 zusammengehbrigen complexen Grissen diejenigen
asgociirt genannt, welche aus einem Individuum durch Multipli-
cation mit einer der vier Einbeiten entstehen, dagegen je zwei
conjugirt, welche denselben reellen Theil und den entgegenge-
setzten Factor von i haben. Weann man bedenkt, dass zu jedem
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Quaternion 7 in (22) eine bestimmte Substitution (1), zu —A4
aber wieder dieselbe Subtsitution gehort, so kaun man die Ge-
sammtheit der zu einander gehirigen Quaternionen nach den Ver-
iinderungen eintheilen, welche durch die Einsetzung eines anderen
Quaternions in die Gleichung (22) bei der Substitution (1) her-
vorgerufen werden. Es ist schon oben bemerkt, dass, wenn von
A respective 2w i, 4, i, A, i,4 Ubergegangen wird, die Cocffi-
cienten der zwei durch die Indices bezeichneten Vertikalreihen in
(1) mit der negativen Einheit multiplicirt werden. Die Zahl der
auf diese Weise zusainmengehtrigen Quaternionen ist gleich 8.
Was die Qunaternionen anlangt, welche aus cinem gegebenen
A=Ayt dytighy+iydy,

entstehen, indem der reelle Theil %, ungeiindert bleibt, bei den
tibrigen reellen Bestandtheilen aber dic Vorzeichen beliebig ge-
wecehselt werden, so hat man nach der cingefiibrten Bezcichnungs-
weise

A =Ry by g Aygiog Ay

Ay = A=ty hy—iig Agtin Ay = Gy Mgy,

A=Aty hp iy dyy —igy Ay = iy Aigy,

Ay =Ry ~tyy hytigg dy—ip Aoy = g Aig,

Ag= dytiyy Ay iy Lyg gy Ay == g Ay,

Ay = Ayt hy—ing Ayg—iyy dyy = gy Ay,

Ag== Ayisg hg iy dgtin g = 13y A4y,

Die Wirkung auf dic Substitution (1) besteht aber darin,
dass durch die insetzung von .7 dic erste horizontale und ver-
tikale Reike, von 4, die zweite horizontale und vertikale Reile,
von A, die dritte horizentale und vertikale Reihe ihre Vorzei-
chen umkehren, wihrend dureh die Einsetzung von ' statt 7
die horizontalen und vertikalen Reihen gleicher Ordnung mit ein-
ander vertauscht werden. Die Gesammtzahl der bei der Combi-
nation von beiden Operationsweisen erhaltenen zusammengehdri-
gen Quaternionen betriigt 64, die Gesammtzahi der correspondi-
renden Substitutionen 32; dieselben werden durch das angegebene
in sich abgeschlossene System von Verfinderungen aus ciner ein-
zigen abgeleitet.
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4,

Die so chen dargelegte Eintheilung findet ihre Auwendung
bei den Quaternionen
(1) A =Dyt Aigit g Aygtigg Aoy,
deren reelle Elemente 2y, Ay, dyg, Ay ganse Zahlen sind, und zn
deren Untersuchung ich mich jetzt wende. Damit die Norm ecines
solchen Quaternion gleich der Einheit sei, muss eines der be-
treffenden Elemente gleich £ 1 sein, withrend die tbrigen gleich
Null sind. Es wird also die gestellte Forderung nur von den 8
Quaternionen
@) 1, iy dig diy
erfilllt, welche schon vorher Kinheiten genaunt worden sind. Be-
zeichnet man irgend eine derselben mit J, so gilt die schon frither
angewendete Gleichung
(3) N(JA)=N(A).

Fs lasst sich nun zuniichst nachweisen, dass die 8 Quater-
nionen J.7 stets von einander verschieden sind, wofern N(.1)
nicht gleich Null ist. Denn wenn flir zwei verschiedene Einheiten
J und J die Gleichung

JOUA=Ja
gelten sollte, so milsste
(JO—J)y A=0,
mithin auch
N(ITO—J) N(A)=0
sein, alko J == J, gegen die Voraussetzung.

Je nachdem die in dem Quaternion .7 auftretenden ganzen
Zahlen 4y, Ay, Ay, Ay einen gemeinsamen Theiler haben oder
nicht, werde ich das ganzzahlige Quaternion ein eigentliches oder
uneigentliches nennen. Aus dieser Definition folgt sogleich, dass
die Norm eines eigentlichen ganzzahligen Quaternion entweder
eine ungerade Zahl, oder das Doppelte oder das Vierfache einer
ungeraden Zabl sein muss. Demnn wenn die Norm gerade sein
soll, 80 miissen unter den vier Zahlen A, 4,,, 4,4, 45 entweder
nur zwei ungerade oder alle vier ungerade sein; im ersten Falle
bat die Norm die Gestalt 47 + 2, im zweiten die Gestalt 87 4 4.
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Ein ganzzahliges Quaternion, dessen Norm eine Primzahl ist,
kann nur das Product von zwei ganzzahligen Quaternionen sein,
von denen das eine die Primzahl selbst, das andere die Einheit
zur Norm hat, mithin selbst eine der 8 Einheiten (2) ist. In so-
fern ist jedes ganzzahlige Quaternion, dessen Norm eine Primzahl
ist, als unzerlegbar zu betrachten, und kann ein Primguaternion
genannt werden.

Gesetzt, cssei ein eigentliches ganzzahliges Quaternion 4 ge-
geben, dessen Norm gleich einer Zahl m ist, und es bedeute p¥
die Potenz einer in m enthaltenen ungeraden Primzahl p. Weil
nun nicht alle vier Zahlen 4y, 4,5, 4,4, Ay durch p theilbar sein
konnen, so lisst sich immer ein Quaternion JA, dessen Norm
ebenfalls gleich m ist, angeben, dessen reeller Theil nicht durch
p aufgeht, und man darf daher voraussetzen, dass in dem vorge-
legten Quaternion 7 die Zahl 2, nieht durch p theilbar sei. Als-

dann kann man fir den Modul p” das System von Congruenzen
bilden

ko E+Ay E+4y £ =0 (mod. p')
4 Ao Bty BptAs 5=0

Ao & Ay EtH4y §5=0,
und zeigen, dass dasselbe durch ein System von drei Zahlen
&, &, & loshar ist, dic nicht summtlich durch p aufgehen. Ich

betrachte das System von Unterdeterminanten
)':'H';s, Agg hg—Pg Ags Ayg Rog—Rag Ay
(®) Ao 181—2'21 Ao l§+7-:1, }'13 3'21_)% 2'0
Ay 1'32‘—181 lo’ }‘31 }'12_)'32 lo’ 2“(2)"’}'?2-
Wiren die drei in der Diagonale befindlichen Quadratsummen
durch p theilbar, so mlissten wegen der Gleichung
(6) Aot Ay gyt Agy = m
die Quadratsummen
b 2
Iy, Mg, A thy
ebenso beschaffen sein, mithin anch
21, 2, 218, 21,
also, weil p eine ungerade Primzahl ist, ebenfalls die vier Basen

der Quadrate, was gegen die Voraussetzung luft. Jede in (5)
Lipschitz, Summen von Quadraten, 1
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enthaltene Horizontalreihe liefert beziehungsweise drei Zahlen
&, &, &, die den Cobgruenzen (4) gentigen, und da wenigstens
eine in der Diagonale stechende Zahl nicht durch p aufgeht, so
giebt die betreffende Horizontalreihe ein System von drei Zahlen,
die nicht simmtlich durch p theilbar sind. Ist z. B. A2+ A%, nicht
durch p theilbar, so kann man fiir & eine beliebige durch p nicht
theilbare Zahl setzen, und es werden & und §, ans der ersten
und zweiten Congruenz (4) folgendermassen emdeutlg bestimmt :
(7) A Agg—hyy Ay 0y (R +-Aag) , A Ayg—Aag By = g (Rg+ A33) (mod )
(8) fi=ou § ) LE=w (m‘)d )
Wie im vorigen Art. aus (9) die Gleichung (10) abgeleitet ist,
folgt aus den Congruenzen (4), da 4, nicht durch p aufgeht, die
Congruenz
(9 Ron B+ g B+ B =0 (mod. »")
Wenn den Congruenzen (4) und (9) ausser dem so eben bestimmten
System Zahlen £, &, &, noch ein zweites System &7, £7, &%
gentigt, bei dem nicht alle Individuen durch p theilbar sind, so
erkennt man leicht aus dem Gesagten, dass immer eine durch p
nicht theilbare Zahl g existirf, vermbge deren die Congruenzen
£ =gk, £7 =98, £ = g& (mod. p")
erfillt werden. Zwei solcher Systeme &, &, & und £7, £, £,
von denen das eine aus dem anderen durch Multiplication mit einer
durch p nicht theilbaren Zahl erzeugt werden kann, mdgen aequi-
valent gepannt und in eine Classe zusammengefasst werden,

Aus den Congruenzen (4) folgt ferner, indem dieselben der
Reihe nach mit &, &, & multiplicirt und addirt werden, weil 4,
nicht durch p theilbar ist, die Congruenz
(10) E+5+5=0 (mod p').

Es gehtrt also zu den Congruenzen (4) und (9) eine bestimmte
Classe von Auflisungen, welche zugleich eine Classe von Aufls-

sungen der Congruens (10) ausmacht.
Wenn man mit den drei Zahlen %, &, 5 den Ausdruck

bildet
(11) Bt ftigh=E,
8o liefert das Aggregat der linken Seiten von (4) und (9), nach-
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dem dieselben der Reihe nach mit 1, 4,4, 4,4, i, multiplicirt sind,
das Product 45 Es mdge nun ein ganzeahliges Quaiernion,
dessen simmitliche reelle Bestandtheile durch eine gewisse reelle
Zall theilbar sind, mach dieser Zahl als Modul congruent der
Null genannt werden. Dann lassen sich die Congruenzen (4) und
(9) zu der einen Congruenz

(12) AE = 0 (mod. p*)

zusammenfassen. Wie leicht zu sehen, bleibt dieselbe auch noch
erfullt, wenn £ durch J.7 ersetzt wird, so dass die 8 in der
Bezeichnung J_7 enthaltenen Quaternionen zu derselben Classe von
Congruenzltsungen ¥, ¥, & modulo p' gehtren.

_ Die Congruenzlosungen, zu denen respective die Quater-
nionen .73, Ai,, i, gehtren, werden erhalten, indem man
aus (12) die Folgerungen ableitet

Ay (i Ei) = 0 (mod. p)
(12%) Ay (i Big) = 0 (mod. p")
Ay (85 E1p5) = 0 (mod. p").
Es ist aber
3 i Bip =5 +ip gk

iy Hig = §—ip Btink

i B iy = Fr—ipy E—in & .

o dass zu der Lisung &, &, & diejenigen hinzutreten, welche
bei festgehaltenem ¥, durch die Zeichenwechsel von & und %, ent-

stehen. Die 4 Congruenzldsungen gehtren zu vier verschiedenen
Classen, so lange keine der Zahlen E, ), & durch den Modul
aufgeht, hingegen nur zu zwei Classen, wofern eine der Zahlen
durch den Modul anfgeht.

Fir diejenigen eigentlichen Quaternionen, welche gleich dem
Doppelten einer ungeraden Zahl sind, ist es nothwendig, die Be-
trachtung der Congruenzen (4) und (9) auch aunf den Modul Zwei
auszudehnen. Da in diesem Falle, wie schon bemerkt, unter den
Zahlen 2y, A, Aig, Aoy zwei gerade und zwei ungerade sind, so
kann man mittelst der Einheit J erroichen, dass in J.Z der reelle
Theil ungerade ist, und darf daher voraussetzen, dass in £ die
Zahl A, ungerade sei. Alsdann mitssen in (5) unter den in der

(12*%)

Ix
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Diagonale stehenden Quadratsummen zwei ungerade und eine
gerade sein. Wofern z. B. A;4-1%, ungerade ist, muss & ungerade
genommen werden, und es werden & und ¥ modulo 2 eindeutig
bestimmt. Es zeigt sich also, dass die Congruenzen (4) durch
ein einziges System §, &, & modulo 2 befriedigt werden, bei
welchem nicht alle drei Zahlen gerade sind. Dasselbe System
erfilllt dann auch modulo 2 die Congruenz (9) und die Congruenz
(10). Die Congruenzltsungen, zu denen beziehungsweise 44,
Aiy,, Aty gehbren, werden auch jetzt durch (12**) dargestellt,
gind aber offenbar aequivalent. Mithin gelten die gefundenen all-
gemeinen Resultate bei allen eigentlichen Quaternionen fiir jede
Potenz einer ungeraden Primzahl als Modul, und bei den eigent-
lichen Quaternionen, deren Norm das Doppelte einer ungeraden
Zahl ist, auch fur den Modul Zwei.

5.

Die bisherige Betrachtung hat gelehrt, dass, wenn die Norm
eines eigentlichen Quaternion gleich einer Zahl m ist, fur jede in
m enthaltene Potenz p” ciner ungeraden Primzahl die Congruenz
(1) E+E+E=0 (mod. p")
eine Auflisung haben muss, bei der nicht alle drei Zahlen durch p
aufgehen, und die ich eine eigentliche Auflisung nennen werde.
Demnach wird die Lisharkeit dieser Congruenz zu ertirtern, und
die Anzahl der vorhandenen Classen eigentlicher Auflosungen zu
bestimmen sein.

Es sei zuniichst y == 1, oder die Primzahl p selbst der Modul,
und es werde mit denjenigen Lusungen bhegonnen, bei welchen
&, nicht durch p aufgeht. Damn kann man & =1 nehmen, und
mit Ricksicht auf (8) des vorigen Artikels statt (1) die Congruenz
(2) w]+w;+1=0 (mod. p)
ins Auge fassen. Ibre Untersuchung lisst sich auf dicjenige der
Congruenz
(8) 1+a*=5" (mod. p)
zurlickfihren. Giebt man der letzteren die Gestalt
(4) 1= (b—a) (b+a) (mod. p),
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8o lenchtet ein, dass die Zahlen

) b—a=r, b+a=s
nur die beiden Bedingungen zu erfilllen haben
(6) r=s (mod. 2), 1=rs (mod. p).

Da wegen der zweiten die Zahl » nicht durch p aufgehen kann,
80 gentigt man den Forderungen in der aligemeinsten Weise, in-
dem man fir » ein System der p—1 tbrigen modulo » incon-
gruenten Reste setzt, und fiir jedes s das zugehorige s modulo p
80 hestimm¢, dass es mit # modulo 2 gleichartiz wird. Man er-
hilt somit p—1 Paare von Zahlen r, s und findet aus jedem der-
selben die Zahlen a und b eindeutig,

0 Y .

Die Congruenz (3) ist also immer mbglich und hat stets p—1
Auflosungen. Um mun zu der Congruenz (2) tberzugehen, ist
zu unterscheiden, ob die Primzahl p = 1 oder =38 modulo 4 ist.
Im ersteren Falle ist —1 quadratischer Rest von p, also existirt
eine Zahl 4, fur welche die Congruenz

(8) ¢°=—1 (mod. p)

gilt. Mithin kann bei jeder Losung von (2) die Folgerung

(9 1+wi—8 wi=0 (mod. p)

gezogen werden; es gentigen also die Zahlen

(10) a=w,, b=dw, (mod. p)

der Congruenz (3), und umgekehrt liefert jede Losung von (3)
durch (10) ein Paar Zahlen o, w,, welche (2) befriedigen. Die

Anzahl der Lisungen von (2) betriigt daher ebenfalls p—1. Wenn
dagegen p=3 (mod. 4) ist, so ist —1 quadratischer Nichtrest
von p; daher kanp bei den Lsungen von (3) die Zahl b niemals
dureh p aufgehen, wihrend sich unter denselben stets die beiden
Losungen a =0, b= +1 (mod. p) befinden. Indem man diese
beiden ausschliesst, bleiben von den vorhandenen p—1 Lisungen
noch p—3 tbrig, bei denen weder a noch b durch p aufgeht.
Jede Gruppe von 4 Aufisungen + @, =+ b stellt dann einen der
p—1
T2
die Kinheit vermehrt, wieder einem quadratischen Rest gleich
wird, und zwar werden auf diese Weise alle Fille erschtpft. Es

Yille dar, in welchem einer der quadratischen Reste, um
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p—3
=
gebene Eigenschaft haben. Wenn man jetzt einen der noch
tibrigen ’l:-'l quadratischen Reste um eine Einheit vermehrt, so
kanp das Ergebniss nach dem Fritheren weder durch p theilbar
noch ein quadratischer Rest sein, und muss deshalb ein quadra-
tischer Nichtrest sein. Weil nun jeder quadratische Rest dem
Quadrat einer Zahl ¢, jeder quadratische Nichirest gegenwiirtig
dem negativ genommenen Quadrat einer Zahl d gleich ist, jede
der genannten Zahlen aber genau zwei Bestimmungen, respective

existiren somit genau quadratische Reste, welche die ange-

+ ¢ und + d, zulisst, so liefert jeder der erwithnten 3—1—:-1— quadra-

tischen Reste je vier zusammengehtrige Losungen der Congruenz
(11) 14t =—d (mod. p),
die mit (2) zusammenfillt. Die betreffende Congruenz hat dem-
nach, wenn p =38 (mod. 4) ist, stets p+1 Aufltsungen. Fir die
Anzahl der Losungen der Congruenz (2) ergiebt sich also, je
nachdem p:=1 oder = 3 (mod. 4) ist, ein Unterschied, der auch
bei der von Herrn Hermite in der angefilhrten Arbeit gegebenen
Behandlung hervorgetreten ist. Bei der Frage nach der Anzahl
der Classen von eigentlichen Auflisungen der Congruenz (1) gleicht
sich indessen dieser Unterschied, wie sich zeigen wird, wieder aus,
Wenn p=1 (mod. 4) ist, so kann in der Congruenz
(12) B+8+5=0 (mod. p)
die Zahl E; auch durch p anfgehen; fur diesen Fall darf dies aber
nicht ausserdem flir & oder §, geschehen, weil man sonst keine
eigentliche Lusung erbalten wilrde. Demgemiiss liefert die Con-
gruenz
(12%) g4+8=0 (mod. p),
wie bekannt und in Art. 2 ausgefihrt ist, zwei Classen von eigent-
lichen Aufldsungen. Diese beiden Classen, zu den vorhin ge-
fundenen Classen hinzugefugt, geben die Gesammtzahl von
p+1 Classen eigentlicher Aufldsungen. Ist p=3 (mod. 4), so
witrde die Voraussetzung £, =0 (mod. p) zu der Congruenz (12%*)
filhren, welche nicht erfillt werden kaun, ohne dass auch diese
beiden Zahlen durch p aufgehen. Es kommt daher zu den ge-
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fundenen Classen eigentlicher Aufldsungen keine neue Classe hin.
zu, und die Gesammtzahl betriigt ebenfalls p+1.

Bildet man die Congruenz (12) fiir den Modul 2
(13) B+E4+E =0 (mod. 2),

8o existiren offenbar nur die drei eigentlichen Auflbsungen
5E=0,5=1, 5=1 (mod. 2)

(14) 3151, EQEO) 3351
E=1, §=1, =0,

Mithin gilt der allgemeine Satz: Die Congruens (12) hat
fiir jede Primeahl p die Anzah! p+1 von Classen von eigentlichen
Auflosungen.

Wenn ich mich nicht tiusche, liegt in der unheschriinkten
Gtiltigkeit dieses Satzes ein specifischer Charakter dieser Congruenz,
Dain jeder Classe von eigentlichen Auflosungen p — 1 Auflésungen
zusammengefasst sind, so ist die Anzall aller eigentlichen Auf-
losungen p® — 1, und filgt man die eine uncigentliche Auflésung

§=0,5=0, =0 (mod. p)
hinzn, so ergiebt sich als Anzahl aller Aufldsungen der Con-
gruenz (12) fir jede Primzabl p das Quadrat dieser Primzahl.

Die Frage nach der Liosbarkeit der Congruenz (1) und der
Anzahl ihrer eigentlichen Losungen fiir die Potenz einer ungeraden
Primzahl als Modul kann beantwortet werden, indem man mit
einer gewissen Potenz beginnt und zu einer héheren aufsteigt.
Sei &, &, & eine eigentliche Losung von (1) modulo p"% so
bilde ich mit drei Zahlen #,, 4, ¢, die Ausdrticke

El +1 py—l’ gg + tg pr-—]) \.53 + tspy-—l,
und werde erreichen, dass ihre Quadratsumme durch p? aufgeht.
Da y =2, so ist 2(y —1) =y, mithin darf bei der Bildung der
Quadratsumme das Vielfache von p*"™ fortgelassen werden,

und es leuchtet ein, dass die bezeichnete Summe durch p* auf-
geht oder nicht, je nachdem der Ausdruck

(15) §,+§2+§§+2“ g+, Bt k)

durch p theilbar ist oder nicht. Wie schon oben bemerkt, kann
von den Zahlen ¥, &, & nur eine durch p aufgehen. Sind z. B,
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g und & nicht durch p theilbar, 8o kann man der Zahl ¢, alle
incongruenten Werthe modulo p beilegen, einen beliebig gewiihi-
ten Werth ¢, festhalten, und bekommt dann fir ¢, eine modulo p
eindeutige Bestimmung, indem verlangt wird, dass.(15) durch
p aufgehe. Ebenso wohl kann man aber auch eine Einrichtung
treffen, vermbge deren (15) nicht durch p aufgeht und deshalb
die zugeordnete Quadratsumme nicht durch p" theilbar wird, Da
bei dem angegebenen Lusungsverfahren #, nicht geiindert ist, so

gehdren die aus der gegebenen Lisung §,, &, & fir den Modul

p’ abgeleiteten p eigentlichen Lisungen zu lauter verschiedenen
Classen, und es zeigt sich, dass die Anzahl der Classen von eigent-
lichen Losungen modulo »” genau pmal grosser ist, als die be-
treffende Anzahl modulo "', Demnach ist die Congruenz (1)
auch fir eine beliebige Potenz einer ungeraden Primzahl immer
mbglich, und hat die Aneakl

o p+1)
von Classen cigentlicher Auflosungen.

Bei dem Uebergange von der Primzahl 2 zu ihrem Quadrat
tritt aber eine Ausnahme ein, Weil eine eigentliche Auflésung
der Congruenz
(16) A+E+E=0 (mod. 4)
erfordern wilrde, dass von den Zahlen §, &, E, eine gerade ist
und zwei ungerade sind, so milsste die Quadratsumme gleich
dem Doppelten einer ungeraden Zahl sein, und kann desbalb
nicht darch Vier aufgehen. Deshalb hat die Congruenz (16) keine
eigentliche Auflosung.

Nach den getroffenen Vorbereitungen ldsst sich die Grund-
aufgabe aus der Theorie der ganzzahligen Quaternionen hbehan-
deln, wenn eine Zahl m gegeben ist, die entweder ungerade oder
das Doppelte oder Vierfache einer ungeraden Zahl ist, dieselbe auf
alle moglichen Arten als die Norm eines eigentlichen ganzzahligen
Quaternion darzustellen, und jedes solche Quaterpion auf alle
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miglichen Arten durch die Multiplication von Primquaternionen
Zu erzeugen.

Fs sei fur eine ungerade Primzahl p eine eigentliche Ly-
sung der Congruenz
(1) E+E+E=0 (mod, p)
gegeben. Daun werde ich die Existenz eines eigentlichen Qua-
ternion nachweisen, dessen Norm die Primzahl p ist, und das za
der gegebenen Classe von Congruenzlosungen gehtrt. Mit Huilfe
der Zahlen %, ¥, & bestimme man vier Zahlen, deren grosster
gemeinsamer Theiler ¢ heisse, durch die Congruenzen

(2) zeoEEv 1912:‘—:_227 T?]sE""Eg; 792350 (mod. p)

80, dass jede derselben numerisch unter § p liegt; der gemeinsame
Theiler v kann nicht durch p aufgehen. Setzt man jetzt

(3) @iy 0y tig 0y tis 0y =P,
(4) §1+ilg Eg+i18 = E,
80 wird, da z mit » obne Theiler ist, durch die Werthe
00 =1y 0=y 0=l €=y

das System Congruenzen (4) und (9) in Art. 4 erfiillt, das in (12)
zusammengefasst ist. Demnach gilt gegenwiirtig die Congruenz
(5) PE=0 (mod. p).

Die Norm des Quaternion P ist gleich dem Aggregat von

. . . 1 . o
vier Quadraten, deren jedes unter der Grisse vy ' liegt, mithin

liegt der Werth selbst unter »°. Da die Norm durch p aufgeht,
8o besteht die Gleichung

(6) N(P ) = b,

wo ¢ Kkleiner als p ist. Wiire ¢ gleich der Einheit, so wiirde das
Quaternion P die gestellte Aufgabe direct losen. Filr den Fall,
dass ¢ nicht gleich der Einheit ist, bestimme man vier Zahlen so,
dass sie den Congruenzen

() Po=Cp P12 =0 T135= Crg Pog = gy (mod. )

gentigen und siimmtlich nicht grosser als §¢ sind. Weil ¢, 0,
@13 0y Obne gemeinsamen Theiler sind, konnen nicht alle nume-
risch gleich 3 ¢ sein, es sei denn, dass /=2 ist. Aber auch in
diesem Falle ktnnen die Congruenzen
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=1, =1, 03=1, 0 =1 (mod. 2)
deshalb nicht bestehen, weil sonst N(P) =4 (mod. 8) sein mfisste,
wihrend nach der Voraussetzung N(P)= pt = 2p ist. Deshalb
erfilllt das Quaternion '

(8) D = y+is Pratisg Prgtisg Pug
die Bedingung, dass N (®)<<¢* ist, und man hat
(9) N(@) =t O<t.

Wird nun P links mit dem zu @ conjugirten Quaternion
¢ multiplicirt, so ergiebt sich leieht, dass alle reellen Bestand-
theile durch p aufgehen. Man erhilt also, nach Absonderung des

grossten gemeinsamen Theilers 7Y,

(10) @ P=1"1 (00" +igely +i1g0l +inoD),
. . o 1
(11) PO = ol 41, 0 +iy0l) +ix 0l

wo PP ein eigentliches Quaternion ist. Der gemeinsame Theiler
™ kann nicht durch ¢ aufgehen, weil sonst die Norm
N@P) =pt "= "¢ NPD)
durch p° theilbar sein miisste, was in Folge der Ungleichheiten
t<p, V<t
unmoglich ist. Man sieht aber, dass {” durch (z™)’ anfgeht.
Wie leicht zu erkennen, ergiebt sich aus (5) eine lediglich
auf Addition und Multiplication mit recllen ganzen Zahlen beru-
hende und somit glltige Folgerung, indem die linke Seite links
mit @ multiplicirt wird, .
(12) ®'PE=0 (mod. p).
Weil aber nach (10) und (11)
oP="¢ PV,
und die Zahl zV¢ nicht durch p theilbar ist, so hat man
(13) PYE=0 (mod. p),
und durch Verbindung von (6) und (9),
(14) NEW=p-tos
Py
Es kommen also an Stelle von (5) und (6) respective (13)
und (14), wo statt des eigentlichen Quaternion P das eigentliche
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(¢}
Quaternion P®, statt der Zahl ¢ die Zahl - auftritt, die klei-
b (t(l))z

ner als ¢ ist. Man kann demnach das entwickelte Verfahren so
lange fortsetzen, bis man zu einem eigentlichen Quaternion
PO= (’t()‘) +iy 9%) i 95:;) +ig 9;)
®
gelangt, fiir welches der Factor 23(5)—)7 gleich der Einheit wird,
T
und die verlangten Gleichungen erfulit sind:
(15) P E=0 (mod. p)
(16) N(P(”]) =p.
Die aufgestellte Behauptung ist somit fiur jede ungerade
Primzahl p erwiesen. Das Quaternion P’ ist nach der angefiihr-
ten Bezeichnung ein zu der gegebenen Congruenzldsung gehd-

rendes Primquaternion. Die acht Primquaternionen JP® gehtren
zu derselben Congruenzlosung, flir die Norm p sind p+1 Prim-
quaternionen vorhanden, die zu verschiedenen Congruenzlsungen

gehdren.  Unter den 8 Primquaternionen JP“), die za derselben
Congruenzlsung gehbren, moge ein bestimmtes herausgehoben
und zur Anwendung benutzt werden.

Da conjugirte Quaternionen dieselbe Norm haben, so gehort
zu jedem Primquaternion P, dessen Norm gleich der ungeraden
Primzahl p ist, immer auch ein conjugirtes Primquaternion P
Diese beiden konnen niemals zu derselben Classe von Congruenz-

lésungen gehdren. Es mogen nimlich E, ¥, E fir P und &Y,
&V, £” nach dem in Art, 4 entwickelten Verfahren bestimmt
werden, und es sei, indem tberall der Buchstabe i durch ¢ er-
setzt wird, ¢, nicht =0 und auch g§+g§2 nicht =0 (mod.p), Dann
darf man die Annahmen machen
E1 == 0g g — 051 €9 §2 = 041 012 — Qg2 Cp» Ea = Q:"i"ef‘z’
Egl) == 013 0o — €13 Op> Es(an == 01302 — 093 0 Eéu = 9¢2)+ 9?2 .
Weil nun § = " und nicht durch p theilbar ist, so misste,
damit die Classen tibereinstimmen,
B — 5 =205 ¢, =0, &' —§=2¢y0,=0 (mod. p)
und deshalb g5, =0, €5 =0 (mod. p) sein, Dies lieferte aber,
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in sofern g+ 5, nicht =0 ist, einen Widerspruch gegen die Glei-
chung
e+ et elston =p-

Die Darstellung der Zalll Zwei durch die Gleichung
(7 B 422 =2
kann nur so erfolgen, dass zwei der vorhandenen Quadrate gleich
Eins, zwei gleich Null sind. Die entsprechenden 24 Primquater-
nionen vertheilen sich unter die 8 Classen (14) von eigentlichen
Auflssungen der Congruenz (18) in Art. 5 folgendermassen: filr
eine beliebige der 8 Kinheiten J gehort

J(1+dy) zu g =0, £,=1, §=1 (mod. 2)
(18) J(1+iy) m g =1, =0, =1 (mod. 2)
J(+iy)m g =1, §=1, §=0 (mod. 2)
Dabei ergiebt sich leicht, dass zwei mit einander conjugirte Qua-
ternionen hier immer zu derselben Classe von Congruenzlésungen
gehbren.

Um von der Darstelling der Primzahlen als Normen von
Quaternionen zu der Darstellung der zusammengesetzten Zahlen
iberzugehen, sind dic nothwendigen und hinreichenden Bedingun-
gen dafilr zn ermitteln, dass das Product von zwei eigentlichen
Quaternionen M und 7 durch die yte Potenz einer ungeraden
Primzahl p aufgehe. Aus der Congruenz
(19) MA=0 (mod. p")
ist zu schliessen, indem zuerst links mit M‘, hierauf rechts mit
A’ multiplicirt wird,

(20) NM)A=0, MN(A)=0 (mod. p");

weil nun .7 und M eigentliche Quaternionen sind, muss sowohl
N(M) wie auch N(.4) durch p” theilbar sein. Die hichsten in
diesen Zahlen enthaltenen Potenzen mogen fiir N (.7) die p”* te,
fir N (M) die p"*"te sein. Alsdann gehort 7' zu einer Con-
gruenzlosung E | e £ modulo p"*, ferner M zu einer Con-

y+m

gruenzlsang 7,, 1,, 7, modulo "™, und setzt man

(21) -51(1,)+2.12 §2(1)‘*".13 Eam = Em’
(22) i 0y tign, =H,
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80 ist
(23) A 5 =0 (mod. p'*),
(24) MH =0 (mod p'*").

Aus (19) folgt, dass das der linken Scite conjugirte Quaternion
ebenfalls durch p” aufgeht, oder

(25) A' M =0 (mod. p").

Wird nun rechts mit M H multiplicirt, so entsteht ein durch
2™ theilbares Quaternion 7' M'M H  Weil aber die Zahl
' M durch p"*" und keine hoherc Potenz von p aufgeht, so
bleibt nach Weglassung dieses Factors die Congruenz

(26) A" H=0 (mod. p"),

vermige deren das Quaternion -7’ modulo p” zu der Congruenz-
Wsung 7,, 75,, u, gehdrt. Es muss also N(.7) und N (M) durch
p” theilbar, ferner die Lisung n;, %,, 7, mit der Lisung EV,
&Y, & modulo p” aequivalent sein, wofern die Congruenz (19)
bestehen soll. Diese Bedingungen erweisen sich aber auch als
hinreichend. Denn aus (26) folgt

@7 H' 4=0 (mod. p),
und durch Verbindung mit (24)
(28) MHHA A=0 (mod. p*7*™).

Weil aber nach ciner im vorigen Art. bei Gelegenheit von (15)
gemachten Bemerkung der Ausdruck H stets so cingerichtet wer-
den kann, dass H H' durch keine hihere Potenz von p als die
(y+m)te aufgeht, so fihrt die Weglassung des Factors H H' 2u
der Congruenz (19), welche abzuleiten war.

Durch iihnliche Betrachtungen erkennt man, dass das Pro-
duct von zwei eigentlichen Quaternionen ™ .7 nur dann durch
Zwei aufgehen kann, wenn dic Normen beider Factoren gerade
Zahlen sind. Es gentigt, dic fernere Betrachtung auf die Voraus-
setzung zu beschriinken, dass weder N (.Z) noch N (M) durch Vier
aufgeht. Dann kommt fir die Theilbarkeit von M 4 durch Zwei
noch die Bedingung hinzu, dass M und 4 modulo 2 zu derselben
Congruenzltisung gehdren, und die gefundenen nothwendigen Be-
dingungen sind zugleich wieder hinreichend.

Nach dem vorigen Art. kénunen die eigentlichen Quaternio-
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nen, deren Norm gleich p* ist, zu p (p+1) Classen von Congruenz-

18sungen modulo p* gehdren. Dass in der That fir jede unge-
rade Primzahl p zu jeder Classe gehdrende Quaternionen von der
erwihnten Beschaffenheit vorhanden sind, ergiebt sich, wie folgt.
Zu einer beliebigen Congruenzlisung &, &,, & modulo p gehdrt

das Quaternion P, das demselben conjugirte P’ zu- der Congruenz-
18sung ?_Elm, EQ(”, Eél), welche, wie vorhin bemerkt, der ersteren
nie aequivalent sein kann. Man nehme nun solche Primquater-

nionen @, deren Norm p ist, und die modulo p zun den p Classen

von Congruenzltsungen gehtren, die nach Weglassung von &,

gD, &Y noch vorhanden sind, und bilde das Product

(29) GP.
Dasselbe ist zufolge des bewiesenen Satzes ein eigentliches Qua-
ternion, und man kann zeigen, dass wenn filr P successive

p+1 Quaternionen P"”, die zu den modulo p vorhandenen p+1
Classen von Congruenzldsungen gehtiren, hierauf beziehungsweise

fiir © die p zugehtrig bestimmten Quaternionen e® gesetzt wer-

den, die resultirenden p(p+1) Producte 6 P zu lauter ver-
schiedenen Classen von Congruenzltsungen gehbren, und somit

die simmtlichen Classen erschipfen. Gesetzt, dass ® P mit
OP zu derselben Congruenzltsung £, &, {; modulo p° gehbre, so
muss man haben, indem
(80) Z= C] +iy Cls"'im Cls
gesetzt wird,
(81) OPZ=0 (mod. p), @ P Z=0 (mod. p°).
Hieraus folgt
Z'P'@' =0 (mod. pa),
und durch Multiplication
P PWZZ' PO’ =0 (mod. p).
Da nun die Zahl ZZ' durch »°, aber keine hthere Potenz
von p theilbar ist, so kommt
(82) PP @ =0 (mod pY),
und, indem rechts mit [ multiplicirt wird, weil @' @ = p ist,
G PP =0 (mod. p).
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Es muss also das eigentliche Quaternion @ P und P zu
derselben Congruenzldsung modulo p gehtren. Hiermit ist die
Congruenzlvsung vollstindig bestimmt. Dieselbe ist aber auch
durch die Forderung bestimmt, dass

PP P =0 (mod. p)
sei, und diese kann nur so erfullt werden, dass P mit P'* gy
derselben Congruenzldsung modulo p gehtrt. Nach der getroffe-
nen Voraussetzung fillt dann aber auch Pmit P* zusammen und
P9 P ist gleich p. Durch Weglassung des Factors p wird also
aus (32) die Congruenz '
(33) 6™ 0'=0 (mod. p),
aus welcher zu schliessen ist, dass @ mit @ zu derselben Con-
gruenzltsung modulo p gehvrt, und daher ebenfalls coincidirt.
Somit ist die ausgesprochene Behauptung gerechtfertigt.

In #hnlicher Weise erhiilt man fir eine beliebige Potenz p*
eigentliche Quaternionen, die zu den p"'(p+1) Classen von Con-
gruenzltsungen modulo p’ gehtren, indem man in (29), von der
rechten zur linken Hand fortschreitend, immer ein neues Prim-
quaternion von der Norm p als Factor hinzufiigt, das an jeder
Stelle zu p verschiedenen Classen von Congruenzldsungen modulo
p gehtren darf. Die eine wegzulassende Congruenzltsung wird
mit Berlicksichtigung des Nachbars zur Rechten bestimmt, wie
bei der Bildung von (29) angegeben ist.

Bei der Betrachtung der Primquaternionen, deren Norm
gleich Zwei ist, und die in (18) angegeben sind, stellt sich her-
aus, dass das Product von je zweien ein eigentliches oder unei-
gentliches Quaternion ist, je nachdem sie zu verschiedenen Con-
gruenzltsungen gehtren oder zu derselben. Diese Thatsache
stimmt mit der frither hervorgehobenen iberein, dass hier die
conjugirten Quaternionen zu derselben Congruenzidsung gehtren.
Die uneigentlichen Quaternionen, deren Norm gleich Vier ist, sind,
da jede Einheit positiv oder negativ genommen werden kann, in
der Anzahl 16 vorhanden, und zerfallen nach der frither gebrauch-
ten Bezeichnung in die beiden Gruppen

(34) T (Ui i), I (i iy ).
Aus den Quaternionen von der Norm Zwei erhilt man die in dor
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Klammer befindlichen Ausdrticke anf die folgenden verschiedenen
Arten

(34) {(1+i28)(1+'€s|)= (1+'Eal) (1+‘:12)=(1+"m) (1+iza) = l+':23+i31+i12)
(14is) (Ttig) = (1+4y) (144,5) = (1 +45)) (144,)) = Vbig+iyy+iy,.
Ich werde jetzt die siimmtlichen eigentlichen Quaternionen
aufsuchen, deren Norm eine gegebenc Zahl ist. Die in dieser Zahl
enthaltenen Potenzen verschiedener ungerader Primzahlen seien
p?, ¢°..., mithin ist die Zahl selbst nach Art. 4 gleich dem in
einen Factor ¢ multiplicirten Product dieser Potenzen, wobei o
einen der Werthe 1, 2, 4 hat. Man nehme nun eigentliche Qua-
ternionen 2 von der Norm p?, die zu p*~* (p+1) verschiede-
nen Classen von Congruenzibsungen modulo p” gehSren, eigent-
liche Quaternionen M® von der Norm q”, die zu q""' {(g+1) ver-
schiedenen Classen von Congruenzlgsungen modulo q" gehdren,
w. 8. f, und bilde, von rechts nach links gehend, aus den einzelnen
Individuen das Product
(86) o SLARFNI 7 LV
Dasselbe muitiplicire man links fir o =1 mit einer der 8 Ein-
heiten J, flir ¢ = 2 mit einem der in (18) dargestellten 24 eigent-
lichen Quaternionen von der Norm Zwei, filr ¢ =4 mit einem
der in (34) dargestellten 16 eigentlichen Quaternionen von der
Norm Vier, dann liefert der Inbegriff aller so gebildeten Aus-
driicke, deren Anzahl fir ¢ =1, 2, 4 respective den Werth

85" (p+1)g" (g +1)...,
(87) 8.8p" (p+1)¢*  (g+)). ..,
8.20" (p+ g g+ 1)...
hat, den Inbegriff der gesuchten cigentlichen Quaternionen, und
zwar erscheint jedes Quaternion ein Mal.
Die Richtigkeit dieser Behauptung beruht auf dem Nach-
weise, dass die zu bildenden Quaternionen cigentliche sind, die

nach den simmtlichen Moduln 7, q", ... zu lauter verschiederen
Congruenzlisungen gehren. Sie milssen cigentliche sein, weil
die Normen der eigentlichen Quaternionen £, M™®, . Potenzen
differenter Primzahlen sind. Um zu zeigen, dass die angegebenen
Quaternionen, nach den simmtlichen Moduln p%, g¢°,. . zu verschie-
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denen Congruenzlosungen geboren, vergleiche man ein Indivi-
duom .., 1 mit einem andern ... MY und bilde fir eine
Congruenzivsung &y, L, &, zu der beide gehtren sollen, den
Ausdruck Z, wie in (30). Gesetzt nun es sei
(88) ... MAZ=0 (mod. p"), ... MY A Z=0 (mod. p"),
8o folgt
ZAM. =0 (mod p), .. MO AV ZZ2.4M..=0 (mod. p7),
und, weil die reelle Zahl ZZ* durch p”, jedoch durch keine hohere
Potenz von p aufgeht,

M AP A DT, =0 (mod. pY).
Durch Multiplication auf der rechten Seite bringt man die Normen
von M, .. hervor, die mit p* ohne Theiler sind, und deshalh fort-
gelassen werden diirfen, und es ergiebt sich die Congruenz

e MO A9 4 = 0 (mod. pT),

aus welcher zn schliessen ist, dass .« und .7 zu derselben Con-
gruenzlbsung modulo p” gehoren missen. In shnlicher Weise
wird jetzt bewiesen, dags, wenn die Congruenzen (38) modulo g’
gelten sollen, M und M nach diesem Modul zu derselben Con-
gruenzldsung gehiren milssen, und so wird fortgefabren, bis alle
ungeraden Primzablpotenzen erschdpft sind, und das Ziel er-

reicht ist.

Jedes beliebige eigentliche Quaternion 4 von der Norm
op’ q"... ist in dem aufgestellten System von Quaternionen ent-
halten. Da 4 nach jedem einzelnen Modul p”, ¢’,... #u einer
bestimmten Classe von Congruenzldsungen gehort, so kann ecin
Produet £2 aus (36) gewithlt werden, das mit A nach jedem Mo-
dul zu dersclbeu Classe von Congruenzlysungen gehrt. In Folge
dessen wird das mit dem conjugirten 2‘ gebildete Product 442’
durch jeden Factor p’, q", ..., mithin auch durch das Product
p”g’... theilbar. Weil aber N (&) cine ungerade Zahl ist, so
kann 4 2, auch wenn 0 = 2 oder 4 ist, niemals durch Zwei auf-
gebhen. In Folge der Gleichung

NAQ)=qp¥g”...
kommt |

Lipschitz, Summen von Quadraten, 4
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Das ganzzahlige Quaternion TA 1?— hat also fir 0 =1
rag...

die Einheit zur Norm, und ist deshalb gleich einer der 8 Einhei-

‘

ten J. Flr 0=2 oder 4 ist -;4 '?— - ein eigentliches Quater-
pa...

pion, mithin fir o =2 gleich einem der 24 Quaternionen (18),
fir o = 4 gleich einem der 16 Quaternionen (34); diesc wie jene
migen respeetive mit K bezeichnet werden. Demnach ergiebt sich
fo=1; AR =Jp'¢..
| 0=24; AQ' =Ep'¢...,
folglich durch Multiplication mit £,

o=1; 4=J8
('40) { c=24; A=FEQ,
" Dass die 8 Quaternionen J8, die den verschiedenen 8 Ein-
heiten J entsprechen, verschieden sind, ist schon friher gezeigt
worden; auf dieselthbe Art wird bewiesen, dass die 24, respective
16 verschiedenen Werthe von E in E£ lauter verschiedene Qua-
ternionen hervorbringen. Die gegebene Darstellung repriisentirt

also alle eigentlichen Quaternionen von der Norm op” q".. ., und
jedes Quaternion genaun cin Mal,

Aus der in (37) enthaltenen Bestimmung der Anzahl der eigent-
lichen Quaternionen, deren Norm eine gegebene Zahl ist, lisst
sich leicht die Auzahl aller eigentlichen und uneigentlichen Qua-
ternionen ableiten, deren Norm eine gegebene Zahl ist, indem die
simmtlichen muglichen gemeingsamen Theiler aufgestellt und in
Betracht gezogen werden.  Es entsteht dann das von Jacobi her-
rilhrende oben erwiihnte Resultat, dasg die betreffende Anzahl bei
einer ungeraden Norm gleich dem achtfachenWerth der Summe aller
Divigoren der Norm, bei einer geraden Norm gleich dem achtfachen
Werth der Summe aller derjenigen Divisoren der Norm ist, die
entweder ungerade oder gleich dem Doppelten von ungeraden
Zahlen sind.

(39)

7.

Es bleibt jetzt noch die Aufgabe, ein beliebig gegebenes
eigentliches Quaternion auf alle muiglichen Arten durech Mul-
tiplication von Primquaternionen zu erzeugen, Hierbei #ussert
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sich der Unterschied zwischen der Theorie der ganzzahligen Qua-
ternionen und der Theorie der Gaussischen complexen Zallen
in der eingreifendsten Weise. Wenn fiir eine eigentliche complexe
Zahl eine Erzeugung durcl Multiplication von complexen Prim-
zahlen in ciner gewissen Reihenfolge gegeben ist, so kamn sich
jede andere Erzeugung aus complexen Primzablen nur durch die
Anorduung der Factoren unterscheiden, und man erhilt alle Er-
zeugungsweisen, indem die Factoren anf alle mbglichen Arten unter
einander vertauscht werden. Wenn dagegen bei einem eigentlichen
Quaternion die Primquaternionen gegeben sind, deren Normen in
die Norm des gegebenen Quaternions aufgehen, so lisst sich fur
die Primquaternionen, ans denen das Quaternion erzeugt werden
soll, cine Reihenfolge der Normen vorechreiben, und die zu with-
lenden Primquaternionen werden durch dic gegebene Reihenfolge
bestimmt.

In der That, wenn 4 ein cigentliches Quaternion bedeutet,
dessen Norm ungerade oder das Doppelte einer ungeraden Zahl
ist, und wenn eine Primuzahl p, welche auch die Zwei sein darf,
in die Norm aufgeht, so gchort 4 modulo p zu einer bestimmten
Cougruenzlijsung §,%,%. ks sei nun P ein Primquaternion von
der Norm p, das zu derselben Congruenzlsung gehtrt; dann
ist das Product AP’ durch p theilbar, mithin gleich dem Product
cines ganzzahligen Quaternion G in die Zahl p,

(1) AP'=pQ.

Weil aber N (P') = p ist, so folgt durch Multiplication mit P anf
der rechten Seite, nach Weglassung des Factors p, die Gleichung
(2) A=GP

Das eigentliche Quaternion 4 ist also als ¢in Produot dar-
gestellt, bei dem der Factor links ein eigentliches Quaternion, der
Factor rechts das Primquaternion P von der gewihlten Norm p
ist, welches zu der bezeichneten Congruenziosung ), &, & gehirt,
Auch erkennt man durch eine mehrfack angewendete Schlussweise,
dass, wofern 4 in der angegebenen Weise zerlegt werden soll,
das Primgunaternion von der Norm p nothwendig zu dieser Con-
gruenzlvsung gehort. Ks ist daher in (2) das Primquaternion P
durch die gestellte Forderung insoweit vollstiindig bestimmt, dass
statt P nur noch eines der mit einer der 8 Einheiten gebildeten
Producte JP gesetzt werden darf.
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Dieselbe Betrachtung kann auf das eigentliche Quaternion G
angewendet werden, indem man eine in der Norm von G ent-
haltene Primzahl ¢ wiihlt, welche ebensowohl von p verschieden
sein, wie auch tibereinstimmen kann. Mit Hilife der Congruenz--
l6sung modulo g, zu der G gehtrt, wird dag niichste Primqua-
ternion bestimmt, und zwar bemerke ich, dass, wenn in (2) statt
P das Quaternion JP genommen wird, bei der Bildung der Con-
gruenzldsung modulo ¢ statt G das Quaternion GJ zu erdrtern
ist; die betreffende Aenderung der Congruenzldsung ist aus (12%)
in Art. 4 zu entnehmen. FEs liest sich aber das Verfahren so
lange fortsetzen, bis das letzte Primquaternion mit der auf der
linken Seite hinzuzuftigenden Einheit bestimmt, und das Quaternion
A erschpft ist.

Fiir den Fall, dass die Norm des zu zerlegenden eigentlichen
Quaternion 4 das Vierfache einer ungeraden Zahl ist, bleibt die
entwickelte Methode so lange ungelindert, als die von der rechten
zur linken fortschreitend aufzusuchenden Primquaternionen solche
sind, deren Norm eine ungerade I’rimzahl ist. Sobald aber an
irgend einer Stelle zum ersten Male ein Primquaternion von der
Norm Zwei als Factor auftreten soll, so kann dasselbe aus den vor-
handenen 3 Classen und 24 Werthen ganz beliebig gewihlt werden.
Denn das Product eines eigentlichen Quaternion, dessen Norm
durch Vier aufgeht, und eines Primquaternion von der Norm Zwei,
hat cine durch die Zahl Acht und durch keine h8here Potenz der
Zwei theilbare Norm. Dies Product kann kein eigentliches Qua-
ternion sein, weil die Normn dies nicht gestattet, und kann keinen
anderen Theiler als die Zwei haben. Man gelangt also nach Ab-
lssung eines beliebig zu wihlenden Quaternions von der Norm
Zwei zu einem eigentlichen Quaternion, dessen Norm dae Doppelte
einer ungeraden Zahl ist, und von da ab werden dic aufeinander
folgenden Primquaternionen in der fritheren Weise determinirt.
Durch Zusammenfassung ergiebt sich somit das folgende Resultat:

Ein eigentliches Quaternion, dessen Norm ungerade oder das
Doppelte einer ungeraden Zahl ist, kann, wenn man fir die zum
Behuf der Multiplication von der rechien eur linken Hand 2u
durchlaufende Reihe der Primguaternionen die Normen beliebig an-
ordnet, immer und swar auf eine solche Weise als ein Product
der Primguaternionen dargestellt werden, dass bei jedem Prim-
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quaternion die Classe von Congruenelosungen, 2w dem dasselbe
gehirt, successive eindeutig bestimmt wird. Iiir ein eigentliches
Quaternion, dessen Norm das Vierfache einer ungeraden Zahl ist,
gilt dasselbe, so lange in der von der rechien eur linken Hand
2u durchlaufenden Reihe von Normen der Primquaternionen nur
ungerade Primeahlen aufireten. An der Stelle dicser Reihe, an
welcher eum ersten Male die Zwei als Norm eines Primquater-
nions erscheint, hat man aber zwischen den drei Classen von Con-
gruenelisungen freie Wahl. Ist diese Wahl getroffen, so bestimmen
sich bet der Fortsetoung der Reihe der Normen die Congruens-
losungen, eu welchen die Primquaternionen gehiren, successive
eindeutig bis ans Ende.
Als Beispiel mége das Quaternion

—1+3i12+i18+2i28

dienen, dessen Modul 15 ist. Dasselbe gehort modulo 3 zu der
Congruenzlssung
E=1L =2 5=,
modulo 5 zu der Congruenzlosung
E=0,E=1, E=2
Ftir die Norm 3 gehtren die Quaternionen’
l'Hm‘H'w 1+iw“"im 1 —t,+1, 1-— iy
znt den 4 verschiedenen Classen, fiir die Norm 5 die Quaternionen
1426y, 1—24,, 1424, 1—2i,,
1424, 124,
zu den 6 verschiedenen Classen. Wenn verlangt wird, dass bei
der Zerlegung der erste Factor zur rechten Hand die Norm 3
habe, so muss das betreffende Primquaternion zu der oben ange-
gebenen Congruenzitsung modulo 3 gehtren, und es kommt das
Produkt
(1424,) (1+i,+4,).
Wenn dagegen gefordert wird, dass der erste Factor zur rechten
Hand die Norm 5 habe, so muss das betreffende Primquaternion
zu der obigen Congruenzldsung modulo 5 gehtren, und man erhilt
das Product
"(1"":2'*""!3) (1_*2"'23)-
Mit Bezug auf beide Normen treten also in den beiden Dax-
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stellungen Primquaternionen anf, die zu verschiedenen Classen
von Congruenzlgsungen gehdren.

8.

Die 80 eben entwickelte Theorie der Zerlegung der ganzzah-
ligen Quaternionen giebt die Kenntniss der siimmtlichen Substi-
tutionen, durch welche eine Summe von drei Quadraten in sich
selbst transformirt werden kann, und deren Coefficienten rationale
Zahlen sind. Es ist Euler, der in der angefiibrten Abbandlung:
Problema algebraicum ob affectiones prorsus singulares memora-
bile, auf diese Substitutionen zuerst die Aufinerksamkeit gelenkt
hat, Da man nach Artikel 3 von jeder in der angegebenen Be-
deutung rationalen Substitution der Determinante Kins zn einer
ebensolchen gelangen kann, bei der die dortige Verbindung (3)
einen von Null verschicdenen Werth hat, so lchren daselbst die
Gleichungen (7), dass die gewihlte rationale Substitution zu vier
ganzen Zahlen 4, 4,,, 4,, 2, fihrt, welche keinen gemeinsamen
Theiler haben und bis auf den Factor + 1 vollkommen bestimmt
gind. Es gehtirt also zu der betreffenden rationalen Substitution
ein bis auf den Factor + 1 volistiindig bostimmtes ganzzahliges
eigentliches Quaternion
(1) t (Potisg i ting Aigting Agy).

Diejenigen Substitutionen, welche aus der gewihlten entstehen,
indem man bei je zwei Vertikalreihen alle Coefficienten negativ
nimmt, werden durch je vier von den 8 Quaternionen

(2) J (}'0+ ilﬁ )'12 +i18 113+ QQS }'28)

hervorgebracht, die alle zu derselben Classe von Congruenzlosun-
gen gehdren. Man muss also, um alle rationalen Substitutionen
zu umfassen, alle eigentlichen ganzzabligen Quaternionen be-
trachten.

Die Gleichungen (25) des Art. 3 stellen fir jedea eigentliche
Quaternion 4 die Ausdriicke der Substitutionscoefficienten a,,,
Qg -+ Oy als Brilche dar, deren gemeinsamer Nenner die Norm

N(A) ist. Es fragt sich nun, welche Zahlen die Eigenschaft
haben ktnnen, gleichzeitig in alle Zihler und auch in die Norm
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N () anfugehen, Der grosste gemeinsame Theiler 7' der 4
Zshlen
2

(8)
23*'}’122“‘)'?3"’32% ' 7‘3""112"' l§s+ }‘gs

muss auch ein Theiler von 44;, 425, 445, 422 sein. Eakon-

nen aber A7, A2,, A%, Ay, keinen gemeinsamen Theiler haben,

weil jede Primzahl, welche in die 4 Quadrate aufginge, aueh in
die 4 Basen 4y, 4;,, 4,4, 4, aufgehen miisste, was unstatthaft ist.

Es muss also der gemeinsame Theiler T ein Theiler der Zahl 4,
also gleich einer der Zahlen 1, 2, 4 scin, TFir den Fall, dass
N (A) ungerade ist, muss daher T'=1 sein, und die angefithrten,
Ausdrticke der Cocfficienten a,;, a,,, ... ey, kinnen auf keinen

kieineren gemeinsamen Nenner als die Norm N(.Z) gebracht
werden. Wenn N (.7) das Doppelte einer ungeraden Zahl ist, sind
von den 4 Zahlen 2, Ay, Ay, 7,, zwei gerade und zwei unge-

rade. Mithin werden in den Ausdriicken der Coefficienten alle
Zghler gerade Zahlen, der grosste gemeinsame Theiler T' erhilt
den Werth Zwei, uud hebt sich in den bezeichneten Producten
berall fort. Wofern endlich N (.£) das Vierfache einer ungera-
den Zahl ist, so sind alle 4 Zahlen 4,, A, 45, A ungerade,
folglich ihre Quadrate = 1 (mod. 8). In den Ausdriicken der
Coefficienten werden daher alle Zihler durch 4 theilbar, der
grosste gemeinsame Theiler 7' nimmt den Werth 4 an, und hebt
sich wieder in den siimmtlichen Briichen fort. Somit zeigt es sich,
dass die rationalen Substitutionen, welche die Summe von drei
Quadraten in sich selbst verwandeln, ebenso wie diejenigen, welche
Adie Summe von zwel Quadraten in sich selbst verwandeln, auf
den kleinsten Nenner gebracht, nur eine ungerade Zahl als sol-
chen haben ktunen. Wihrend aber bei den letztern nur solche
ungerade Zahlen als Nenner auftreten, die ans lauter Primfactoren
von der Form 4r+1 zusammengesetzt sind, konnen bei den er-
steren alle ungeraden Zahlen als Nenner erscheinen.

Da der Multiplication der Quaternionen die Zusammensetzung
der Substitutionen entspricht, und da jedes eigentliche ganzzahlige
Quaternion nach dem entwickelten Verfahren durch die in einer
bestimmten Reihenfolge auszufihrende Multiplication von Prim.

l:"""fe‘”)"?s 'Hgs’ 13**?5“%“ 1;”
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quaternionen erzeugt werden kann, so liisst sich die zugeordnete
rationale Substitution durch die correspondirende Zusammensetzung
von denjenigen rationalen Substitutionen erhalten, die zu den be-
treffenden Primquaternionen gehtren. Von den in (18) des Art. 6
angegebenen Primquaternionen der Norm Zwei gehiren die fol-
genden zu den 3 verschiedenen Classen von Congruenzldsungen
@ 1y 1ig, Ltiy.
Dieselben liefern respective die drei Substitutionen

(5 2) Ty= Y By= Yy T3 Yo

(5 b} =Y Z= Yo» 3= Y3

B z,= 4 B="Yp» %= ¥y

deren Coefficienten dem Vorhergehenden entsprechend ganze Zahlen
sind. Wenn dagegen die Norm eine ungerade Primzahl p ist,
g0 bringt jedes zu einer der p+1 Classen von Congruenzlgsungen
gehorende Primquaternion cine Substitution hervor, deren Coeffi-
cienten, auf den Kkleinsten gemeinsamen Nenner gebracht, die
Primzahl p selbst zum Nenner haben.

In Art. 6 ist die Anzahl der eigentlichen Quaternionen be-
stimmt worden, deren Norm eine gegebene Zahl ist, die ungerade,
oder das Doppelte oder das Vierfache einer ungeraden Zahl sein
kann. Mit diesem Hiilfsmittel ist es leicht, die Anzahl aller ratio-
nalen Substitutionen abzuleiten, bei denen der kleinste gemeinsame
Nenner der Coefficienten eine beliebig gegebene ungerade Zahl
ist. Da die Norm eines zu dieser Aufgabe gehvrenden Quaternions
entweder die gegebene ungerade Zahl selbst, oder ihr doppelter
oder ihr vierfacher Werth ist, und da zwei Quaternionen .7 und
—.4 dieselbe Substitution hervorbringen, so ist die bezeichnete
Anzahl eigentlicher Quaternionen fir die gegehene ungerade Zahl,-
fur ihren doppelten und fitr ihren vierfachen Werth als Norm zu
bestimmen, und von der Summe dieser drei Anzahlen die Hiilfte
zu nehmen. Das Verfahren, welches im vorigen Artikel zu dem
Zwecke auseinandergesetzt ist, ein beliebig gegebenes eigentliches
Quaternion durch Multiplication von Primquaternionen zu erzeugen,
fiir welche die Reihenfolge der Normen vorgeschrieben ist, und
die demgemiss bestimmt werden, bietet endlich die Lisung der.
Aufgabe, wenn eine beliebige rationale Substitution gegeben ist,
dieselbe durch die Zusammensetzung von Substitutionen hervor-
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zubringen, deren Nenner die ungeraden in dem gemeinsamen
Nenner der Substitution enthaltenen Primzahlen sind, und fr
welche die Reihenfolge ihrer Anwendung vorgeschrieben ist, even-
tuell mit Hinzuziehung von zwei solchen ganzzahligen Substitu-
tionen, wie sie in (5 a), (5 b), (50) angegeben sind. Die fr die ganz-
zahligen Quaternionen geldsten Aufgaben finden somit auf die
arithmetisch rationalen Substitutionen, durch welche eine Summe
von drei Quadraten in sich selbst transformirt wird, eine unmittel-

bare vollstindige Anwendung,






II
TRANSFORMATION EINER SUMME
VON BELIEBIG VIELEN QUADRATEN
IN SICH SELBST

DURCH REELLE SUBSTITUTIONEN.






Erste Abtheilung.

Allgemeine Theorie.

1

Bei der gegenwiirtigen Betrachtung der Transformation einer
Summe von #n Quadraten in sich selbst werde ich voraussetzen,
dass die Zahl s den Werth Drei ilbertreffe, da der Fall n =2
in Art. 1, der Fall n=38 in Art. 3 der Abhandlung I absolvirt
ist. Es mtge also durch die Substitution

5 =0y yyto, y+ ... +e, Y,
(1) Ty =0y 110y ot ... Ty, 9,

Z,=a,, yl+ana ,'/2+ st +a~n Yas
deren Coefficienten a,,, @,,...a,, recll sind, und deren Deter-
minante gleich 1 ist, die Gleichung zwischen den reellen Variabeln
2,%,...2, und ¥, ¥, ... ¥,
@) B+t . AT =gty . Y
erfillt werden. Ich beginne mit der Bestimmung der Anzahl von
Substitutionen, welche aus der gegebenen entsteben, indem in einer
geraden Anzahl von Vertikalreihen alle Coefficienten mit der ne-
gativen Einheit multiplicirt werden; alle diese Substitutionen haben
ebenfalls die Determinante 1 und erfiillen die Gleichung (2). Da
die Anzabl der verschiedenen Combinationen von je zwei Reihen
n( ) n(n—1) (n—2) (n—3)
1.2.3.4
ist, u. 8. f., so erhillt man, indem die gegebene Substitution mit-
gerechnet wird, die Gesammtzabl

gleich ——=, von je vier Reihen gleich
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n (1) (i=2) (=-8)
1.2.3.4 e

welche, als die halbe Summe von (14-1)" und (1—1)" gleich 2"

ist. Es kommt jetzt darauf an, zu zeigen, dass, wemn in dem

System der Coefficienten der gegebenen Substitutionen zu jedem

in der Diagonale befindlichien Element die positive Eiubeit hinzu-

addirt, hieranf die Determinante des betreffenden Systems

aytlop ey, I

Ay, Ot ey,

—1
1+ ﬁ(f.”z s

3 o
am H anz L B ann+1 l

gebildet wird, und wenn mit den Coefficlenten e, ay,, ... a,,
die angegebenen Veriinderungen vorgenommen werden, unter den
aus (3) hervorgehenden Determinanten wenigstens eine einen von
Null verschiedenen Werth hat. Dieser Satz, welcher in der Ab-
handlung des Herrn Hurwitz: Ueber die Perioden solcher ein
deutiger, 2n-fach periodischer Functionen, welche im Endlichen
tiberall dén Charakter rationaler Functionen besitzen und reell
sind fir reelle Werthe ihrer # Argumente (Journal f. Mathematik
94, p. 7), enthalten ist, lisst sich auf das folgende einfache
Lemma zurtickfihren:

Wenn man mit 2n beliebigen Elementen p,, p,,...p, und
4 9y - - 4, das Product von Binomen

(P1+91) (p2+92) o (2,+4,)
bildet, in demselben eine gerade Anzahl unter den Elementen
Py Pgy - P, S0 oft dies moglich ist, negativ nimmt, die Ele-
mente gy, Qy, .. q, aber ungeandeit ldsst, hierauf alle diese Pro-
ducte su dem urspriinglichen addirt, so entsteht das Resultat

2 (10 Bt - 1)

Dieser Satz drtickt filr # = 2 die offenbar richtige Gleichung
aus
(8, +9) (B2 +4)+ (=2, +9) (—p,+9)
=2 (p1p2+g1 %)-

Um fir n =3 das Aggregat der zn bildenden Produete zu erhal-
ten, kann man die linke Seite der vorstchenden Gleichung mit
(ps+g,) multipliciren, und hieranf den Ausdruck addiren, der aus
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dem schon gebildeten durch Verwandlung von p, in —; entsteht.
Dann geht aber das Aggregat der Ausdriicke der rechten Seite
in den Ausdruck

4(p; 0,03+, 2, 95)

tiber, womit die Behauptung fiir » =3 bewiesen ist. Da aber
das angegebene Verfahren beliebig oft wiederholt werden kann,
o ist der Beweis fur jeden Werth der Zahl n glltig.

Es sei nun ein System von #° beliebigen Binomen gegeben

Dyt Pt ies oo Pyt i

Doty Pyt o - Prat s
4) . . .
pm+qu(’ pna+q»2’ M pun+gm|1

aus welchem die Determinante

(5) 2 élJ (pl‘)’ +qlg‘) (p2‘)’+QE‘;,) . (p”(;” +q'|p“)
gebildet werde, wo ¢, die positive oder negative Einheit bedeutet,

91;93’, Z) zur, ersten oder zweiten
Classe gehtrt, d.h. aof eine gerade oder ungerade Anzabl von
Vertauschungen zweier Zeiger zurlickgefiihrt werden kann. Man
leite nun aus (4) alle mbglichen Systeme ab, indem man die Ele-
mente Py, Pygy --+ P,y 80 oft es miglich ist, in einer geraden
Anzahl von Vértikalreihen mit der negativen Einheit multiplicirt,
die Elemente g,,, ¢,,, .. 0,, aber ungeiindert litest, bilde fir alle
Systeme nach der angegebenen Regel die Determinante (5), und
nehme die Summe aller 2"' Determinanten, dann entsteht als
Ergebniss das Product der Zahl 2*~' in die Summe der beiden
Determinanten

(6) <z 8o D1g, Py, - - Py, t < €o Q1g, Tag, ** Iney’

Die Richtigkeit folgt unmittelbar, indem auf jeden in (3) enthal-

tenen Summanden der bewiesene Hillfesatz angewendet wird.
Wenn man respective statt der Elemente p,,, p,, .- p,, die

Elemente der Substitution (1), statt g¢,;, g5, .. ¢,, die Elemente

des Systems

je nachdem die Permutation(
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100. 0
010. 0
00 ....1

setzt, 80 geht das System (4) in das System (3) tiber, die beiden
Bestandtheile von (8) werden nach der Voraussetzung gleich der

positiven Einheit, mithin die Summe der 2"* zu bildenden De-

terminanten gleich der Zahl 2*. Es mues also, wie behauptet
war, wenigstens eine derselben einen nicht verschwindenden Werth
haben.

Nunmehr nehme ich an, dass aus der beliebig gegebenen
Substitution eventuell durch die Zeichendnderung der Elemente
in einer geraden Anzahl von Vertikalreihen eine solche abge-
leitet sei, fir welche die Determinante (3) nicht gleich Null ist,
und werde von jetzt ab voraussetzen, dass die Substitution (1) so
eingerichtet sei, dass ihre Determinante (3) nicht gleich Null ist.

Aus (3) folgt das System

2ty = (ey+ )y + ket t+a,y,

Q) nth= oyy Hey+l) 3/2+ ety

x”+y”= anl yl + nn .’/2 (a”-{- l) y,n
dessen rechte Seite die in (3) angegebenen Coefﬁclenten zeigt.
Die Determinante, welche aus den Elcmenten formell gebildet
wird, als ob die Grissen a,,, @,,,... @, von cinander unabhiingig
wiiren, mbge mit I) bezeichnet werden, so dass die betreffen-
den adjungirten Elemente durch partielle Differentiationen ange-
deutet werden konnen. Dann ergiebt sich durch Aufissung, weil
D nach der geltenden Voraussetzung einen von Null verschiedenen
Werth hat, die folgende eindeutige Darstellung der Differenzen
=Y Ty Yy - X, —yn durch die entsprechcnden Summen

. —y = (( D—2 ) (o, +y,)— 2 ar (z,+yy) ... — 2;{;1:—‘ (z,+y,) )
©] =523 (w,+y1>+(D—-2 )(x2+ 5. +9))
z,~Y, ‘; ‘;‘( —25= :al‘) (= x"*‘ v,)— 2 (‘" ). ( 2 3 al’:) (wn-;-yu)) :

\
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Mit Zuziehung einer beliebigen von Null verschicdenen Grisse 2,

fihre ich die neuen Elemente ein
D \_*a 2 0D Ay
®) (D —2 du, ) A ! D du,, =—l:’
wo a und b differente Zablen aus der Reihe von 1 bis = bedeuten,

so dass die Gleichungen hervorgehen

A A A
2y, = —1 (z,+y,) + ~1’— (2, 4y, +. .+~11‘ (x,+y,)

21

l
x “'y, (xl+1/]) + (552“"1]2)"" + (x +y”

(10) {

wn_wyn— 1 (xl+y1)+ ($2+‘y2)+ + "”(x,,+y,,>

Dann kommt, indem der Reibe nach mit xl+ Yy m,-l-y,, o Z, 4y,
multiplicirt, und addirt wird, auf der linken Seite die Verbindung

(1) Y+ Tyt .. +3,

auf der rechten Seite die quadratische Form
2 z'ab

(12) 2 > @y @),

bei der sowoll a als & alle Indices von 1 bis % durchlaufen. Da
(11) in Folge von (2) identisch verschwindet, so muss auch (12)
identisch verschwinden, Es mfissen also fir jede Zabl g und fiir
jedes Paar verschiedener Zahlen ¢ und b die Gleichungen
(13) ,=0,4,44, =0
erfiillt sein, welche sich auch an den auf der linken Seite von
(9) befindlichen Ausdritcken verificiren lassen. Multiplicirt man
das System (10) mit 2, so nimmt dasselbe nach Vertheilung de}'
beiden Systeme von Variabeln z,,z,,...%, und y,,¥,,..y, auf
die beiden Seiten der Gleichungen die Gestalt an

by mythy gyt Ay B =Ry YA Yyt A Y,
(14) lm xl+)‘0 x2+' . '+1»2 Z, == '121 Y, +"10 y1+‘ . ’+)‘$5 Y

Ay 2yt 0y, Tyt '+;'0 z,= A, h+d oyt iy Y,
Da die Coefficicnten der linken wie der rechten Seite nach Weg-

lassung der in der Diagonale befindlichen Elemente 4, zwei schiefe
Lipschite, Summen von Quadraten. Y
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Systeme bilden, die durch Vertanschung der horizontalen und
vertikalen Reihen in einander tibergehen, und da die Determinanten
aller partiellen Systeme, deren Diagonalen in die Diagonale des
schiefen Systems fallen, verschwinden oder vollstiindige Quadrate
werden, je nachdem der Grad des partiellen Systems ungerade
oder gerade ist, so haben die Coefficienten der linken und rechten
Seite von (14) dieselbe Determinante, welche leicht nach den Po-
tenzen von A, geordnet werden kann. Sie ist gleich einem Ag-
n(n—1)
1.2
der FElemente A,, aus dem Produet von )% in die
n (n—1)(n—2) (n—3)
1.2.3.4
ten vierten Grades gind, u. 5. f. Die Gesammizahl der zu addi-
renden Bestandtheile stimmt daher mit der Anzahl 2" der De-
terminanten ttherein, welche aus der Determinante D des Systems
(8) durch den Zeichenwechsel einer geraden Anzahl von Vertikal-
reihen abgeleitet worden sind.

Bei Gelegenheit der Determinante der Coefficienten der lin-
ken und rechten Seite von (14) zeigt sich zam ersten Male der
entscheidende Einfluss der Anzahl n der vorliegenden Quadrate.
In I, Art. 1 ist die Determinante der Coefficienten der linken wie

der rechten Seite von (9) gleich der Norm A2+A3,; in I, Art. 8
hat die Determinante der Coefficienten der linken wie der rech-
ten Seite von (9) den Ausdruck
AO ()'z+a’72+}':8+)':8)’

sie st daher gleich dem Product von 4, in die Norm 23427, + 4, + 4%,
Fiir =2 und fir n =3 werden also die Basen der in den Aus-
druck eingehenden Quadrate durch die gegebenen Elemente 1,
uomittelbar dargestellt. Gegenwilrtig, wo #>> 3 ist, sind die er-
wihnten Basen homogene Kunctionen der Elemente 4, von ver-
schiedenen Graden. Bei einer Basis vom # ten Grade fitbre ich
den Quotienten ein, welcher durch Division der Basis mit der
(r—1) ten Potenz der von Null verschiedcnen Grisse A, entsteht,
und bezeichne denselben in der Weise durch Indices, wie Jacobi
in der Abhandlung: Ueber die Pfaffsche Methode, eine gewthn-

gregat aus A7, aus dem Product von A, in die Quadrate

Quadrate, die gleich schiefen Determinan-
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liche lineare Differentialgleichung zwischen 2% Variabeln durch ein
System von » Gleichungen zu integriren (Journal f. Mathematik
2, pag. 355) die Basen bezeichnet hat. Es ist demnach

A, A, Ay thyh,
(15) lade= ab cd+ aulodb a”d ,

und allgemein, wenn 2+ beliebige Zahlen a,b,...f ausgewshlt
werden, 4,, , gleich einem Brache mit dem Nenner A7, dessen
Zihler erhalten wird, indem man mit den Zahlen a,b,...f alle
Permutationen erster Classe vornimmt, hieranf diese Zahlen in
der gegebenen Reihenfolge, zu zweien gepaart, an den Buch-
staben A als Zeiger vertheilt, von den Producten, die untereinander
gleich sind, immer nur ein einziges wihlt, und von allen ver-
schiedenen die Summe nimmt. Die auf diese Weise eindeutig
bestimmte Verbindung 4,, , hat demnach die Eigenschaft, bei

einer Vertauschung ihrer Zeiger entweder in sich selbst oder in
den entgegengesetzten Werth iiberzugehen, je nachdem die Per-
mulation sur ersten oder sweiten Classe gehort. Somit wird die
Determinante des anf der linken oder rechten Seite von (14) vor-
handenen Systems von Coefficienten gleich dem Product der Po-
tenz 477" in ein Aggregat vou Quadraten, deren Basen aus der
n{n—1) (n—2) (n—38)
1.2.3.4
Verbindungen 4, ,, und #berhanpt den 2"~ eingefihrten Ver-
bindungen besteht, unter denen die Elemente mit einbegriffen sind.
Die Beobachtung, dass diese 2*~' Verbindungen in dem betreffen-
den Ausdruck als gleichberechtigt auftreten, deutet darauf hin, dass
gie fir die Transformation einer Summe von n Quadraten in
sich selbst gleichberechtigt sind, wie es sich im Folgenden be-
sthtigen wird. Die Verbindungen 1,,., =~ lassen sich einfach
ausdriicken, indem von der Determinante D in dem angegebenen
Sinune hthere partielle Differentialquotienten gebildet werden. Da

Griisse 10' den _q#____zﬂ Gréssen A b den

nach (9) und (13) die Gleichung '
©%) do 2 0D 2 oD
A D da, D da,,

gilt, 8o hat man
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l’ab a’rd+ lad z’bc
AT
L
4 (BD 8D 8D ap)_ 4+ &p

P \bu, du, du, du,) D bdu,de,
mithin ergiebt sich fir 4 , , die Gleiclung

hase : ’D o
N )

0 “u 2 aatd aa(u'aadll auad aubl‘
In gleicher Weise kann man fortfahren und erhilt
M 8 (" &b
x abcd(f= .

(16%) A, 2.3.D (aaabaa,daa,, "‘)

Bei dem numerischen Factor treten im Zihler dic Potenzen von
Zwei, im Nenner die zugehirigen Zahlenfacultiiten auf; die Wahl
der Zeiger fir a richtet sich nach der Regel, durch welche in der
ursprliinglichen Darstellung die Zeiger von 4 bestimmt gind. In
allen Ausdricken bildet die Determinante D, aber keine hthere
Potenz von D, den Neaner.

2'

Wie in I, Art. 3 aus dem System (9) eine vierte Gleichung
(10) abgeleitet ist, um dasselbe zu ergiinzen, so wird jetzt aus
dem System (14) des vorigen Artikels ein System von 2"='n Glei-
chungen erhalten werden, welche, nach den 2% Variabeln z,,
%y, ...z, und ¥, ¥,,...y, geordnet und den vorhandenen hinzu-

gefligt, ein System von 2" Gleichungen liefern, bei dem die
Coefficicnten jeder Variable aus den positiv oder negativ genom-
menen 2" Grssen 4, &_,, 4., .4, - - bestehen. Zu diesem Zweck
werde aus den x Gleichungen (14) des vorigen Art. eine beliebige
Gruppe von ungerader Anzahl herausgehoben; die Zahlen, welche
die Stelle der einzelnen Gleichungen angeben, seien

1) a,b,...e

Es sollen jetzt die Gleichungen in der betreffenden Reilenfolge
mit den Factoren

(2) lbc._e’ lr..fa""’lab..d

maultiplicirt, und addirt werden. Wenn nun / eine Zahl bedeutet,
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die in (1) nicht enthalten ist, so ergicht sich auf der linken Seite
ale Factor von z, der Aunsdruck

(8) }'fa }'b:..a+)'fb lt‘...ea+"'+ ;'fa }'uh..d’
welcher bekanntlich gleich
(4) 2’0 l'fa et

ist, auf der rechten Seite als Factor von y, derselbe Ausdruck,
mit der negativen Einheit multiplicirt, oder

) —hydey .

Nimmt man dagegen einen Zeiger aus der Gruppe (1), etwa q,
80 kommt links als Factor von z,

(6) lolbc..c+lablc..ea+"+1'a¢l¢b..d’
rechts als Factor y,
(7) lO lbt ..e+lha ;'l ..u‘+ . +lra )'ab .

Weil aher in heiden Aggregaten die Summe der Glieder mit Aus-
nahme des ersten gleich Null ist, 80 nimmt jedes Aggregat den
Werth

(8) 1'0 lbr..e
an, Die hervorgehende Gleichung erhillt also, nachdem durch
die von Null verschiedene Grosse 4, dividirt ist, die Gestalt

(9) { lbo..s xa+l«..aa xb+' '+i'ub..dxa + :f )"/a. 6 a"f =
l’bc. . ya+)'c..ea yb+' '+lab..d ye - “"f }'fa..e wf’

wo f alle Zahlen von 1 bis 2 durchlifuft, die nicht in der Grappe
(1) enthalten sind. Die Coefficienten der Variabeln sind also his auf
die hinzuzufiigende positive oder negative Einheit aus dem System
der Grissen A entnommen, und zwar ergiebt sich die Gruppe der
Zeiger fiir den Coefficienten einer bestimmten Variable, indem
der Zeiger dieser Variable, falls er in der Gruppe a, b, ..e nicht
vorkommt, derselben zugefigt, falls er in der Gruppe vorkommt,
aus derselben fortgelassen wird. Unter das so ehen ausgesprochene
Bildungsgesetz von (9) lassen sich auch die urspringlichen Glei-
chungen (14), Art. 1, subsumiren, indem man jeder Gleichung
die Zahl ihrer Stelle zuordnet, und festsetzt, dass bei dem Fort-
lassen des einzigen vorhandenen Zeigers die Null als Zeiger
eintritt,

Es ist leicht zu erkennen, dass die Gesammtzahl aller aus
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n Zeigern zu bildenden Gruppen von wngerader Anzabl, deren
Typus in (1) angegeben ist, gleich

n{n—1) (n—2)

1.2.3 T

mithin wieder gleich 2" ist. Die Gesammtzahl der in (9) dar-
gestellten Gleichungen betriigt also, indem die » urspriinglichen
mit hinzugerechnet werden, wie hehauptet worden, 2°~'. Fur
eine beliebige Variable z, oder y, erhilt man die Zeiger der

nt B

Coefficienten in allen 2"" Gleichungen nach der entwickelten
Regel, da jeder Gleichung eine Gruppe von Zeigern in ungerader
Anzahl zugeordnet ist, indem man den Zeiger ¢ hinzufiigt, wo
er fehlt, und wegnimmt, wo er vorhanden ist. Durch dieses Ver-
fahren werden aber alle Combinationen einer geraden Aunzahl
von Zeigern, das Auftreten keines Zeigers mitgerechnet, auf
eine und nur eine Weise hervorgebracht. Demnach erscheinen

in den 2*'

Gleichungen bei jeder Variable x, und y, die sémmt-
lichen Grssen 4,, 4,,, 4,,.4; - - -, Tnit der positiven oder negativen
Einheit multiplicirt, als Coefficienten, wie zu beweisen war.

Um in den erhaltenen 2" Gleichungen die Coefficienten
einer einzelnen Variable z. B. von z, zu verfolgen, hat man zu
unterscheiden, ob in der einzelnen Gleichung, die durch (9) ve-
prisentirt wird, der betreffende Zeiger 1 in der Gruppe a,5,...¢
oder in der mit f bezeichneten Gruppe der tthrigen Zahlen ent-
halten ist. Fiir den ersten Fall werde a = 1 genommen, fir den
zweiten [ zuerst gleich 1 gesetzt, und hierauf der Inbegriff der
itbrigen Werthe von f durch /' angedeutet. So entstehen respec-
tive die beiden Gleichungen

§ Ay T td, Tt tAy, g2+ 3 r flb 2T =
! bye o th, a0t ol 2¥,— S Ay, LY

hgy. o Tithy, 24 th, 24 Spdg,, 20 =
Ay oty Yt FRy Yo S lf’cb..oyf
Mithin haben die Variabeln x, und y, in (10) gleiche, in (10%)
entgegengesetzte Coefficionten. Bei der vorhin erwithnten Voraus-

Setzung, vermoge deren das urspriingliche System (14), Art. 1 in
(9) mit enthalten ist, wird die erste Gleichung des arspriinglichen

(10

(10%)



Symbolische Factoren. 71

Systems durch (10) dargestellt, withrend die n—1 tibrigen Glei-
chungen durch (10*) reprisentirt werden.

3.

Das aus (14) Art. 1, (10) und (10*) Art. 2 bestehende Sy-

stem von 2"~ Gleichungen
ko Tty @yt Ay = A gty gt Y,
A,k 2y A, x, = Ay g+ Yyt A,

1 e |

(1) . . . . . . . .
l)n°;1+l;’;x9+' vty By =2, A0t Ay Y,

@) ; by oth gt Ay, o3, S A, 8=

b A Yt A, Y ny a’/lb..a Yer

(2 ") 3 J'Mb..u x1+}'bc ...e xu+‘ '+lab. .dxc+, Sf' l’f‘ab..le’ =
‘_)‘ub..u yl+lbc...aya+' '+R'ub..d Y.— "“f‘ Af’ab..e yf’

lusst sich mit Hulfe eines Systems von 2"~ symbolischen Factoren,
unter denen die Einheit mitgerechnet ist, zusammenfassen; die-
selben mbgen, wie folgt, bezeichnet werden,
(8) | PR
Als Indices erscheinen alle Combinationen verschiedener Zahlen
aus der Reihe 1, 2,...%, deren Anzahl gerade ist, abgesehen
von der Anordnung Die symbolischen Factoren der linken und
rechten Seiten von (1), (2), (2%) werden so eingerichtet, dass
beziehungsweise die Indices mit den Indices der Coefficienten von
z, Ubereinstimmen. Demnach werden bei (1) successive die
Factoren

1, 8, dgy .00 8

angewendet, bei (2) der Factor

in

Yie, e
bei (2*) der Factor

ilub..e!
und hierauf wird eine formelle Addition der erhaltenen Ausdriicke
der linken und rechten Seite vorgenommen. Alsdann kann man
das Resultat sowohl der linken wie der rechten Seite als ein
Product von zwei Factoren darstellen.
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Fiir die linke Seite hat der erste, links zu stellende Faetor
die Gestalt

(4) A== hytiy hgte g Ayt

als Indices treten alle Gruppen von gerader Anzahl und zwar so
auf, wie sie bei den Coefficienten der Variable @ erscheinen.

Gleichzeitig muss der zweite rechts zu stellende Factor der fol-
gende sein

(5) Xe=x +i, 2,4, .41, %,.

Da in dem darzustellenden Ausdruck jedes Product einer Grosge
A und einer Griosse z mit einem symbolischen Factor multiplicirt
vorkommt, so werden die Regeln fur die Multiplication der sym-
bolischen Factoren unzweifelhaft durch die Forderung bestimmt,
dass der betreffende Ausdruck eatstehen soll, indem bei der Bil-
dung von 4 X jeder Summand von .7 mit jedem Summanden
von X go multiplicirt wird, dass die reellen Factoren wirklich
multiplicirt werden, und das Product der symbolischen Factoren
in ihrer gegehenen Reihenfolge hinzugeschrieben wird. In Betreff
der Bezeichnung der Symbole (3) wird es sich als zweckmiissig
herausstellen, festzusetzen, dass, wenn bei einer hestimmten Gruppe
von Indices eine Aenderung der Anordnung vorgenommen wird,
das Symbol ungeiindert bleiben oder mit dem Factor (—1) ver-
sehen werden soll, welcher dann dem reellen Coefficienten heizu-
fiigen ist, je nachdem die Permutation zur ersten oder zweiten
Classe gehtrt. Dadurch erhilt der Ausdrnck (4) die Eigenschadft,
dass jeder einzelne Summand ungeiindert bleibt, wofern fiir den-
selben mit den Zeigern der reellen Grsge 4 und des symbolischen
Factors ¢ dieselbe Permutation vorgenommen wird. In sofern
jetzt jedes Symbol entweder mit der positiven oder mit der nega-
tiven Einheit multiplicirt auftreten kann, steigt die Gesammtzahl,

da noch + 1 hinzugerechnet wird, auf 2". Aug der Verglei-
chung der Bestandtheile der linken Seite von (1), (2) und {2*)
folgen nun respective die Regeln

(6) b by ==y, a4, =y, by, =6,

(6%) bpo, o e = =gy g, = i'f'ab.. ¢ il{' = liup. .00

bei dem Wegfallen der Zeiger b, ¢,..e iat auf der rechten Seite
von (6) statt des Symbols die positive Einheit zn substituiren,
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Fs bleibt jetzt das Resultat zu untersuchen, welches die
rechten Seiten von (1), (2), (2*) nach der ausgefihrten Multipli-
cation mit den angegebenen symbolischen Factoren und der hier-
auf volizogenen formellen Addition liefern. Dasselbe Idsst sich
aus den gleichen Griinden als das Product von zwei Factoren
auffassen; der erste links zu stellende ist
(7) Y=yt gyt +i, 0,
der zweite rechts zu stellende
(8) Ay =dg— Aot g ht i —Eg, At
geht aus .7 hervor, indem alle reellen Elemente, bei denen der
Zeiger 1 vorkommt, negativ genommen werden, alle {ibrigen un-
geiindert bleiben. Durch die Vergleichung der rechten Seiten von
(1), (2) und (2*) ergeben sich fir die Multiplication der Symbhole
die Regeln

9 T b T T Ty e T Ut T how

=1

(9*) ziaibc..e="= zieiab..vl = —il/' if’ab..f
auch hier ist bei dem Wegfallen der Zeiger b, ¢, .. ¢ auf der rech-
ten Seite von (9) statt des Symbols die positive Einheit zn setzen.

Die Gleichungen (6) und (6*) liefern nach und nach die
Relationen

y
10b, .2

bty = b, 40, b=,

(10) Sy Tl Gy =4,

‘6'“ 1“1 = zru ,’Ib = zf‘ab« zlf’ = llabc;
desgleichen liefern (9) und (9*) die Relationen
Gty =1, —i . 0., =1,
(11) Thy by T Y s = tyer
i1 )

=1,1 =

1a %be 16 La —i,,., if“nb = ilabc’

Das System (10) enthilt Regeln fiir die Multiplication der Symbole
von zwei Indices, ehenso das System (11); beide Systeme stimmen
mit einander Uberein, sobald die vorhin fur die Bezeichnung ge-
troffene Ausnahme berticksichtigt wird, nach welcher fir jedes
Paar verschiedener Indices a und

(12) e = — i,

ist. Weiter folgen aus (6) und (6*) Regeln fitr eine Multiplication,
bei der, von der Linken zur Rechten fortschreitend, neue Symbole
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von zwei Indices hinzutreten, aus (9) und (9*) Regeln flir Mul-
tiplication, bei der, von der Rechten zur Linken fortschreitend, neue
Symbole von zwei Indices hinzukommen, und beide Systeme von
Regeln bleiben dauernd in Uebereinstimmung. Man kann den
gemeinsamen Inhalt derselben dahin znsammenfassen, dass jedes
Symbol in der folgenden Weise als ein Product von Symbolen
mit zwei Zeigern dargestellt werden darf,

(13) iabcd = iab icd’ iabcdef=iab ivdi'e/W"‘)

dass bei der Muitiplication der Symbole diese Darstellung mit
Beobachtung der Reihenfolge anzawenden ist, dass die Znsammen-
fassung eine beliebige ist oder das associative Gesetz gilt, und
dass fir die Multiplication der Symbole von zwei Zeigern die
folgenden in (10) und (11) enthaltenen Regeln gelten, bei denen
a, b, ¢ drei beliebige unter sich verschiedene Indices bedeuten,

(14) Yap bp=—1, 1,9, =—1,

Es hat sich also gezeigt, dass, nachdem die linken und
rechten Seiten von (1), (2), (2*) mit den angefithrten symbolischen
Factoren multiplicirt und addirt sind, durch Anwendung derselben
Multiplicationsgesetze das Aggregat links als das Product 4X,
das Aggregat rechts als das Product ¥ .7, dargestellt werden darf.
Deshalb ldsst sich der Inhalt der Gleichungen (1), (2), (2*), deren
letztere eine nothwendige Folge der Gleichungen (1) sind, in der
folgenden Weise als eine Gleichung swischen zwei Producten aus-
sprechen

(15) AX =Y,

Die Ausdriicke 4, A, X, Y werden complexe Ausdriicke der
n-ten Ordnung genannt. Wegen der Ableitung von (1) aus dem
System (1) des Art. 1 ist in dieser symbolischen Gleichung die
Transformation der Summe von # Quadraten in sich selbst dwrch
eine heliebige lineare Substitution (1) von der Determinante 1
enthalten, welche die dort aufgestellte Bedingung erfiillt, dass die
zugehdrige Determinante D des Systems (3) einen von Null ver-
schiedenen Werth hat,
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4,

Nachdem die Regeln fur die Multiplication der angewendeten
symbolischen Factoren auf die Multiplication von Symbolen mit
zwei Zeigern zurlickgefihrt sind, kann man noch cinen Schritt
weiter gehen, und die Symbole mit zwei Zeigern als ein symbo-
lisches Product von Primittvecichen auffagsen, wodurch eine Dar-
stellung der sdmmtlichen 2°—2 Symbole, die nach Weglassung
von + 1 vorhanden sind, mit Hiilfe vonn Primitiveeichen k, k), ... k,
entsteht. Fir irgend zwei differente Zeiger ¢ und b sei
1) by =k, by, iy, =k F,;
dann folgen aus (12) und (14) des vorigen Art. mit Nothwendig-

keit die Gleichungen
k k= —Fkk,, kkkk =1,

@ R N T

und man erhilt aus (13) die Darstellung der dbrigen Symbole
iabcd == ka kb kc klu

@) i =k k kb

abedef e VF)

Die Multiplication der Symbole wird dann auf die Multiplication
der Primitivzeichen zurlickgeftthrt; man schreibt die zu multipli-
cirenden Symbole in der gegebenen Reihenfolge neben einander,
ersetzt jedes Symbol durch seinen Ausdruck in den Primitiv-
zeichen, und beobachtet fir die Multiplication der in bestimmter
Reihenfolge nebeneinander stehenden Primitivzeichen die Regeln,
dassVertauschung von zwei benachbarten ungleichen Primitivzeichen
die Multiplication mit der negativen Einheit als Factor nach sich
zieht, und dass, wenn zwei gleiche Primitivzeichen neben einander
stehen, dieselben zu entfernen und durch die negative Einheit
als Factor zu ersetzen sind. Zu den Gleichungen (2) kommt also
noch die Gleichung

(4) ka k = — 1

hinzu. Ist man durch die Anwendung der aufgestellten Regeln
zu einem Product gelangt, das nur Primitivzeichen von lauter
verschiedenen Zeigern enthilt, so stimmt dasselbe nothwendig
mit einem der in (3) enthaitenen Symbole itberein. Fir die com-
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plezen Ausdriicke der n-ten Ordnung (4), (5), (7), (8) des vorigen
Art. entstehen somit die Darstellungen

A = Aotk byt kg g E B R R A
) Ay= Ak kyhyt. . Ry hg Ak —E Kyl ke Ay

X =x+k ko, +. . +kk =z,

Y = y,+% kyg, +.. i kY,
Das Bildungsgesetz von .1, lisst sich jetzt so aussprechen, dass
-4, aus .7 hervorgeht, indem ttherall das Primitivzeichen %, durch
— k, ersotet wird, die brigen Primitivzeichen aber ungedindert
bleiben.

5.
s mige jetzt mit einer von Null verschiedenen Grisse 4,

und ’-‘912:—1 ) heliehigen Grossen 4,, ein System von Gleichungen

gebildet werden, welches die Gestalt von (14) in Art. 1 hat,
Ry 2y Ay Tyt AR 2, =4 y A Y+ R,

(1) hp@ytdy 2yt A = Ay YAy vt ALY,
| d Ay a5 = A gyt A Y
Dasselhe liefert vermdge der von den Herren Cayley und
Hermite herrtihrenden Methode eine Substitution von der Deter-
minante 1, welche die Quadratsumme z{+z)+. .7} in die Quadrat-

summe y'f+y§ +.. .y‘i verwandelt, Die Determinante der Coefficien-
ten der linken wie der rechten Seite ist, wie am Schlusse von
Art. 1 besprochen worden, gleich dem Product der Potenz l;"
in ein Aggregat von 2" Quadraten, welches die Norm des aus
den Elementen 2, und A, gebildeten Ausdrucks A genannt, und
folgendermassen bezeichnet werden soll:

(2) N(Ay= M40t . 4]0+

In Folge der getroffenen Voraussetzung, daes 4, von Null ver-

schieden ist, sind die Basen aller eingehenden Quadrate eindeutig
bestimmt, und ist wenigstens eine, nimlich Aj, von Null ver-
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schieden. Mithin kann anf dem reellen Gebiet, auf dem sich die
gegenwiirtige Betrachtung bewegt, die Norm N (.7) nicht gleich
Null gein. Daher giebt dic Aufiosung des Systems (1) nach den
Variabeln z,, #,, ... %, cin eindeutig bestimmtes System von
Functionen der Variabeln y,, »,, ... y,, bei dem das System der
Coefficientenn eine Determinante hat, die gleich der positiven Ein-
heit ist. Es gentigt ferner, dic Gleichungen (1) der Reihe nach
wit den Factoren z,+y,, @,+¥,, ... ,+y, zu multipliciren, zn
addiren, und durch die von Null verschiedene Grosse 4, zn divi-
diren, um die Gleichung
(2) By + Byt Ayl =0
zn erhalten, aus welcher die verlangte I'ransformation folgt.

Von entscheidender Wiclitigkeit ist es nun, sich zn tber-
zeugen, dass, weun die aus (1) cindeutig folgende Substitution se
bezeichnet wird,

T = oy Yy tepyt.. te,y,

(3) :z'2=:-—~ar21 yl+a22y2+...+a"y”
xn= anl yl+an2 y2+' o +amnyn7

die Determinante des aus diesen Coefficienten gebildeten Systems

a,+1, e, ,...a” l
(4) L “2)""] "
- ar:i ’ anz (1””+1

welche wieder 7) genannt werden nmge, nicht verschwinden kann.
Aus (1) folgt das System

[ 10 (x1+yl)+}'21 (m2+'y2)+‘ . ‘+)'nl (xu+yn) = 22’0 ¥
(5) }‘12 (xl+y1)+)'o (zg +yg)+- . '+a'”g (x”+?/") = 22‘0 ?/z
Ain (xl+yl)+)'!n (x2+y2)+' . +10 (‘z.u+yn) = 21’0 yﬁ’
aus (3) das System

z+y, = (o, + )y + O Ypt...+ @Y,

©) Zyty, = @y y1+(“ +1)!/2+ +aLy,

E”+y”‘—-—' anl y1+ 1y2 (an”+l)y .
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Daher ergiebt die Einsetzung der Ausdricke (6) in (5) zwischen
den Determinanten der Systeme der Coefficienten die Gleichung

@) BN (). D=1,
oder nach Fortlassung des von Null verschiedenen Factors l(’,""’,
(8) N(A).D=2"2.

Es kann daher, wie behauptet worden, die Determinante D nicht
gleich Null sein. Hiermit ist der Beweis erbracht, dass zu jedem
System von Elementen 2, und 4,,, bei dem 4, nicht gleich Null
ist, ein System von Gleichungen (1) gehdrt, aus dem eine Sub-
stitution (3) folgt, welche nach der Voraussetzung des Art. 1 8o ein-
gerichtet ist, dass die zngeordnete Determinante J) nicht verschwin-
det. Demnach enthitlt das System (1) unter der das Element 4, be-
treffenden Annahme genau die in Art. 1 betrachteten Substitutionen,
und gestattet die simmtlichen in Art. 1 gemachten Folgerungen.
Wenn daher aus dem System von Elementen 4, und 1,, der Aus-
druck 7 dargestellt wird, so gelten auch die in Art. 3 mit (1),
(2), (2%) bezeichneten Gleichungen, und die betreffende Substitution
wird in der dortigen Gleichung (15) zusammengefasst, die ich
jetzt wiederhole,

(9) AX=Y 4,.

Das System (1) in Art. 1, fiur welches D einen von Null
verschiedenen Werth hat, ist aus einem daselbst beliebig gegebenen
System abgeleitet worden, indem bei dem letzteren eventuell filr
eine gewisse gerade Anzahl von Vertikalreihen die Coefficienten
mit der negativen Einheit multiplicirt wurden. Man erhilt also
alle dem in Rede stehenden Zwecke dienenden Substitutionen von
der Determinante 1 dadurch, dass in dem System (1) des Art. 1
oder, was auf dasselbe hinauskommt, dem System (3) des gegen-
whrtigen Art. auf alle moglichen Arten fiir eine gerade Anzahl
von Vertikalreihen alle Coefficienten mit der negativen Einheit
multiplicirt werden. Es sei a,b,¢,..f eine Gruppe von Zeigern
von gerader Anzahl, ¢ bedeute indefinite die Zeiger, welche in
dieser Gruppe nicht enthalten sind; dann migen die Variabeln
Y5 Ygy++ 9 ¥,, Mit n neuen Variabeln durch das System von

Gleichungen verbunden werden,
(10) Yo =8 W= Y= 2, Y =4,
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Diese Substitution hat die Determinante 1, bewirkt bei der Ein-
setzung in (3), dass in den Vertikalreihen mit den Zeigern a, b, ¢,..f
alle Coefficienten den Factor — 1 erhalten, und erfllt die Glei-

chung

an Gttty =gttt

Setzt man jetzt

(12) Z=g+k ke, +...+k k2,

ferner

(13) J=k,kk. ...k,

und ausserdem J, = —J oder J, = J, je nachdem unter den

Zabhlen a,b,¢,...f die Eins vorkommt oder nieht, so werden die
Gleichungen (10) durch die eine Gleichung

(14) Iy, +k, by yo+. . +E Ey,) = (o, +k ky2y+. . Ak k,2,) J,
reprisentirt. Wenn also die Gleichung (9) links mit J multi-
plicirt, und vermige des fiur die eingefithrten Symbole geltenden
associativen Gresetzes nach (14) das Product JY durch ZJ| ersetzt
wird, so entsteht die Gleichung

(15) JAX=2J 4.

Dieselbe schliesst auch die Gleichung (9) in sich, wofern die Be-
stimmung J =1, J; == 1 mit hinzugenommen wird, und stelit dann
alle Substitutionen von der Determinante 1 dar, welche die Trans-
formationsgleichung

(16) B+ ajt. 4ol =S+t

befriedigen.

6.

Die Gleichung (15) des vorigen Artikels entspricht genau der
Gleichung (20) in I, Art. 1, fiir n =2, und der Gleichung (31)
in I, Art. 8, filr s =23. Aus den angefithrten Gleichungen ist an
den betreffenden Stellen geschlossen worden, dass fiir n =2 der
Inbegriff der Ausdrticke 4,+i4,, und ¢ (4)+14,,) mit dem Inbegriff
der complexen Grossen a+-3b, filr # =3 der Inbegriff der Aus-
drticke J .4 mit dem Inbegriff der Quaternionen a4, b+, c+iyd
zugsammenfillt, wo die reellen Elemente a, b, and a, b, ¢, d nur
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die Bedingung 7zu crftillen haben, das fiir n==2 dic Norm
a’+b, fir n=3 die Norm a®+b°+c*+d4° nicht verschwinden
darf. Um aber in dem gegenwiirtigen Falle, wo #<5 4 ist, den
Inbegriff der in der Bezeichnung J 7 enthaltenen Ausdrticke auf-
zufagsen, wird die Einfuhrung einer Unterscheidung nothwendig.
Es muge ein Ausdruck, der mit 2" ganz beliebigen reellen
Grissen @y, @y, ... und den 2" cingefibrten Symbolen ge-
bildet ist,
(1) = otk Ky ot E Ty ko by o5, +
ein unbeschrénkter complexer Ausdruck der n-ten Ordnung genannt
werden. Wenn dagegen mit ciner von Null verschiedenen reellen
Grisse 4, und --n———;l)m beliebigen recllen Grissen 2, nach der

Vorschrift die Verbindungen 4,,,,, ... hergestellt sind, und der
Ausdruck
(2) A=dAk kAt AR Ty ko ke A g, ..
gebildet ist, wenn ferner J eines der folgenden Symbole bedeutet
3) =1,k k, kLKL, ...,
so soll der Ausdruck
(4) J A
cin regulirer complexer Ausdruck der n-ten Ordnung heissen. Auch
bei den unbeschritnkten complexen Ausdrticken wird in Betreff
der Bezeichnung festgesetzt, dass, wenn mit den Zeigern, die einer
recllen Grisse sugehoren, eine Vertauschung vorgenommen wird,
die betreffende reelle Griosse dic positive oder ncgative Einheit
als Factor evhalten soll, je nachdem dic Permutation eur ersien
oder 2weiten Classe gehirt. Weil dic Anzahl der unabliingigen
reellen Bestandtheile in demn unbesehriinkten eomplexen Ausdruck
der n-ten Ordnung gleich

2n—l,
in dem reguléren complexen Ausdruck der n-ten Ordnung aber
gleich
n (n—1
14 20
ist, weil ferner diese Zahlen filr n = 2 und fitr » = 3 Ubereinstim-
men, fiir # = 4 aber die erstere Zahl die grossere ist, 50 hat die ge-
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troffene Unterscheidung erst fiir » = 4 eine Bedeutung, und zwar
kann dann die Gesammtheit der reguliren complexen Ausdriicke
nur ein Theil der Gesammtheit der unbeschréinkten complexen
Ausdriicke sein.

Fur die Rechnung mit den wunbeschrdinkten complexen Aus-
driicken derselben Ordnung ergeben sich nun die folgenden Regeln.
Bei der Addition, respective Subtraction, werden die reellen Fae-
toren der gleichen Symbole addirt, respective subtrahirt. Da die
Subtraction auf die Addition zurtickgeflhrt werden kann, so ge-
nligt es zu sagen, dass die Addition von zwei oder mehreren
Ausdrticken der #n-ten Ordnung einen Ausdruck der n-ten Ordnung
liefert, und dass die Summanden beliebig vertauscht oder zusam-
mengefasst werden diirfen. Nach den in Art. 3 und 4 fur die
Multiplication der Symbole entwickelten Regeln bringt die in einer
bestimmten Reihenfolge auszufuhrende Multiplication von zwei
oder mehreren Ausdriicken der #s-ten Ordnung ebenfalls einen
Ausdruck der n-ten Ordnung hervor. Die Anordnung der Fac-
toren darf hierbei nicht geindert werden, dagegen ist jede be-
liebige Zusammenfassung mit Beobachtung der Anordnung gestattet,
oder das associative Gesetz gilltig. Ein reeller Factor darf von
der Stelle, an der er sich befindet, an jede beliebige andere Stelle
geriickt werden.

Jeder unbeschriinkte complexe Ausdruck @ gehdrt zu einer
Gruppe von Ausdriicken, die aus dem gegebenen durch gewisse
mit den Symbolen vorzunehmende Operationen erhalten werden.
Eine in Art. 4 gebrauchte Operation besteht darin, ein einzelnes
Primitivzeichen, z. B. k, durch —%, zu ersetzen, und alle ibrigen

ungedndert zu lassen. Der auf diese Weise aus @ entstehende
Ausdruck ist nach der Analogie von .7, mit @, zu bezeichnen. Man

gelangt aber zu einer anderen Datstellung, indem man die fol-
gende Bemerkung benutzt. Es sei a', b, ¢',...f" eine Gruppe von
Zeigern von gerader Anzahl, mit deren Anwendung das Symbol

(5) — ko Ty ey Koo K

gebildet werde. Fiir dasselbe ergeben sich zwei verschiedene Be-
stimmungen, je nachdem die Zahl a unter den Zahlen a’, &', ¢/,...f"
enthalten ist oder nicht. Im ersten Falle darf man annehmen,
dass a’' = a sei; dann ist nach den geltenden Regeln

Lipschitz, Summen von Quadraten 6
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byly=—1, k%, .. k.Kk,=—k.bk.kE...k.,
folglich wird (5) gleich
® —k, kK, K.
Im zweiten Falle hat man dagegen

Byl oy by k=¥, k. k... K.k,

und deshalb (5) gleick
) kyly by ... k..
Wenn also aus einem gegebenen Symbol %,. &,. &, ... k. das Symbol
(5) abgeleitet wird, so erhiilt dasselbe den entgegengesetzten oder
den gleichen Werth, je nachdem die Zahl 4 unter den Zahlen
a', b, ¢'...f" vorkommt oder nicht. Dies ist aber gerade die Ver-
#nderung, welche mit den einzelnen in dem Awsdruck @ auf-
tretenden Symbolen vorgenommen werden soll, um @, hervorzu-
bringen. Wenn also das Primitivzeichen %, nicht nur, wie bisher,
in Verbindungen von gerader Anzahl, sondern auch isolirt ange-
wendet wird, so ergiebt sich auf Grund der fir die Primitiv-
zeichen geltenden Regeln fir den Ausdruck &, die gesuchte Dar-
stellung
(8) D, =—k 0k, .
Es steht nichts im Wege, in @, das Primitivzeichen k, in —%,
zu verwandeln, und so fortzufahren, indem immer neue Zeiger
hinzogenommen werden, woraus die Gleichungen hervorgehen,

©) { @, =—kk Ok, k,

w:bc =—k,kk Ok, k,k,
n 8 f
Dieselben zeigen, dass in @,, die Vertauschung der Zeiger
e und b, in @,,, die Vertauschung der Zeiger a,b, ¢ u.s.f. ohne
Finfluss ist, und dass, wenn statt @ ein Product von mehreren
Factoren gesetzt wird, die folgenden Gleichungen gelten, bes denen

die Reihenfolge der Facloren auf beiden Seiten diesclbe ist,
- (@%..), =0,%,...
) (@W..),,=0,,¥%,...

u s f
Es ist leicht einzusehen, dass, wenn fir jedes Primitivzeichen
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das gleiche und entgegengesetzte substituirt wird, der Ansdruck

@ ungetindert bleibt, oder die Gleichung gilt

(8% O=—hkk.. .k Okk,.. k.

Aus derselben folgt weiter, dass weun die » Primitivzeichen auf

irgend eine Art in zwei Combinationen getheilt werden q,3,..d

und p, ¢, , .. &, die Gleichung besteht

(9**) wab..d::a)pqr‘.l’

Es konnen daher in der Gruppe von Ausdriicken, zu denen @&

gehort, nur so Jange neue erhalten werden, als die Zabl der bei-

geftigten Zeiger kleiner als die Halfte der Zahl # oder ibr gleich

ist; im letzten Falle werden immer zwei und zwei Individuen

einander gleich. Die Anzahl der in dieser Gruppe vorhandenen

Individuen ist deshalb stets gleich der Hiilfte der Summe
14-n+ "(”J—)+ Antl,

das ist, gleich 2" .

Eine zweite mit dem Ausdruck @ vorzunehmende Operation
besteht darin, dass man fir jedes Symbol die Reihenfolge der Pri-
mitivzeichen umkehrt, mithin %, %, in k, %, &, %, k,k, in %k, & &, %,
verwandelt, u. 8. £ Durch diese Operation, bei der die ein-
zelnen Symbole mit der negativen Einheit multiplicirt werden
oder ungeindert bleiben, je nachdem die Hilfte der Anzahl ihrer
Zeiger ungerade oder gerade ist, soll der Ausdruck @ in den
Ausdruck @' iibergehen, welcher der ew ® congugirte heisse,

(11) O =g+l by @t R I E Rk @ag + .

Offenbar ist zu @’ wieder der Ausdrnck ® conjugirt, die Bezichung
eine gegenseitige. Wenn hier statt @ ein Produet von mehreren
Factoren @ .. gesetzt wird, so folgt aus den fiir die Primitiv-
zeichen geltenden Regeln sogleich, dass in dem Awusdruck, welcher
ou dem Product @ ¥ .. conjugirt ist, die Reihenfolge der Factoren
die entgegengesetete wird; man hat demnach die Gleichung

(12) (¥ . )=, . ¥

Bildet man aus dem unbeschriinkten Ausdruck @ und dem
zu ihm conjugirten das Produet
(13) o' 0,
dann lehrt (12), dass dasselbe zu seinem conjugirten Ausdruck
wieder das Product ¢ @, das heisst, sich selbst hat. Das Pro-
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duct @' @ kann deshalb nur solche Symbole erhalten, die mit
gich selbst conjugirt sind, und dies sind nach dem Obigen die-
jenigen, bei denen die Anzahl der Zeiger durch Vier aufgeht.
Wird die Rechnung fiir die kleinste in Frage kommende Zahi
n = 4 ausgefihrt, so findet sich das Ergebniss
(14) @ O= i+l +...+@ls,
+ kK kB 2 (@0 Prose—Pra TsatTis Pos—T1a Pan)
i welchem der Factor des Symbols %, &, k, k, nicht identisch ver-
schwindet. Dies tritt aber sofort ein, sobald @ die Beschaffenheit
des in (2) definirten reguldren Ausdrucks 7 erhilt; denn dann
ist, indem ¢, von Null verschieden vorausgesetzt wird, nach (15)
des Art. 1,
P12 Pou—P13 Pou +Pry Pos
Prese = P :
Der Unterschied zwischen den unbeschrinkten und den reguliiren
complexen Ausdriicken wird also bei dem Product der conjugirten
Ausdricke schon fiur » =4 fuhlbar.

Ich werde jetzt zeigen, dass fiir den reguliren Ausdruck A
das Product A'A gleich einer reellen von Null verschiedenen
Grisse, nimlick der in (2) des Art. 5 definirten Norm N (A) ist,
indem ich von der dortigen Gleichung (9) ausgehe,

(15) AX=Y A,
Hier ist zu beachten, dass nach der aufgestellten Definition der
mit den reellen Veriinderlichen 2, ,, ... z, gebildete Ausdruck

X ein reguliirer ist, und ebenso der mit den reellen Verdnder-
lichen y,, y,, ... y, gebildete Ausdruck ¥, Was ferner ie Ab-
leitung der mit .7 zusammengehtrigen Ausdricke 4, 7' langt,
so kann hier statt der fiir die unbeschrinkten Ausdriicke ange-
gebenen Aenderung der Symbole eine Aenderung der unabhingi-

gen reellen Elemente angewendet werden. Es entsteht .7, aus
A, indem die von Null verschiedene reelle Grosse 4, ungeiindert

bleibt, und von den ”—(-"2;——1) reellen Grossen A, diejenigen und

nur diejenigen in —A, verwandelt werden, bei denen einer der

Zeiger p oder ¢ mit a zusammenflillt; desgleichen entsteht .2*
aus 7, indem A, ungeiindert bleibt, und fir alle Paare von Zei-
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gern 2, in —A2,, verwandelt wird. Aus diesen Grinden sind
die mit dem reguliren Ausdruck  zusammengehrigen Ausdriicke
A, Ay, .., A' ebenfalls reguldr.
Fir den reguliren Ausdruck

X=x+k k.. . +k k2,

ist
X' =gtk k oy +. . .+ E 2,

Da das Product X' X kein Symbol mit vier Zeigern enthalten
kann, so muss es sich auf seinen reellen Bestandtheil reduciren,
die Summe der Quadrate a?+422+...+2%, und man hat
(16) X X=NX)=d+zi+.. +ah. .
Fir den reguliiren Ausdruck

Y=y +k kgt .+b kY,
gilt das entsprechende,
a7 Y'Y=N(T)=y¢{+¥+...+4},
so dasg die zu (15) gehdrende Transformationsgleichung die Ge-
stalt apnimmt
(18) N(X)=N(Y).
Aus (15) folgt, indem von beiden Seiten der conjugirte Ausdruck
genommen wird, nach (12),
(19) . X' 4'=4Y,
mithin durck Multiplication

XA AX=4Y'YA,,
und ferner

(XX)VA' AX=X4(Y'Y) 4,

Der reelle von Null verschiedene Factor ¥’ Y darf an eine

beliebige Stelle gertickt werden, ebenso wie der demselben gleiche
Factor X X'. Es ist daher auch gestattet, die beiden Seiten der
(leichung durch diesen Factor zu dividiren, und es kommt die
Gleichung
(20) A AX =X A 4,
Nachdem fiir X der vollstindige Ausdruck substituirt ist, mitssen
wegen der unbeschriinkten Verdnderlichkeit von z,, ,, ... 2,
die Factoren dieser Grssen auf beiden Seiten gleich sein. So
entstehen die u Gleichungen
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l A4 =4
a1 A Ak hy= by Ay 4,
] A Ak, =k b, A 4,

Nun ist nach (8) und (9)

A A= —F A Ak,
demnach folgen aus (21) die Gleichungen, in denen a nach der
Reihe die Zahlen von 1 bis % durchlduft,

A d=—k, A" Ak,
oder auch
(22) A A=A A= (A1),
Durch Wiederholung desselben Verfahrens kann immer ein neuer
Zeiger hinzugeftigt werden, und man erhilt fiir eine beliebige
Combination von Zeigemn a, &, ... f die Gleichung
(23) 'A‘A='A;b,.f‘/[ab‘.f=(/t"/I)ab..f'
Das Product .4’ _1 ist demnach gleich einem Ausdruck @, welcher
die Eigenschaft hat, fir jede Combination von Zeigern die Glei-
chung
(24) O=0, .
zu erfillen. Ein unbeschréinkter complexer Ausdruck von dieser
Beschaffenheit muss sich aber auf seinen reellen Bestandtheil ¢,
reduciren. Denn bildet man fir einen unbeschriinkten Ausdruck

@

die Summe

g 80 fallen alle Symbole fort, die den Zeiger

a enthalten, und es bleiben nur die Glieder tibrig, deren symbo-
lische Factoren den Zeiger a nicht enthalten. Auf diese Weise
lassen sich nach und nach die Zeiger 1, 2, 3, .. (»—1) elimini-
ren. Weil aber der Zeiger » flir sich allein nicht auftreten kann,
insofern alle Symbole eine gerade Anzahl von Zeigern enthalten,
8o bleibt nach Vollendung dieser Operation nur der reelle Be-
standtheil ibrig, welcher in die reelle Einheit multiplicirt ist, und
e8 besteht fir denselben die Darstellung

(25) m+m1+w2+2:wl. 2 ... (8s—1) = @,

Vermdge derselben muss aber jeder Ausdruck, der die Bedingun-
gen (24) erfullt, reell sein. Das Product .7' .4 jst also, wie be-
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hauptet worden, seinem reellen Bestandtheil gleich, welcher die

folgende Gestalt hat,

(26) A' A= N(A)=B++. .+, 4.

und gleichzeitig die Norm der mit A susammengehirigen Aus-
driicke A', A,, A, .. bildet. Auch der in (4) definirte regu-
lire Ansdruck J.7 hat dieselbe Norm. Denn wenn J' das zu
J conjugirte Symbol bedeutet, so ist .Z‘J‘ zu J.1 conjugirt, ferner
JJIT=1, und 4'J'J A= .4'4 Die Gesammtheit der regu-
Iiren Ausdricke, die aus .7 durch die erwihnten Operationen
erhalten werden, die aus denselben reellen Elementen zusammen-
gesetzt sind und dieselbe Norm haben, mbge eine Genossenschaft
genaunt werden.

Mit Hillfe der 8o eben bewiesenen Grundeigenschaft der re-
guliren Ausdrticke der n-ten Ordnung liisst sich aus der Gleichung
(15) eine Darstellung der Verbindung X selbst ableiten. Indem
aunf beiden Seiten links mit 7' multiplicirt wird, ergiebt sich
@7 NA) X=A'Y 4,;
hier ist es gestattet, durch die reelle von Null verschiedene Norm
N (A) auf beiden Seiten zu dividiren, und dann die in X verei-
nigten Variabeln z,, %, ... Z,, von einander getrennt, als Fune-
tionen der Variabeln y,, y,, ... y, auszudrticken. Die Coefficien-
ten erscheinen hier als Briiche, deren gemeinsamer Nenner die
Norm N () ist, und deren Zahler ganz homogene Functionen des
zweiten Grades von den Grossen Aj, 4,,, 4,5, ... 8ind. Firn =3

erhiilt man so die Gleichungen (25) in I, Art. 3.

7.

In Art. 5 ist gezeigt worden, dass, wenn J =k, %, %, ...k ist,
die Einsetzung von J.7 fir .4 in die dortige Gleichung (9) die
Wirkung austibt, dass in der zugehtrigen Substitution die simmt-
lichen Coefficienten der Vertikalreihen, deren Zeiger a,%,¢...f
sind, mit der negativen Einheit multiplicirt werden. Auch fitr
die #brigen Individuen der Genossenschaft, zu der .4 gehtrt, kann
eine entsprechende Beziehung nachgewiesen werden. Wenn p
einen beliebigen Zeiger, g den Inbegriff der von p verschiedenen
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Zeiger bedeuntet, und wenn zwei neue Systeme von Veriéinderlichen
durch die Gleichungen

¢)) [ Bp=—u,, 5, =4,

1 Yo="%: 4,4
eingefithrt werden, 8o ist der Erfolg der Substitution in die Sy-
steme (1) und (3) des Art. 5 derselbe, als ob in heiden # durch
%, y durch # ersetzt wird, in (1) alle Grissen A,, mit der nega-

tiven Einheit multiplicirt werden, bei denen p mit einem der Zeiger
itbereinstimmt, in (3) alle Coefficienten der p ten Vertikalreihe und
der p ten Horizontalreihe mit der negativen Einheit multiplicirt
werden. Durch die fiir die 4,, angegebene Operation verwandelt
sich .7 in /. Die Anwendung von 7 in .7, in der Gleichung
2) AX=Y4,

hat also den Effect, die Vorzeichen aller Coefficienten der p ten
Horizontalreihe und der p ten Vertikalreihe der zugehirigen Sub-
stitution umzukehren. Bei der Anwendung von .7, erfolgt eine
Umkebrung der Vorzeichen fur die p te Vertikal- und Horizontal-
reihe so wie fir die ¢ te Vertikal- und Horizontalreihe u. s f. Nun
ist nach (9) des Art. 6

A, =—k Ak, A, =—kk Ak k,.
Benutzt man daher ferner beispielsweise einen Ausdruck J.,
wo J=Fk,kk k k%, sein mbge, so kommt
JA,, =—kkkk, Ak k

27q?
und es leuchtet nach dem Obigen ein, dass in der zugehbrigen
Substitution die Umkehrung der Vorzeichen in den Vertikalreihen
von den Zeigern a,b,¢,d und in den Horizontalreihen von den
Zeigern p, q geschieht.

Hiermit ist das allgemeine Resultat gefunden, dass, wenn
statt A ein Ausdruck genommen wird, der aus .1 hervorgeht, in-
dem links mit einer Aneahl von Primitiveeichen und rechts mit
einer Aneahl von Primitiveeichen multipliciyt wird, wobei nur die
Summe der beiden Aneahlen eine gerade Zahl sein muss, in der suge-
hirigen Substitution die Coefficienten aller Vertikalrcihen umge-
kehrt werden, deren Zeiger durch die Zeiger der Primitiveeichen
auf der linken,. und die Coefficienten aller Horizontalreihen um-

q?



Zuriickfiihrang symbolischer Operationen auf combinatorische. 89

gekehrt werden, deren Zeiger durch die Zeiger der Primitiveeichen
auf der rechten Seite bestimmt sind.

In dieser Weise ist die Wirkung der Multiplication mit Pri-
mitivzeichen auf ein System combinatorischer Operationen zuriick-
gefilhrt, die mit den Coefficienten der zugehtrigen Substitution
vorgenommen werden. Die Abgeschlossenheit dieses Systems ist
evident. Da die Coefficienten der aten Vertikalreihe in ihrem
gemeinsamen Zeiger a mit der Variable y,, die Coefficienten der
a ten Horizontalreihe in ihrem gemeinsamen Zeiger a mit der
Variable z, ibereinstimmen, so kann man die durch Anwendung
des Primitivzeichens %, hervorgerufenen Operationen bis zu den
genannten Variabeln zurtickverfoigen, und darf sagen, dass dieses
Zeichen zu den Variabeln z, und y, gehirt, die den gleichen
Zeiger tragen. Es ist vorhin bemerkt worden, dass in der Gruppe
der Ausdriicke 7, A,,.7,,, .. die Anzahl 2" Individuen ent-

halten ist, und dass das Symbol J die Anzahl 2" von Werthen
annimmt. Durch die bisher angewendeten Operationen erhiillt man
daher 2°"~" Genossen.

Wofern in dem System (8) des Art. 5 dic Variabelny,, y,,.. 9,
als Functionen der Variabeln z,,,, ...z, dargestellt werden, so
ergiebt sich bekanntlich das System

n=0y oto, 5+...+o, 2,
3) Y= 0y Tty Bt to, T,

yn= am xl+a?n w2+‘ ’ '+ann xn'
Dasselbe lisst sich aus dem urspriinglichen erzeugen, indem
z mit y, und jede Vertikalreihe mit der gleichnamigen Horizontal-
reihe vertauseht wird. Tn gleicher Weise bleibt das System (1)
des Art. 5 ungetndert, wenn z mit y vertauscht, und tberall 2,
in 4,, = —4,, verwandelt wird. Durch die letztgenannte Aende-
rung geht nun der Ausdruck .7 in den conjugirten «Z* tiber. Die
Ersetzung von 7 durch 7' in der Gleichung (2) bewirkt also,
dass in der zugehbrigen Substitution die Coefficienten jeder Ver-
tikalreihe mit denen der gleichnamigen Horizontalreihe ver-
tauscht werden. Es ist also auch die Operation, durch welche
' aus A erhalten wird, auf eine mit den Coefficienten der zu-
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gehtrigen Substitution auszufihrende eombinatorische Operation
reducirt. Durch die in Rede stehende Operation wird die Anzahl
der Genossen des reguliren Ausdrucks .7 verdoppelt, also auf
die Zahl 2* erhtht. Weil aber zwei Genossen .7 und —.7 die-
gelbe Substitution hervorbringen, so ist die entsprechende Gesammt-
zahl der Substitutionen gleich 2!, Fiir » = 3 entstehen hieraus
die Zahlen, welche ich am Schlusse von I, Art. 3 fiir die Qua-
ternionen angegeben habe. Dagegen stellt sich heraus, das fiir
n=2 die durch .7’ angedeutete Operation mit der Operation‘
-4, zusammenfillt, und daher keine neuen Genossen hervorbringt.
Dass die Gesammtzahl der Genosgen hier acht betriigt, ist daher
unter dem Gesichtspunkt der Theorie der Summen von beliebig
vielen Quadraten als Ausnahme von einer Regel zu betrachten,
die mit den Quaternionen beginnt und bei den complexen Aus-
drticken von htheier als der dritten Ordnung stets gtiltig bleibt.

8.

Die Gleichung (8) des Art. 5 bildet einen speciellen Fall
einer allgemeinen Relation, die ich jetst ableiten werde, um die
awischen den 2"~ reellen Elementen 4, 4., 4,;,4,. .- vorhandene
Symmetrie ins Licht zu setzen. Hierzu dient die Bemerkung,
dass in der dortigen Gleichung (2 a), welche das Transformations-
problem der Quadratsummen ausdrilckt, statt jedes Paares gleich-
namiger Variabeln 2, und y, ein Paar von neuen Variabeln g,
und Yy, 8o eingefilhrt werden kann, dass die linke Seite der Glei-
chung in sich selbst ihergeht. Nachdem jedem der n Zeiger a eine
beliebige reelle von Null verschiedene Grbsse r, zugeordnet ist,

getze man

1) 1
xa+ya = (Eu+ga T’

a

{ Z,—Y, = (&) 7a
dann ist offenbar
@) T~y =Y.,

und gleichzeitig folgt ans (1) des Art. 5 das System von Glei-
chungen .
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lo (51 tJ]) = 3'12 (£2+t)2) _'+ +l,,, (3:..+t) ) o

rl »
@) 2o (25—Y,) = 4, (5, +9)) ';;7;'*‘ 4, (@Y, 72—‘;
%o (8 )='/1 B+ =+ (2 +9,) >
0 \Cn . ng \C] 1 1‘” 1‘1 n, w1 \Cp t),. r, r”_li
oder auch

Y r

"o

A A
l’o(@]+‘)1)+ F;;&rl' (22+D2)+‘ N '+JL (EIA+9'I) = 22‘0 Dl

A A,
@) —rl—lfr;(g,+nl)+lo &+ y)+. +-,,-;(&,.+1J,)==2'1 by

. :
(z1+nl>+ b (zg+n2)+ A, (8, +Y,) =24, Y,.

”1

Dasselbe entsteht ans dem System (5) des Art. 5

’ Ay (@y+y)+hy @ typ)+. . .+, (z,+y,) =24y,
(5) by @ to)+h @ty te . A, (2, 49,) =24y,

}'iu (xl+y1)+lﬂn (x2+y2)+ ° ‘+2'0 (xu+yn) = 2)’0 yn

A
indem r in @, Y in ¥, 4, in —;33— verwandelt wird, und 4, unge-

arb
andert bleibt; es enthilt daher (4) eine Substitution von der De-
terminante 1, welche die Gleichung
® B+ G—Ye+ . Gy, =0
erfiillt.
Aus den Gleichungen (1) folgt

[ 25.= (rat D s
| 29= (i D at{rt D).

Es werde nun fir joden Zeiger a mit s, eine numerisch iiber der
Einheit liegende Grsse bezeichnet, und

™
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+1
® ro— Vs,
‘/sa_l
gesetzt, wo die Vorzeichen der Quadratwurzeln beliebig gewiihlt
werden dtirfen, so erhidlt man aus (7) die Gleichungen

' 8, %,+Y,
l APy Oy

(9) Ty + Sa ya

l = e e
l e Vs, ~1 ys,+1
Gleichzeitig liefert das System (3) des Art. 5 die Gleichungen

z+8, 4, =(ay+s)y, + ¥t .-+ Oy Yo
(10) Zyt5, ¥, = on ¥ t(ep+8)Yt+. . .+ Cn Yn

a’n-’-sn,yné au1y1+ ans y2+' . '+(amn+sn) yn'

Wenn hier die Ausdrticke von y, aus (5) eingesetzt werden, so

sind die Verbindungen z,+s,y, = ys,—1ys,+11y, als Functio-

nen der Verbindungen
5+, '/sb 1
y TY = r = i (&, +Y,)

dargestellt, und diese Darstellung muss dieselbe sein, welche (4)
liefert. Darauns folgt, dass das Product aus der Determinante

t
| a,+8,0a, ,...aq,

(1) cz.‘,.1 , a2?+32, a!” =D(s,, 8,...8,)
. am I an: L atm+su

und der Determinante

Ay Ay o hy,

(12) A]?, 10.’ cee l:u —_— 1;-—2 N(-/l)
Moy Pguy oo Ay |

gleich dem Product aus dem Factor

(18) 8+ 1) (s,+1) ... (s,+1])

nnd der Determinante



(15) P Vsi—1  Vs—1 1
Vo1 Ve, 41" s, +1
T YT Va1 Yo
RS Ol O SRR Corl U I L o WY
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1/ —1 )sl——l Vs,—1 Vs—1
0, / ——T 121’ «ve TToIoTDmm I l,"
Vs, +1 }/sl+1 Vs, +1 Vs +1
Yol Vo1, o Vel Yal

14 | T VE;-T-T BT Yo Al Yahl M

Vo, +1 ¥s,—1 Vs,—1 ys,—1
l/31+1 }/sn+1_ " '/32"*'1 }/sn+1 me

(]

ist. Da das System (14) auf die vorhin angegebene Weise aus
(12) erhalten wird, so darf die Determinante von (14) als das

Product von l;‘“" in die Norm des reguldren complexen Aus-
drucks

S Vs 1 Va1 Va4t Ya,+1
“+. ..

betrachtet werden, welcher aus .7 hervorgeht, indem tiberall 4,

l“ l/sb
1 Vs, +

Aus dem Bildungsgesetze der Verbmdungen lm as -+« folgt, dass

(15) auch dadurch aus -7 entsteht, dass jedem Primitivzeichen k,

! 2}/31-}-1 ]/32+1

ungeiindert bleibt, und A,, durch ~ J.a,, ersetzt wird.

der Factor }/__,.- hinzugefiigt wird, Die Norm von (15) hat so-

Ve, +

wit den Ausdruck

(15%) N( (E ’/r:))

¥s,+1 VYo,—1

s,—1 8,—1 —1 s5—1 g—1 §,—

ST B Wl
b+ s, +1 .92+1 “‘+ + 31+1 841 s+1 8 +1 2'193‘+

und man gelangt zu der Hauptrelation

1234
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(16) N(A)D (s, 8 .. 8,)

- it V)
(8,+1) (5,+17)... (8"+1)N(/1(V§1_-I-T’ VaEl
Insofern beide Seiten von (16) rationale ganze Functionen der n
reellen veréinderlichen Grissen s, s,, .. s, sind, so gilt diese
Relation filr jedes Wertbsystem dieser Grossen. Sie gilt offenbar
auch fir die Werthe » =2 und » = 3, fir welche sie in I nicht
abgeleitet ist. Die Determinante D (s, s, ... s,) umfasst die
Gesammtheit der Determinanten, welche in Art. 1 betrachtet wor-
den sind. Ftr das Werthgystem s, =1, s,=1,... 5, = 1 geht
dieselbe in die Determinante des dortigen Systems (3) tber, die
mit D bezeichnet worden ist. Nimmt man irgend eine gerade
Zahl von Zeigern a, b, ¢, .. f, und multiplicirt in dem betref-
fenden System die Coefficienten der zugehdrigen Vertikalreihen
mit der negativen FEinheit, so wird die Determinante durch
D (s, 8,, ... 8,) dargestelit, indem s,, s,, s,, .. 8, den Werth der
negativen, alle tibrigen s, den Werth der positiven Einheit erhalten.
Die rechte Seite von (16) nimmt fir das Werthsystem s, =1,

gg==1, .. s,==1 den Werth 2" 22 an, so dass die Gleichung (8)

des Art. 5 entsteht, von der ausgegangen wurde. Bei dem Werth-
system

s, =—1,8=—1, . .8=—1,¢5=1
erhiilt auf der rechten Seite von (16) der Bestandtheil A%, . den

Factor 2", wiihrend alle tibrigen Bestandtheile wenigstens einen
Factor bekommen, der verschwindet; die rechte Seite stellt also

den Werth 2" l:b._., dar. Mithin gelten fir die smmtlichen in

Art. 1 verglichenen 2"~ Determinanten die Gleichungen
NAHD( 1, 1, 1, 1,...1) = 2" A

an NAD1,—1, 1, 1,...1)=2"2,
N(A)D(—1,—-1,~1,—1, ... 1) = 2" 22,

u 8 £

Hiernach kinnen die bezeichneten Determinanten niemals ne-
gative Werthe annehmen, sie sind beeichungsweise den Quadraten



(18)
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der Grossen Ay, Ay, .. hyyg, proportional, und eine bestimmie De-
terminante verschwindet nur mit der thr eugeordneten Grosse A
gleicheeitig.

Die Addition der Ausdrticke, durch welche die 2" Deter-
minanten dargestellt sind, fithrt auf den in Art. 1 bewiesenen
Satz zurtick, vermittelst dessen die Auswahl einer Substitution
ermdtglicht ist, bei der die Determinante D nicht verschwindet.
Sobald die Grissen s,, 8,, ... s, einander gleich genommen wer-
den, geht D (s, 5,, .. 8,) in einen vielfach behandelten Ausdruck
tiber.

Durch Verbindung der Gleichungen (9*), (16), (16%) in
Art. 1 mit (8) des Art. 5 erhdlt man die Darstellungen der Producte

'lol'ab’ 0 abcdr .

=214,

2 2
N(A) %( 32D + &0 + ¢ ) 2“—‘21'0 }'ubad

da,, da,, da, day da,, da,

1 d —
N('A) 2-3(6!1 aD +...) ""‘2 a}'())‘abadcf

abd d %4 auaf

u. 8. f, welche sich dem System (17) anschliessen.

9.

Unter den unbeschriinkten complexen Ausdricken sind die
reguliren nach Art. 6 dadurch ansgezeichnet, dass das Product
eines solchen Ausdrucks in den zu ihm conjugirten gleich einer
von Null verschiedenen reellen Grisse ist. Priift man aber, ob
auch umgekehrt jeder unbeschriinkte complexe Ausdruck von der
erwiihnten Eigenschaft ein regulirer ist, so erweist sich dies durch
Zuziehung der dortigen Gleichung (14) fur die Werthe n =
und n =>5 als zutreffend, gilt jedoch nicht mehr filr die bbheren
Werthe der Zahl ». Es mtissen also die reguliren complexen
Ausdrticke einer beliebigen Ordnung noch andere Eigenschaften
haben, durch welche sie sich von den nicht reguliren unterscheiden.
Solche Eigenschaften ergiebt die Beobachtung der in Art. 6 aus
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(15) abgeleiteten Gleichung (27). Bei expliciter Darstellung von
X und Y lauten diese Gleichungen, wie folgt,

(1)’ A(zl+kl k2 z2-‘*-"4-]61 kn xn) = (yl+kl k2 y2+"'+k) kn yu)"du
(@) N(A)z\+k by zyt. .+l kb, x)= A (g, + T by yp+. .+ Ho Ky w,) A,

Da die reellen Variabeln z,, x,, ... , gleich den in (3) des
Art. 5 angegebenen linearen Functionen der reellen Variabeln y, ,
Yg,. .-y, 8ind, so missen in (2) nach Einsetzung der Ausdriicke
in die linke Seite die Factoren von y,,y,,..y, beziehungsweise
auf beiden Seiten einander gleich sein. So entsteben # Glei-
chungen von der Gestalt

(8) N(A) (e, +k k0, b Kge 4. +h ke )= Ak k 4,
wo a die Zahlen von 1 bis» durchliiuft. Hier enthilt die linke Seite,
weil N (1) eine reelle von Null verschiedene Grosse ist, ein Ag-
gregat aus einem reellen Bestandtheil und solchen Bestandtheilen,
welche in die Symbole %, %,, &, &, ... % k, multiplicirt sind,
wiithrend keines der tibrigen Symbole auftritt. Nach (8) des
Art. 6 ist

(4) "41 ="_'k1 '/lkl’
folglich
5) ./l‘klka./ll=./t’ka./1kl.

Es muss also das mit dem reguliren Ausdruck .7 gebildete Pro-
duet A'k, Ak fir jeden Zeiger a die Eigenschaft haben, gleich
einem Aggregat zu sein, das ansser einem reellen Bestandtheil
nur noch Bestandtheile enthylt, die in die Symbole %, k,, &, %;. ..
k, k, multiplicirt sind. Ich werde diese Eigenschaft noch in an-
derer Weise ausdriicken, vorber jedoch eine Bemerkung ein-
schalten. :

Die Darstellung der Gleichung (1) hat den Schein einer Un-
regelmissigkeit, insofern sie dem Zeiger 1 einen Vorzug giebt,
wihrend derselbe doch mit allen ibrigen gleichberechtigt ist.
Dieser Schein verschwindet, sobald fiir .7, die Darstellung (4) ein-
gesetzt wird, und die in 2,,7,,...2, und ,,¥,...¥, linearen
Ausdrticke mit abgesonderten Primitivzeichen geschrieben werden,
wodurch man erbilt



(6)
)
®)

(12)
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Ak xy+hyzy+. Fh,2) b= (kg y+. +E,y,) Ak,
N () (ky 2, +hy 2o+, Hh, 2) by = A Gy 9 HHy 9+ 8, 9,) AR,

N(A) (K, oty 0+ k0 )b = A"k, Ak,

Offenbar darf hier das auf beiden Seiten zur Rechten erscheinende
Primitivzeichen %,, vermoge der Multiplication mit einem passenden
Symbol von zwei Zeigern, durch jedes andere Primitivzeichen er-
getzt werden. Die aus (8) gezogene Folgerung lisst sich dann
so aussprechen, dass die mit dem reguliren Ausdruck A gebildete
Verbindung A'k, A gleich einem in den Primitivecichen linearen
Ausdruck ist. Wie leicht zu sehen, gilt dasselbe fiir jeden regu-
ldren Ausdruck .7, in welchem oJ, wie frilher, eines der Symbole
(9) +1,kk,, k Rk k.

bedeutet,

Die beiden fiir jeden reguliren Ausdruck J.4 gefundenen

Eigenschaften sind nun characteristische Figenschaften der Regula-
ritdt. Es gilt nimlich der Satz:

Wenn fir einen unbeschriimkien complexen Ausdruck der

n-ten Ordnung @ das Product @'® gleich einer von Null ver-
schiedenen reellen Grisse, die Verbindung @'k, @ fiiy jeden Zeiger
a gleich einem tn den Primitivecichen linearen Ausdruck ist, so
ist & ein reguldrer complexer Ausdruck.

Der gegebene Ausdruck @ habe die Gestalt

(10) G =q,+k b, @+ kb bk o +. ..,
dann ist der reelle Bestandtheil des Products @‘@ das Aggregat
(11) Pt oht. +Phut -

welchem @'@® nach der Voraussetzung gleich sein soll. Weil nun
diese Summe von reellen Quadraten ebenfalls nach der Voraus-
setzung einen von Null verschiedenen Werth hat, so ktnnen nicht
alle reellen Bestandtheile ¢, ¢,,,... verschwinden, und es muss
wenigstens einer von Null verschieden sein. Wenn ¢, nicht gleich
Null ist, so bedarf es fir den Ausdrnck @ keiner Vorbereitung;
wenn aber ¢, gleich Null ist, und ein nicht verschwindender
Bestandtheil ¢,,,,,, ausgewlhlt wird,so bilde ich das Product

kfke kol by, @=F=+k b p+..+k Fey g ki Wiggat s

in welchem

Lipschits, Summen von Qpadraten, 7
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(13) Yo == Papcaer

ist, und daher nicht verschwindet. Ftir den Ausdruck ¥ gelten
nun dieselben Voraussetzungen, die in Betreff des Ausdrucks @
gemacht sind. Denn gei

(14) k kb by ko =dJ, k,k,kdkc kk,=J,
80 hat man

(14% F=J O, P=0'J,

mithin

Y= JI O=0'0,
und, fiir jeden beliebigen Zeiger a,,
¥k, F=0'Jk J'O=+0'k O, "
woraus das Behauptete folgt. In dem Falle, dass ¢, nicht ver-

schwindet, sind statt der Gleichungen (12) und (14) die Gleichungen
D=Y¥ J=1,J" =1 anzuwenden.
Es werde nun mit » beliebigen reellen Verinderlichen #,,

2,,...2, der Ausdruck

(15) Z=ze+k ke, +.. . +k ik, e,
aufgestellt, und dann das Product gebildet
(16) Wz,

Dasselbe ist nach den bestehenden Voraussetzungen gleich einem
Aggregat, das einen ‘reellen Bestandtheil und ausser diesem nur
Bestandtheile enthilt, welche in die Symbole %, &,, %, %,,... % k,
multiplicirt sind; alle reellen Bestandtheile sind dabei ganze ho-
mogene Functionen des ersten Grades der Veriinderlichen #,#,,
..2,. Da ¥‘W% einen reellen von Null verschiedenen Werth hat,

-80 steht es frei, die bezeichneten reellen linearen Ausdrticke gleich
dem Product von ¥ ¥ in ein System von Grissen u,,u,,...w,
zu setzen, welche auf diese Weise eindeutig hestimmt sind. Bei
der Bezeichnung

(17) U=u 4k kut. . +kk u,

ktnnen die in Rede stehenden » Gleichungen in die eine zusammen-
gefasst werden

(18) PPUT=9Z%,

Aus derselben folgt, indem links mit ¥ multiplicirt wird, da ¥''F
reell und nicht gleich Null ist, die Gleichung
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(19) PU=Z%¥,
Weil die zu den beiden Seiten conjugirten Ausdriicke ebenfalls
einander gleich sein missen, so ist

(20) ¥ =927,
Dies giebt
21) | Uy eU=¥ 2'2%,.

Nun ist ¥ % reell, und auch Z'Z reell, mithin diirfen diese
Producte an beliebige Stellen gertickt werden, und es kommt

(22) YU U=¥,%22
Weil aber ¥' ¥ =¥ ¥ ist, so folgt, nach Weglassung dicses
von Null verschiedenen Factors,

29) D'U=22,
oder
(24) Uty . . Ul =Lt .+ el

Es sind also w,, u,,...u, lineare Functionen der Variabeln #,,
£,,..4,, welche die Transformatmnsglelchung (24) erftllen.

Sobald jetzt in der Gleichung (19) die reellen Factoren der
entsprechenden Symbole einander gleich gesetzt werden, entstehen
in Folge der geltenden Multiplicationsregeln 2*—! Gleichungen,

die aus den Gleichungen (1), (2), (2% des Art. 3 hervorgehen,
indem u statt x, ¢ statt y, y statt A geschrieben wird, n#mlich
w ul+lp2l “2+ +wﬁ n= u’o 'l+w19 22+. ¢ '+w1n ‘en
(25) Uty tht.. .ty U, =, 4 +Y, 5,+.. .+, 2,/
winul+w:»u2+ +w0 wnt 'e1+wnl 52+" +w0 ’n’
| Yoo, o, ottty U+ S, 4=
l Yo, 1t Y, Bt Y, .8, — 2 Y. o
(26')] wtab..eul+wbr..eua+"+wab,.d“s + "f‘ wf‘ab..a“t":
lmwgnb..lg]+tpbc,.e"n+"+wab,,d ’a.—zf' wf‘ab_.c‘ef"
Es kommt jetzt darauf an, nachzuweisen, dass der vorliegende
Ausdruck ¥ mit demjenigen reguliren Ausdruck .7 zusammen-
fullt, bei welchem die Elemente 2, und A, durch die Gleichungen
@n 1—%,“ %b
bestimm¢ sind. Hier werden die Verbindungen 4,,.,,... nach

(26)
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den in Art. 1 angegebenen Regeln aus den Elementen 4, =y,
A,y =11, rational dargestellt, wobei nur das von Null verschie-
dene Element Z, als Nenner auftritt. Das System (25) darf dem-
nach auch so bezeichnet werden

by wtdy gt A =4 g+l et 48,
(28) Aoty +ig wpt. . HA U, =dy o+l b,

A, ul+l,,,.u2+. +2, 'u” = im 514.-2.”, z,‘,‘+. . .-.i-lo 2,,
und da A; von Null verschieden ist, so ktnnen aus demselben
die in Art. 2 entwickelten Folgerungen gezogen werden, welche
von dem System (14) des Art. 1 zu den Gleichungen (2) und

(2*) des Art. 3 fuhren, Indem u statt z, ¢ statt y geschrieben
wird, erbilt man somit die ans (28) erschlossenen Gleichungen

(29) { Abr..tu1+}'t..qub+"°+llb..fiue+Ef}'flh..euf=
by, oy Hh, ‘b"‘---‘Hw..ﬂze““"flfw..e’r’

(29‘) { lgab..rul+lbc..¢un+‘"'Flab..due+E'Af'ub..eut“=
_liab..ezl+lbc..eza+‘"+a'ub..dze—rf')'f'ab..c5!"

Es werde nun (29) von (26), (29%) von (26*) subtrahirt, so ldsst
sick das Ergebniss in die folgende Gleichung zusammenfassen,
bei der a,b,c,..e eine bheliebige Combination von Zeigern in
ungerader Anzahl bedeutet, und £ indefinite jeden in dieser Com-
bination nicht enthaltenen Zeiger,

(30) { (wbr.. e )'hr ..e)(ua— 3(;)+‘ . ‘+(wab..‘l— l""- -’l)(“‘—_ae)
+ Ef(u{fab‘.r“lfab ..e) (“f+zf) =0.

In dem vorliegenden Aggregat sind die Differenzen v, —z, .. %, —2,

in Factoren multiplicirt, bei denen von den Zeigern a,d,..e ¢in
einzelner fehlt, dagegen die Summen u,+e¢, in Factoren, bei

denen zu den Zeigern a,b,..e der Zeiger f hinzukommt; die
Anzahl der Zeiger betriigt also im zweiten Falle immer zwei
Einheiten mehr als im ecrsten Falle, Die Summen u,+#,, #,+#,,

...u +2, diirfen aber als » unabhéngige veriinderliche Grossen
betrachtet werden, da 4, eine von Null verschiedene Grisse ist,
und deshalb die # Differeuzen u,—e,, ,~-,,...4,—¢, mittelst
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des Systems (28) durch die » Summen ausgedrtickt werden kbnnen.
Ich wende jetzt die Gleichung (30) zun#ichst auf die Voraussetzung
an, dass die gewiihlte Combination von Zeigern nur ans dreien
bestehe, a, b, ¢, und erhalte

@Y (Y, —h) M=)+ (¥, a2, ) (4—2) +(,,—2,,) (v, —2,)

+ 2 (Wranrard) (4 +2) = 0.

Hier sind die Differenzen y,,—2,,, ¥,,—4.,, ¥,,—*,, nach der
in (27) getroffenen Annahme gleich Null, weshalb das Aggregat
der ersten Glieder in (31) verschwindet. Da nun die Summen
u,+#, unabhingig verinderliche Grossen sind, so kann die Glei-

chung nur dadurch erfillt werden, dass die simmtlichen Coeffi-
cienten verschwinden, oder die Gleichungen

(82> w/a be ]'frlbc =0
erfillt sind. Es fallen daher die Werthe der gleichnamigen ¢
und A fiir jedes System von vier Zeigern zusammen. Nachdem
dies festgestellt ist, moge die Gleichung (30) anf irgend eine Com-
bination von 5 Zeigern abcde angewendet werden. Insofern
die Factoren der Differenzen u,~—2_,..u,—2, vier Zeiger haben,
mitsgen sie nach dem so eben Bewiesenen gleich Null sein, os
bleibt aleo wieder ein linearer Ausdruck der Summen u,+4,, dessen
Coefficienten aus dem angeflihrten Grunde verschwinden, und fiir
die Combinationen von 6 Zeigern die Gleichungen

(33) ‘/’abcda/"" )'abcduf= 0
liefern. Dies Verfahren kann so lange fortgesetzt werden, bis
alle vorhandenen Combinationen von Zeigern erschopft sind, und
somit erwiesen ist, dass die Werthe der gleichnamigen y und 4
fir jede Combination von Zeigern einander gleich sind. Daraus
folgt aber, dass die Ausdrticke ¥ und .7 identisch sind. Weil
jedoch in Folge von (14*) @ = J¥ ist, so hat man schliesslich
die Gleichung
(84) O=J,
das heisst, der gegebene Ausdruck @ ist ein regulirer Ausdruck,
und das war zu beweisen.

Aus der Ableitung dieses Satzes ergiebt sich unmittelbar
eine wichtige allgemeine Folgerung. Der zu der Bildung von ¥
ausgewihite reelle Bestandtheil des Ausdrucks @ hat nur die
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eine Bedingung zu erfiillen, dass er von Null verschieden sei.
Das in (14) definirte Symbol J richtet sich nach den Zeigern des
ausgewiihlten reellen Bestandtheils, und ist fir die Wahl von ¢,
durch die Einheit zu ersetzen. HKs kann also der Ausdruck ¥
auf so viele Arten bestimmt werden, als der Ausdruck @ von
Null verschiedene reelle Bestandtheile hat; da nun fir jeden
Ausdruck ¥ die Gleichung ¥ = _7 nachgewiesen ist, so enthilt
die Gleichung (34) so viele Darstellungsweisen-von @, als in diesem
Ausdrucke von Null verschiedene reelle Bestandtheile vorhanden
sind, In jedem Ausdruck .7 werden die simmtlichen reellen
Elemente durch das System von 14 1(13;1—) unabhiingigen Fle-

menten 4, und 4, nach den angegebenen Bildungsgesetzen rational
ausgedrlickt. Mithin giebt es bei jedem reguliren complexen Aus-

druck der n~ten Ordnung unter den 2" reellen Elementen so viele
Systeme von 1+!‘—('—'§—;——11 unabhingigen FElementen, durch welche
alle reellen Elemente nach den besiehungsweise gleichen Bildungs-
geseteen rational dargestellt werden kinnen, als es in dem be-
treffenden Ausdruck von Null verschiedenc reelle Elemente giebt.
Ingofern die verschiedenen Systeme von 1+ ﬂ'iz;‘ll reellen Ele-
menten, durch weleche alle Elemente eines reguliren Ausdrucks
nach den aufgestellten Bildungsgesetzen rational dargestellt wer-
den, nur durch die Wahl des einen, den Nenner liefernden reellen
Elements bestimmt sind, ist die frither gemachte Aussage begriin-
det, dass die simmtlichen 2%~ in einem reguliiren Ausdruck auftre-
tenden reellen Elemente gleichberechtigt sind.

10.

Nach der Auffindung der charakteristischen Eigenschaften
der Regularitit lisst sich der folgende Hauptsatz fir die Multi-
plication der reguliren Ausdriicke beweisen:

Das Product vom ewei oder mehreren reguliren complexen
Ausdriicken der n-ten Ordnung ist immer gleich einem complexen
Ausdruck der n-ten Ordnung, der ebenfalls reguldr ist.
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¥ Wenn @ und £ zwei reguliire Ausdriicke der s-ten Ord-
nung sind, so ist nach (12) des Art. 6 zu dem Product Q@ das
@' £’ conjugirt. In dem Product der beiden conjugirten Ausdriicke
1) D20
ist es erlanbt, zuerst das Product der beiden mittleren Factoren
Q' 0 zusammenzufassen. Dasselbe hat nach der fiir £ bestehen-
den Voraussetzung einen reellen von Null verschiedenen Werth,
und darf deshalb an eine beliebige Stelle geriickt werden, o
dass das Product
) /A O 1 e
entsteht. Hier ist wegen der gleichen fir @ geltenden Voraus-
setzung das Product ' @ gleich einer reellen von Null verschie-
denen Grosse, mithin auch das Product (2), und das ihm gleiche
Product (1), womit die erste filr das Product £ @ nachzuweisende
Bedingung erledigt ist. Die zweite Bedingung, dass das Product
(3) 02k QO
fiir jeden Zeiger a gleich einem in den Primitivzeichen linearen
Ausdruek ist, muss deshalb erfilllt sein, weil nach der bestehen-
den Voraussetzung das Produet 2'% 2 gleich einem mit den
reellen Grossen R, B,, ... R, gebildeten Ausdruck

R k4R, ky+..+R k,
ist, und weil der hieraus entspringende Ausdruck vor (3)
(R b+ Ryky+. . +R k)P

vermtige der fir @ hestehenden Annahme ebenfalls gleich einem
in den Primitivzeichen linearen Ausdruck ist. Mithin ist das Pro-
duct 2 @, wie behauptet worden, ein regulirer complexer Aus-
druck der n-ten Ordnung, und dieselbe Betrachtung kann auf ein
Product von mehreren reguliren Ausdriicken der s-ten Ordnung
ausgedehnt werden. Zugleich ergiebt die Beweisfilhrung den Satz,
dass die Norm des Products von beliebig vielen in einer gewissen
Reihenfolge genommenen reguliiren complexen Ausdriicken der n-ten
Ordnung gleich dem Product der Normen ist.

Was die Addition der reguliiren complexen Ausdrticke an-
langt, so erkennt man leicht, dass die Summe von zwei solchen
Ausdrticken nur unter gewissen Bedingungen wieder einen regu-
ldren Auvsdruck hervorbringt, und zwar lassen sich diese Bedin-
gungen vermittelst der charakteristischen Eigenschaften der Re-
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gularitiit einfach aussprechen. Wie in Art. 6 hervorgehoben, ist
der mit den reellen Vertinderlichen 2,, z,, .. , gebildete Aus-
druck
3) X=ua+kkz+.. +kk, 2,
0 wie der mit den reellen Verinderlichen y,, v,, .. y, gebildete
Ausdruck
4) Y=y +hky+...+k kY,
regulir. Daher hat man in der dort mit (15) bezeichueten Glei-
chung
(5) . AX=Yd,
anf jeder Seite ein Product von zwei reguliren Ausdriicken, mit-
hin nach dem so eben bewiesenen Satze selbst einen reguliren
Ausdruck.. Die reellen Bestandtheile von -7 X sind respective auf
der linken, diejenigen von ¥ 4, auf der rechten Seite der Glei-
chungen (1), (2), (2*) in Art. 3 dargestellt. FEs konnen deshalb
die ersteren durch ein System von unabhiingigen Bestandtheilen,
n{n—1)
2
chen die letzteren. Ferner gilt der Satsz, dass das Aggregat der
Quadrate der 2" reellen Bestandtheile auf der Linken gleich
der Norm von -7 X, das auf der Rechten gleich der Norm von
Y 4, ist; diese Normen sind einander gleich und liefern die
Gleichung
6) N(A)(@+ai+.. +ab) = N () (y{+9;+...+50)

In der obigen Gleichung (5) mbge .4 die Bedeutung eines
beliebigen regulidren Ausdrucks erhalten; dann stimmt ihr Inhalt
mit dem dér Gleichung (15) des Art. 5 tberein, und sie repré-
sentirt die allgemeinste Transformation einer Summe von n Qua-
draten in sich selbst mit der Substitutionsdeterminante 1. Ftr
die Systeme von Variabeln y,, ,, ... y, und ,, 2,, ... #, werde
eine ebensolche Transformation mit Hiflfe eines beliebigen regu-
ldren Ausdrucks M und des Ausdrucks

deren Anzahl 1 + , rational ausgedrtickt werden, desglei-

v)) Z=1s+k kyo,+.. +kk o,
durch die Gleichung
(8) MY=7ZM,

dargestellt. Um die linearen Substitutionen, durch welche die z,
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von den y,, die y, von den £ abhiingen, zusammenznsetzen, mul-
tiplicire man die beiden Seiten der Gleichung (5) links mit M,
die beiden Seiten der Gleichung (8) rechts mit .7, dann folgt
vermige des geltenden associativen Gesetzes die Gleichung

9) MAX=ZM A,

Weil £ und M reguliire complexe Ausdriicke sind, so ist das
Product M ./ ebenfalls ein regulirer complexer Ausdruck, und
geine Norm N (M .17) gleich dem Product der beiden von Null
verschiedenen Normen N (M) N (A).

Demnach wird die lineare Substitution, die aus den beiden
gegebenen durch die in der vorgeschrichenen Reihenfolge auszu-
fithrende Substitution hervorgeht, durch die Gleichung (9) reprii-
sentirt, welche mit dem in der entsprechenden Reihenfolge genom-
menen Product M ./ gehildet ist. Das gleiche Verfahren darf he-
liebig oft wiederholt werden, mithin ist die successive Zusammen-
setzung der betreffenden Substitutionen auf die in der entsprechen-
den Reihenfolge vorzunehmende Multiplication der zugeordneten
reguliiren complexen Ausdritcke zuriickgefithrt.

Ueber die Eigenschaften der Substitutionen, deren Coefficien-
ten rationale Zahlen sind, konnen hier nur wenige Bemerkungen
hinzugeftigt werden, nachdem diese Subatitutionen in I fur die Fillle
=2 und » = 3 ausfithrlich erdrtert sind. Kin Kenner wird
leicht unterscheiden, his wie weit die bei den ganzzahligen Qua-
ternionen zur Anwendung gebrachten Principien eine unmittelbare
Ausdehnung gestatten, und wo neue Principien erforderlich sind.
Sobald die Substitutionscoefficienten ¢, a,,, . . @,, rationale Zah-

len sind, so werden die in (9*), (16), (16*) von Art. 1 definirten Ver-

4 A
bindungen %, ")_" % u.s.f ehenfalls rationale Zahlen. Fir diese
0 0
ist der kleinste gemeinsame Nenner aufzusuchen, mittelst dessen
sie als ganzzahlige Briiche dargestellt werden ktnnen. Wird die

betreffende positiv oder negativ zu nehmende Zahl gleich 4, ge-
setzt, so sind 4,,, 4,,,,, .. bestimmte ganze Zahlen. Demnach

gehort zu jeder Substitution mit rationalen Coefficienten ein bis
auf den Factor + 1 bestimmter ganesahliger reguldrer complexer
Ausdruck der n-ten Ordnung
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t A=t Ayhk by dy e AR R R R At ),
dessen Norm
Nl)y=A'A
gleich einer positiven ganzen Zahl ist,

Ks migen jetzt nur diejenigen ganzzahligen reguliiren com-
plexen Ausdriicke aufgesucht werden, deren Norm gleich Eins
oder Zwei ist. Die zuerst genannte Forderung
(10) N(A) =242+ AT, +. .. =1
kann nur erfullt werden, indem ein Element gleich + 1 ist, alle
thrigen gleich Null sind. Dadurch ergiebt sich filr .7 einer der
2" Ausdrticke
(11) 1,k by, ke ke ke,

Dies sind die in Art. 4 eingefibrten, spiter meistens mit J be-
zeichneten Symbole, Wegen ihrer gegenwirtig hervortretenden
Beziehung zu der Gleichung (10) sind sie als die Einheiten des
Systems der complexen Ausdriicke der n-ten Ordnung zu hezeich-
nen. Der zweiten Forderung

(12) N(A) = R+2 . g+ =2

wird nur geniigt, wofern irgend zwei Elemente gleich % 1, alle
ibrigen gleich Null sind. Mit Hilfe von zwei beliebigen Ein-
heiten J und E lassen sich die simmtlichen betreffenden Aus-
drticke so darstellen

(18) . J (14-E).

Damit aber dieser Ausdruck regulir sei, sind noch die Be-
dingungen zu erfilllen, dass, wenn K die zu E conjugirte Einheit
ist, das Product (14+E) (14 ") reell und von Null verschieden,
ferner das Product (1+E)k, (1+E*) fir jeden Zeiger a in den
Primitivzeichen linear sei, und diesen Forderungen wird dadurch
und nor dadurch gentigt, dase E eine Einheit mit zwei Zeigem
k,k, ist. Demnach reprisentirt
(14) T (1+k, k)
alle reguliren Ausdriicke .7, welche die Gleichung (12) hefrie-
digen; ihre Anzahl betriigt 2" % (n—1), wie leicht zu sehen ist.

In Art. 7 sind die Veridnderungen zusammengestellt, welche
in der zu einem reguliren Ausdruck .Z gehdrenden Substitution
bervorgerufen werden, wofern .7 links oder rechts mit Primitiv-
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zeichen multiplicirt oder in 7' verwandelt wird. Diese Verdn-
derungen setzen sich aus dem Negativnehmen einer Vertikalreihe,
dem Negativnehmen einer Horizontalreihe, und dem Vertauschen
der gleichnamigen Horizontal- und Vertikalreihen zusammen. Es
giebt aber noch andere rein combinatorische Operationen, bei
welchen eine Substitution die Figenschaft, eine Quadratsumme in
sich selbst zn trapsformiren, und dic Determinante 1 zu haben,
beibehilt. Eine solche besteht darin, mit den Vertikalreihen eine
beliebige Vertauschung vorzunchmen und, je nachdem die Permu-
tation zur ersten oder zweiten Classe gehtrt, keine oder eine Ver-
tikalreihe negativ zu nehmen; eine zweite besteht darin, mit den
Horizontalreihen entsprechend zu verfahren, Diese beiden Arten
der Operation werden aber durch Multiplication mit den Aus-
driicken (14) crschopfend dargestellt. Denn setst man in der
Gleichung (8) den Ausdruck M gleich 1+&, &, und nimmt der
Kirze wegen an, dass weder p noch ¢ gleich 1 sei, 8o ergieht sich
15 (A+E k) (v, +h by gyt 4k K y,)
(15) = (&,+k kytp ... +hi b, 8) (1+k, k).
Sobald ein Zeiger a von p und ¢ verschieden ist, hat man
(A+k, k)b b, =& &, (14kEk);

ferner ist

(L+k k) kb= kk (1+k,k),

17
(I+k, ) bk, =--k k, (14+k k).
Demnach vertritt (15) das System von Gleichungen
(16) Y.=2, y,=2,4,=-—2,
Wenn aber zu der Gleichung (5) die Substitution

J L= toapypt. te,y,

(17) Ty =g htap ht. ta,y,

xu:.': “M ¥ +auiy2+' '+am-yn
gehort, so bringt die Einsetzung von (16) das folgende System
hervor
ry=0,&t. o 8+ tey o+ 10, 2,
(18) Ly =ty 5t —ay, e+ +0o,,4,+. .o, 2,

T, =0, 5t —0 8+ ta, et e, g
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Die Coefficienten desselben werden aus den Coefficienten von (17)
erhalten, indem die Coefficienten der g-ten Vertikalreihe negativ
genommen und hierauf mit denen der p-ten Vertikalreihe vertauscht
werden. [Es gehtrt aber (18) zu der Gleichung (9) fir die An-
nahme

(8% M= 1+k,k,

und daher entspricht die mit der p-ten und g¢-ten Vertikalreihe
der Substitution vorgenommene Aenderung einer auf der linken
Seite des Ausdrucks .7 ausgefihrten Multiplication mit dem Factor
(1+%,k,). Jede beliebige in der angegebenen Art auszufihrende

Permutation der Vertikalreihen ldsst sich aber auf eine Reihe von
nach einander vorzunehmenden derartigen Vertauschungen je
zweier Vertikalreihen reduciren. Mithin gehdrt die zuletzt resul-
tirende Substitution zu dem Ergebniss einer Multiplication, bei der
dem Ausdruck .7 von der rechten zur linken Hand fortschreitend
die correspondirenden Factoren von der Gestalt (8*) hinzugefigt
werden, In gleicher Weise erkennt man, dass eine mit den Ho-
rizontalreihen der Substitution (17) vorzunehmende beliebige Per-
mutation dargestellt wird, indem zu dem Ausdruck 7, von der
licken zur rechten Hand fortschreitend, die correspondirenden
Factoren von der Gestalt (8*) hinzugefiigt werden.

Die 80 eben nachgewiesene Wirkung der Factoren (8*) oder
(14) besteht auch fur die Zahlen =2 und n=3. Fir n=2
gehen die Ausdricke (14) in die mit den vier Finheiten multi-
plicirte complexe Primzahl 144 tiher, fiir =23 in die 24 Prim-
quaternionen, welche in 1, Art. 6, (18) angegeben sind. Die den
letzteren entsprechenden Substitutionen sind in I, Art. 8, (5 a),
(5 b), (5 ¢) zusammengestellt.



Zweite Abtheilung.

Anwendang der Theorie auf das Problem des Tetraeders
von grosstem Volumen bei gegebenem Inhalt der Selten-
flichen, uud auf die von Borchardt herrithrende Aus-
dehnung des Problems fiir eine Mannigfaltigkeit von
beliebig vielen Dimensionen.

11

Borchardt hat in der Untersuchung: Bestimmung des
Tetraeders von grosstem Volumen bei gegebenem Inhalt seiner
vier Seitenflichen, aus den Abbandlungen der Berliner Akademie
vom Jahre 1865, und in der zweiten Untersuchung #iber die ent-
sprechende veraligemeinerte Aufgabe des Maximums, aus den
Abhandlungen des folgenden Jahres, die frilheren den Gegen-
stand betreffenden Arbeiten sorgfiltiz angefihrt. Auf denselben
Gegenstand bezieht sich die Mittheilung des Herm Kronecker
tther die algebraische Theorie der guadratischen Formnen, aus dem
Monatsberieht der Berliver Akademic vom 24. Juni 1872, Um
den Zusammenhang des Maximumproblems mit der Theorie der
Summen von Quadraten zu entwickeln, michte ich zu der Be-
handlung des Problems einige Bewerkungen voranschicken, und
namentlich ecine gewisse den Losungen anhaftende Symmetrie her-
vorheben,

Man kanu die Bestimmungsstiicke der Aufgabe fiir das Te-
traeder so einrichten, dass, nachdem die Ecken mit (0), (1), (2), (3),
die Kanten durch die Verbindungen der Ziffern der Eckeu bezeich-
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net sind, die Quadrate der Lingen der Kanten (01), (02), (08),
(28), (31), (12) respective die folgenden Ausdriicke erhalten,
(1) Gy , G ! Gygy

O+ tgg—2 @y, Aget+a,,—20g;, Ay +ap—2ay,.
Dann stellt bekanntlich die wesentlich positive quadratische Form
der drei Veriinderlichen &, &, &,

@) & & &=a, §f+a22 52'*'“38 §§+2“28 §8+2ay 5 5+2a, 8 &

das Quadrat der Entfernung zwischen der Ecke (0) und einem
Punkte dar, dessen Coordinaten

}/a; §11 ’/a;‘; §2’ ]/Zl; gs

die Ecke (0) zum Anfangspunkt haben, und auf den drei von hier
ausgehenden Kanten des Tetraeders gemessen werden. Ferner
werden bei Benutzung der adjungirten Form

®) Flty, by ) = A fi+ A+ Ag 5424555424y L5 +2 4,53,
die vierfachen Quadrate des Inhalts der in (0) zusammenstossenden
Seitenflichen respective durch
“4) Ay, Ay, Ay
ausgedrtickt, dae vierfache Quadrat des Inhalts der vierten Seiten-
fliiche durch
(5) F(,1,1) =4+ 4+ A5+ 24, +24, 424,
wihrend das Quadrat des sechsfachen Volumens des Tetraeders
gleich der Determinante ./ der Form (2) ist. Bei der von Bor-
chardt erbrterten Ausdehnung der Aufgabe auf eine Mannigfal-
tigkeit von # Dimensionen mige nach der tblichen Redeweise
dem Werthsystem &, &, ... &, ein beweglicher Punkt der Man-
nigfaltigkeit entsprechen, dem Werthsystem § ==0, § =0, ...
&, = 0 der Punkt (0), dem Werthsystem § = 1, §, =0, ...
§, =0 der Punkt (1), u. s. f. Gleichzeitig kommt an die Stelle von
(2) eine wesentlich positive quadratische Form der » Veriinder-
lichen §,, &, ... &,

6) F( & ... 8) =0y B +anSt.. . ta, E+2a,F E+...+2a,_, 5, &,
welche das Quadrat der Entfernung zwischen dem Punkte (0) und
dem beweglichen Punkte der Mannigfaltigkeit ausdrtickt. Zn
derselben gehtrt die adjungirte Form
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M Flgy by - 8= A D+A, i+ 44, 042405+,
und die Determinante .7, Alsdann besteht das zu lisende Pro-
blem, gemiss der von Herrn Kronecker an der erwihnten
Stelle gewihlten Formulirung darin, die Coefficienten der Form
f(&, &, ... £) so zu bestimmen, dass die Determinante 7 ein
Maximum wird, wihrend die (n+1) Grossen
(8) Ay, Ay ... 4, F(L 1, ... 1)
vorgeschriebenen Werthen glelch werden, welche vermbge einer
Eigenschaft der wesentlich positiven Form (7) die Bedingung er-
fullen mtssen, dass Y F (1, I, ... 1) kleiner ist als der absolute
Werth der Summe Y4, + l/:+. V4,

Wenn man bei der quadratischen Form (2) die Verbindung
der Variabeln
(9 E+b+. . HE = —F
einfithrt, und ibr die Gestalt giebt,

(10) & .. 5)=—a, §5—anE 5 . .—a, 5k,
—(a,—2a,+ay) § 55— .. —(a,—2a,,+a, ) § E,

'_'(an—l,u—-l 2 G 1, n+a )n-l

8o entsteht fir # =3 der in Gauss Werken, II, p. 308 aus dem
Nachlasse mitgetheilte Ausdruck des Quadrats der Entfernung
eines beweglichen Punktes von einem festen Punkte. Fir einen
beliebigen Werth von » wird (10) gleich der mit der negativen
Einbeit multiplicirten Form £ auf p. 126 der angefiibrten zweiten
Untersuchung Borchardt's. Wie leicht zu sehen, verwandelt
sich (10) in den Ausdruck des Quadrats der Entfernung des-
selben beweglichen Punktes von einem der anderen festen Punkte,
etwa dem Punkte (1), wofern statt der Variabeln respective neue
Variabeln (&), (&), ... (&,) substitnirt werden, die mit den fruho-

ren durch die folgenden Gleichungen verbunden sind

(go)“" l+§oy (51 ="‘“1+§v (59)—'§2’~~'(§u)_§»'

Statt der Forderung, o zu einem Maximum zu machen, ist

es gestattet, die gleiche Forderung fiir 4!, die Determinante
von (7), aufzustellen, und die Coefficionten dieser adjungirten
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Form als die Verdnderlichen des Maximumproblems zu betrachten.
Demnach ist die volistindige Variation

) (" N=e, LS04, +. . ta, LT 54,,
+2ay, 4" dd)+...+2a 17734

1, st
zumn Versehwinden zu bringen, withrend die Bedingungen
(12) 0A;=0,04,=0,...04,_ =0,
JF(L1, ... )=0
erfullt sind. Die Methode von Lagrange zeigt aber sofort, dass
7 (n-—1)
2

n—1, n

nach Einfiuhrung einer zu bestimmenden Grosse v die

Gleichungen
(13) Gp=...=a,_, ,=?
befriedigt werden mUssen. Fs gentigen also dewmn gestellten Pro-
blem nur solche wesentlich positive quadratische Formen, dic aus
(6) durch die Gleichungen (13} hervorgehen, und denen man die
folgende Gestalt geben kann:
(14) (&, & - &) =(a,;—) g‘i’i"---+(“m.“‘”)§:+”(§1+§2+'-- §,.)2-
Wie Borchardt ausgesprocheu hat, ist es unmoglich, dass unter
den (n+1) Grossen
(15) TOy V==, Gy V=0, .. B, V=V, U
irgend zwei negativ seien oder verschwinden. Denn durch Ad-
dition der sttmmtlichen Paare enstehen die Verbindungen

a, =v+0, dp=0+0,, ... a,,= v+v,,
{ ay—2aptay=ov+v,, ... 0., ,,—2¢,, ta, ,=v,_+?,
die mit Rucksicht anf (6) summtlich positiv scin milssen. Es kany
daher upnter den Grossen (15) nur eine einzige negativ oder gleich
Null sein. Demnach kdunen nur drei Arien von Lisungen des
Problems existiren; bei der ersten Art sind alle (n+1) Grissen
(15) positiv, bei der zweiten sind # positiv, eine ist negativ, bei
der dritten Art sind » positiv, eine ist gleich Null. Ohue Beein-
triichtigung der Allgemeinheit darf vorausgesetzt werden, wie im
Folgenden gescheben wird, dass in den beiden letzten Fillen die
Grisse v respective negativ oder verschwindend sei, und dass
mithin vy, v,, ... v_ in allen Fillen positiv sind. Fiir die Deter-
minante 7 ergiebt sich bei der ersten und zweiten Art, wo v von
Null verschieden ist, der Ausdruck
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1,1 1
(17 d=w, ... v, (;+'71-+,,,+5;),
bei der dritten Art, wo v =0 ist,
(17%) d=vv, ... v,

Die Bedingung, dass ./ positiv sein muss, ist filr ¥ >0 und v =0
von selbst erfillt. Tn dicsen beiden Fillen wird die Form (14)

durch die Darstellung

(18) [ & &) =2 E+0E+ o (G+E+. +5)

als wesentlich positiv charakterisirt. In dem Falle, dass » negativ
ist, kommt die Bedingung .4 = 0 zur Wirksamkeit, und reicht aus,
um die Form (14) als wesentlich positiv zu erweisen. Wenn durch

die Gleichungen
[ apfita, bt 4e,E =0 Hto (G +h+. E) =g
(19) | Gfitaiboda, =0 b toE it B =

am E +angE + +aﬂn Su 'l)” E”'{"U (E1+E2+" -E”) .=En
ein System von Veriinderlichen g, 1, ... £, eingefibrt wird, so

ist bekanntlich

Fty 4y - 1,)
(20) FE, By onn E)=— - _11__;’___.

Man hat ferner

1,1, 1 _h 5 z,
(21) (v + ”1+ - +;)")v (B +E+...+E )= 1}—1-*-;2 ot ot
und folglich

Fy ty--5,) _ 5 5 ; ( + + i )
(22) ——7- + + +x B

24l al 4+l

Weil nun dic Bedingungen v=<0, />0 mit Ru(kswbt auf (17)
dic Ungleichheit
1 1 1
v + ;1 +...4+ ;” <0
nach sich zichen, so ist die rechte Scite von (22) eine wesentlich
positive Form, und dies gilt auch flir dic Form (14).
Fir dic Cocfficienten der adjungirten Form F (x,, 1,,...2,)

kommen die Ausdriicke
Lipschitz, Summon von Quadraten, 8
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1 1 1
All=vu2...v,(;+1-’;+...+;)~),..A””=vv1...v"_l(1 __‘+ + )
" L)
(28) vO,... 0, v ...,
o S A =ty

y =l
?) ”s Vet Un

A= —

Deshalb haben die simmtlichen Coefficienten 4,,, .. 4,_,, fur
v >0 das negative, fiir v < 0 das positive Vorzeichen, und ver-
schwinden fiir v =0, so dass
im ersten Falle F(l,1,...1) <<4,+4,,+...+4
im zweiten Falle F(1,1,...1) > 4+ 4,,+...+4,,,
im dritten Falle ¥ (1,1,...1) = 4, +4p+...+4,,
ist. Zwischen den Darstellungen von £ (%, &, ... &) in (18) und
F(tyy 8y -+ L)
4

Coefficienten der » ersten Quadrate stets positiv sind, dagegen
die Coefficienten des letzten Quadrats, nitinlich

——1
?),1
o + + L

nn !

in (22) findet die Beziehung statt, dass die

wegen der Ungleichheit 4 >> 0 stets entgegengesetzte Vorzeichen
haben und nur gleichzeitig verschwinden.

Ich werde jetzt mit der bisher betrachteten Lusung der
Maximumaufgabe einc zweitc vergleichen, bei der statt der Buch-
staben a, 4, 4, v respective die Buchstaben b, B, E, w, statt der
Charakteristiken f, F die entsprechenden g, G gebrancht werden
migen. Alsdann kommt nach (18) und (22) bei etwas gelinderter
Zusammenfassung

\

(Vo 8+ F=(p, £
F&y &y-o E)=0l7, 5 +.. . +0/, 5+ (}/— 1 1 V ),

(24) 2
(e (%)
E(EBE%'_';_@:)_—_- (%]_:) +ot (;.,—) 2 i;—+j—1 ”’




Zuasammengehbrige Losungen. 118

(L—(WEH +-1-=(,/,7§))2
9 (5, -  E) = (V0 5 4.+ (Y0, 8+ Yol 771 1_ Vio, ! n o
w
(24%) ¢ n
E&E&;s,lz(g)ﬁ ot (g”_)?~(—:0;(%“l)+---+ ;7:7(:,7))
E Y, Yo, '/10+£_+“.+$
1 n

Hier zeigt sich, dasg aus jedem System von Grissen v, v, ... v,
ein System von Grossen w, w,, ... w, erhalten werden kamn,
indem

1

g W, =0y Wy==0yy ... W, =10,
”

@) —i=1ily 4
w v 'l‘l

gesetzt wird, woraus die Gleichung

1

1 1 1
(25" i—0+w—l+"'+w—”_-;

folgt. Ist die Lvsung v, v,, ... v, von der ersten Art, oder
v >0, so wird w << 0, und die Grossen w, w,, ... w, liefern eine
Lgsung der zweiten Art; ist die Lisung v, v, ... v, von der

zweiten Art, oder v <0, so wird w >0, und die Grssen w,
w,, ... w, liefern eine Lisung der ersten Art. Ist die Lisung

v, vy, ... v, von der dritten Art, oder » =0, so ist auchw =0,
und die Lésung w, w,, ... w, fillt mit der Losung v, v,,...v,
zusammen. Ferner leuchtet ein, dass, wenu zugleich dic Veriin-

derlicken
Vo 5 .. VDB,

respective mit den Veriinderlichen

b L.
Vo' e,
G * e
vertauscht werden, f (5, &, ... E) in (z1) 32 (A and

Flr, ty .. &)

2 in g5, &, ... §) tbergeht.
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116 Zusammengehérige Losungen.

Nachdem somit erkannt ist, dass durch die Gleichungen (25)
aus jeder Lisung der ersten Art eine solche der zweiten Art und
umgekehrt abgeleitet werden kann, mige angenommen werden,
dass die Lusung v, v, ... v, von der ersten Art sei. Dann ist die
correspondirende Lisung w, w,, ... w, von der zweiten Art, und
fir die Coefficienten der besliglichen Formen ¢ und G gelten die
Bestimmungen

1 1
bll ')1'-—1 1 1—-,...1)””:'0”—1 1 1!
;+;}—;+.-.+7}; ;)+-'l_);+"'+;;
—1
b, = =
12 y w—1, » 1 1 1
;}-+—;};+.. +z
Vg ... ¥, 11 Vv,
By= =52 g (s +5) o Bemp e B4 D),
—”+_”—1+“+_"Zc ;+—v—l+--+v”
B Yty ... 0, 1 YTy ...,

R =11 Ty B =i o
= — - —_— n—1"n
v+vl+"+v” v v,+"+”

Ee N ...,

- N 1 1

v(;+—”—l+ + v”)

Bei dem Process, durch welchen aus der Ltsung der ersten
Art v, v;, ... v, 80 eben eine Losung der zweiten Art erhalten

worden, ist die Grosse.v vor den n tibrigen v, v,, ... v, bevor-

zugt. Weil aber bei einer Losung der ersten Art die n-+1 Gros-
sen v, v, ... v, durchaus gleichberechtigt sind, so kann jeder
derselben die Rolle von v tibertragen werden, wodurch immer neue
Losungen der zweiten Art entstehen. Es gchoren daher eu jeder
Lssung der ersten Art n+1 Losungen der eweiten Art. Die Be-
ziehungen, welche zwischen den #+2 zusammengehtrigen Lo-
sungen stattfinden, lassen sich durch eine Betrachtung deutlich
machen, welche fiir » = 3 geometrisch ist, und die auch fiir die
htheren Werthe von n in dic Sprache der Geometrie gekleidet
werden kann. Bei der Lsung der ersten Art v, v, ...v, werde

ich die oben angefiihrten Benennungen gebrauchen, bei der Lo-
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sung der zweiten Art w, w;, ... w, die entsprechenden Punkte

der Mannigfaltigkeit mit (0'), (1Y), .. (n") bezeichnen.

Durch die Forderung, dass das Quadrat des Abstandes
zwischen dem Punkte (0) und einem Punkte der Fliche
g 4+E+. .45, =1 ein Minimum sei, wird ein Punkt B bestimmt,
welcher als der Fusspunkt des von dem Punkte (0) auf die be-
treffende Fliiche herabgelassenen Lothes zu betrachten ist. Man
wolle in dieser Hinsicht die Abhandlungen: Untersuchung eines
Problems der Variationsrechnung, in welchem das Problem der
Mechanik enthalten ist, Borchardts Journal f. Mathematik, 74,
p. 144, und: Ausdehnung der Theorie der Minimalfliichen, Journal
f. Mathematik, 78, p. 18 vergleichen. Unter den gegenwiirtigen
Voraussetzungen erhilt das Quadrat des Abstandes (0.R) den Werth

v(}. + _1_. +. . .+ _.1_)
(27) 4 = LAAR
FQ,L...1) EN +_
vl 2 v,
Mithin haben die Quadrate der Abstinde (1 R), (2R),..(nR)
respective die Ausdriicke
A4 1

Ay — e == Y, —
(28) noFQgy,.01) 1 1 1’
vl+vz+"'+v“
7] *————J—-———‘——-— — 1
S C FUOTE) R R W WO I
: 1)1 02 o (M
u —— __—-.4—__._ o v ——— ———— _l ——— ~t
= F(,1,...1) * 1,1 |1
. v,+v2+"'+ -

Behandelt man dieselbe Frage fur die Lisung w, w,,...w,, 80

findet sich das Quadrat des Abstandes zwischen dem Punkte (0)
und dem Fusspunkte des Lothes (B') gleich

g (w+wl+ LS )

G(,1,...1) __+ L +_
2

l w,

(29)

1

=TT 1\/1 Y’
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ferner erhalten die Quadrate der Abstinde (1' R'), (2' R’),..(#»'R")
respective die Ausdrilcke

E E E__
T [ s ) Ll -1¢ 1 RO T AL T RO )
Es ist aber
Y E 1
(31) — =0 4+
F(‘vlrn-l) G(l,l,...l) _1_+_1_+_.,+—1—,
: v v v,

und deshalb werden vermige (16) und (26) die Aunsdriicke (28)
den Ausdriicken (30) der Reihe nach gleich. In Folge derselben
Relationen bestehen indessen auch die Gleichungen

(32) ay— 2“12'*'“22 = b, —2b,+by, ...
a —2a =} —2b

-], =1 n=1, n nn #=1, n—1 +bnn'

Demnach darf man den Punkt (1) mit (1), (2) mit (2) u.s. £,
zuletzt (») mit (»n‘) zusammenfallen lassen, und dann fillt wegen
der Uebereinstimmung von (28) und (30) der Punkt (R’) in den
Punkt (R), und das Loth (B 0‘) in das Loth (R0). Da die rechte
Seite von (31) positiv ist, so muss (R 0) grisser als B0’ sein,
mithin (0') zwischen (B) und (0) liegen. Nach (27) und (29)
wird der Abstand (00) gleich

Vv( +——+ o+ ’)
v, 1 o
1
P-—+——+...+— Vv( +—-+ +) L EDPIRR SIS 4
Yy 7"l Uy ‘0”

Y v % Uy
mithin erhdlt das Quadrat dieses Abstandes dgn Ausdruck

1 .
LS SV |
v vl 121
Die Ausdriicke filr die Quadrate der Abstinde (10, (20°),..(®07),
niimlich d;,, by, ...b,,, gehen aus diesem Ausdruck hervor, indem

Y

v respective mit v;, v,,... v, vertauscht wird; b,,, by, ...5,, sind

also in Bezug auf die Ecken (1), (2),...(n) genau entsprechend
gebildet. Man wtirde daher, wenn man, statt von der Ecke (0)
auszngehen, dieselbe Construction von einer der anderen Ecken
(1), ... (n) aus machte, immer zu demselben Punkte (0) ge-

n—1, n

(83) 00V =y —
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langen. Mithin liegt dieser Punkt auf jedem der Lothe, welches
von einer der (n+1) Ecken auf die gegentiberliegende Seitenfliche
herabgelassen wird, und bildet den gemeinsamen Durchschnitts-
punkt derselben, wie Herr Kronecker filr » =3 hervorgehoben
hat. Zu jeder Losung des Maximumproblems von der ersten Art,
der die (n+1) Ecken (0), (1), (2), ... (») entsprechen, gehtren
also noch (n+1) Lusungen der zweiten Art, welche erhalten
werden, indem man den zu der L3sung gehrenden Durchschnitts-
punkt der Lothe (0') construirt, hierauf » Ecken beibehilt, und
statt der einen ausgelassenen Ecke den Punkt (0°) nimmt; in Folge
dessen vertauschen die betreffende Ecke und der Punkt (0°) ihre
Rollen. In dem Falle n =3 des wirklichen Tetraeders ist eine
Losung der ersten Art eine solche, bei welcher der gemeinsame
Durchschnittspunkt der vier Hthen in das Innere des Tetraeders
fillt; man erkennt durch eine einfache geometrische Ueberlegung,
dass die vier Tetraeder, welche je eine Seitenfiiche des Tetraeders
zur Basis und den Durchschnittspunkt der Hghen zur Spitze haben,
Maximumtetraeder der zweiten Art sind, fiir welche immer der
Durchschnittspunkt der Hohen in die ausgelassene Ecke des Te-
traeders fillt. Sobald der Durchschnittspunkt der Hohen in eine
Ecke fillt, tritt die Ausnahme ein, welche eine Lisung der dritten
Art charakterisirt; hier bilden die von der beztiglichen Ecke aus-
gehenden Kanten, paarweise genommen, mit einander rechteWinkel.
Zu dem Satze, dass die Volumina der vier so eben bezeichneten
Tetraeder zusammen das Volumen des ursprilnglichen Tetraeders
ausmachen, lisst sich leicht der in der Mannigfaltigkeit von # Di-
mensionen geltende analoge Satz auffinden. Da in dem System
(26) unter den (n--1) Grissen v, v,...v, die Growe v ausge-

zeichnet ist, so moge die dortige Determinante E jetzt E® ge-
nannt werden, wihrend die zu v,, v, ... v, zugeordneten re-
spective E® E® . E™ heissen sollen. Damn gilt zwischen den
positiven Quadratwurzeln aus diesen Determinanten und der in
(17) dargestellten Determinante 4 die Gleichung
(34) VEO+VED +...+ YEP =4,
welche den erwihnten Satz ausdriickt.

Weil die in (28) dargestellten Quadrate der » Abstinde
(1, R), (2 R),... (s B) aus den » Elementen v,, ¢;, ... v, in ganz
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derselben Weise, wie die in (83) und (26) dargestellten Qua-
drate der Abstinde (00‘), (10’),...(%,0) aus den (n+1) Elemen-
ten v, v, vy, ... v, gebildet sind, darf man schliessen, dass in
der Mannigfaltigkeit von (»—1) Dimensionen & +&,+... . +& =1
das System der Punkte (1), (2), ... (n) wieder eine L8sung des
corregpondirenden Maximumproblems licfert. In dem Falle n =3
kommt diese Eigenschaft darauf hinaus, dass der Fusspunkt jeder
Hthe eines Maximumtetraeders in den gemeinsamen Durch-
schnittspunkt der Hohen der betreffenden Basis fiillt, und es
leuchtet ein, dass wenn in dem gemeinsamen Durchschnittspunkt
der Hohen eines Dreiecks auf der Ebcne desselben ein Loth er-
richtet wird, jeder Punkt dieses Lothes mit den drei Ecken des
Dreiecks zusammen die vier Ecken eines Maximumtetraeders
ergiebt.

12,

In Art. 10 ist der Satz ausgesprochen, dass bei der dortigen
Gleichung
(1) AX=Y 4,

"—

die Summe der Quadrate der 2"~! reellen Bestandtheile der linken
Seite gleich dem Produkt N (.1) (xf+mj+..xi) ist, und dass, in-
dem fur die rechte Seite das entsprechende gilt, die Gleichung

(2) N () (xf+xg+. .+a:f) = N () (yf+y§+. .yf,)

besteht. Die Gleichsetzung der reellen Bestandtheile, die respec-
tive in 1, &, k,, ... k, %, multiplicirt sind, liefert das System (1)

des Art. 5

by 2y 4dy 2ot Fl 2, =4 y+A,9,+.. .+, ,
(3) Mg @y 4Ry pto o Ay z, = Ay y H Ay Y+ Y,

AL ot h, 2. Ay 2, =4y 44, Yot A Y,

Wenn die linken wie die rechten Seiten der ersten von diesen
Gleichungen quadrirt und addirt werden, so folgt hei Anwendung
von (2) nach vollzogener Division durch N (.7) die Gleichung
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(AO xl+2'2l $_2+. '+)'»1 “u ?

2 2

(4) B+ Tyt o — N ()
(40?/1'{'112?/2"' +]"”yn)s
=y§+y§+,,+y§ — N(/I) 3 .

Die linke Seite verwandelt sich in den Ausdruck von

Pl & &) in (24), beziehnngsweise g (&, &, .. &) in (24%),

4
sobald die folgenden Substitutionen vorgenommen werden:

5 9 £

T, ==y Xy = =y By = =

Yoy T oy Ve,

1 1 1

A }. = —= l, 2Ty e l = =

( ) 0 v; LI v, ) .3 '/”,.
1 1 1

N(A)-—-;""Z +...+;;,

“

""}/wl El) x2_'/w2 §2’ "‘xn ‘/wngn
(B) lo:ﬁ—:' Ay = V—-’ Ay =}7z;;:
N(/I)=—1%.

Hierbei ist vorausgesetzt, dass die Grossen v, v, ... v, simmtlich
positiv sind, oder eine Losung der ersten Art hilden. Die fir die
Grossen Ay, Ay, ... 4., N() in (B) gegebenen Bestimmungen

fallen mit den in (A4) enthaltenen zusammen, sobald, wie von
jetzt ab geschehen soll, zwischen den Grissen w, w,, ... w, und

v, ¥, ... v, die Gleichungen (25) des vorigen Art. vorausgesetzt
werden, nach welchen w, w,, ... w, eine zugehvrige Losung der

zweiten Art repriisentirt.
Von den zu der Determination von .7 erforderlichen

"—(”2:}—) + 1 unabhiingigen Elementen sind » Elemente und der
Werth von N(.7) direct gegeben. Die Bestimmung der noch
{ibrigen &:&2@_—_2_)_ unabhiingigen Elemente ist aber stets mog-

lich, weil in Folge der bei (4) getroffenen Voraussetzungen die
Ungleichheit
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(5) N(A)——A3— ... — & >0
erfillt ist. Fuhrt man den heiden Fillen entsprechend neue Sy-
steme von Verinderlichen ein

L 9, Y,

ad (A) .'/1=T—-7 Yo=—"7=y.". Y.= — 7=

1 1)2 Y,

ad (B) .'/1=l/51'71a y2=—}[u_)‘2172,...y”=-—]/t7)—q”,

so geht die rechte Seite von (4) im ersten Falle in — Ty %’ - D”)
im zweiten in g (1, 7,, ... 7,) Hber. Die Gleichungen (3), welche
die Gleichung (1) nach sich ziehen, liefern also nach Einfilhrung
der beiden Systeme von neuen Veriinderlichen lineare Substitutio-
nen, welche respective dic folgenden zwei gleichzeitigen Trans-
formationen bewerkstelligen,

2 2

LIgFI 5 +.. +ﬁ'~ = ”’ + g

ad (A) vl 02 v, vl 1)”
F(Elv 521 S”) _L(_t)p ?:{"_'- l),,)

Y] - 4 ’

w Gt Bt Aw, G =w ot w it o, 7,
g(gl) Ego e ,E”) =g(lql’ ,)2) e 77,.)'
In dem Falle n =3, welcher der urspriinglichen Tetraeder-
aufgabe entspricht, hat man fir das Quaternion
® A= Rytig Aty digting Ay
aus (4) die Bestimmungen
1 i 1
o"='/v1 r Mg Vg’ 13 ‘/'Ts’

2, 32 2 1
2'0+ll2 +1 __+—1’—1+-1;é+ f';s,

ad (B)

2
(6)

mithin ergiebt sich nothwendig
™ kg = 7;‘

Demnach nimmt die Gleichung (1) bei der Annahme (4) die Ge-
stalt an
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1 . & &5
— —i +, )( +ig—2 iy )

(‘/jv: 12 l/v2 lsl/—_ As‘/v V 1 ‘/v—z V”s
2y 2 (L 1)
=|l="=""s= +iy, == +. +1

(;/vl Vo, — Vo/\fo  ® V”z “’ﬁ 7
Bei der Annahme (B) ist die Bestimmung des Quaternion .7 we-
gen der vorausgesetzten Gleichungen
1 1 1 1 l

(8)

dieselbe. Dagegen erhalt jetzt die Gleichung (1) die folgende
Gestalt

®) (7:)—: *"12;/‘1% '”izay%; +ig ‘7:‘)-“) (V”z By Vo, Bt Vo Es)
=(;/,7,; —iig ¥y Ty gy VO 1 )(~1—_+i]. Loy i i_).

11 1 2 13 8 /8 ‘/vl 2'/')2 18 V'vg 23'/0

Nach den Ausfithrungen des vorigen Artikels bezieht sich (4) auf
ein Tetraeder der ersten Art mit den Ecken (0), (1), (2), (3), und
dem innerhalb des Tetraeders hefindlichen Durchschnittspupkt der
Hohen (0'), hingegen (B) auf dasjenige Tetraeder der zweiten
Art, dessen Ecken die Punkte (0), (1), (2), (8) sind. Um die
drei tbrigen zugehdrigen Tetraeder der zweiten Art zu erhalten,
bei denen (0’) respective die Stellung von (1), (2), (3) tthernimmt,
sind Vertauschungen der vier Grissen v, v,, v,, v, vorzunehmen,
bei demen v beziehungsweise mit v, v,, v, verwechselt wird.
Dem entsprechen solche Aenderungen der Gleichung (9), bei
denen an die Stelle des Quaternion .7 andere Quaternionen treten,
welche die gleiche Norm haben und aus den gleichen reellen Be-
standtheilen gebildet sind.
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TRANSFORMATION EINER SUMME
VON BELIEBIG VIELEN QUADRATEN

IN SICH SELBST
FUR DAS GEBIET

DER EINFACH COMPLEXEN GROSSEN.






1

Bei der ansgefithrten Untersuchung der Transformation einer
Summe von beliebig vielen Quadraten in sich selbst unterscheidet
gich der Fall von zwei und der Fall von mehr als zwei Quadra-
ten dadurch, dass fir die Multiplication der zugehdrigen symbo-
lischen Ausdriicke eine Vertauschung der Factoren im ersten
Falle das Ergebniss nicht #ndert, im zweiten jedoch #ndert. Nach-
dem aus den Eigenschaften der Summen von zwei reellen Qua-
draten das Gebiet der mit zwei unabhiéngigen reellen Bestand-

theilen und den Einheiten 1 und y—1 gebildeten Grdssen hervor-
gegangen ist, welche ich die einfach complexen Grissen nennen
will, wird die Betrachtung der Trapsformation von » Quadraten
auf dieses Gebiet in der Weise ausgedehnt werden, dass sowohl
die variabeln als die constanten Elementé einfach complexe
Grossen sind. Das in den einfach complexen Grissen auftretende

Symbol y—1 werde ich mit % bezeichnen, tiberall aber, wo die
Begriffe des neuen Gebietes denen des urspriinglichen genau ent-
sprechen, mich den in I und II gebrauchten Bezeichnungen an-
schliessen. Auch hier zeichnet sich die Transformation einer Summe
von zwei Quadraten in 80 besondrer Weise aus, dass es zweok-
missig scheint, dieses einfache Problem fiir sich allein zu behandelu.

Wenn durch eine zwischen den Variabeln z;, z, und y,, y,

gegebene lineare Substitution

(1) { Ty =y Y +eu Y

Ty = 0y, Y+ 0 Y
deren Determinante gleich Eins ist, die Transformation
(?) Zj+ 2= y3+y;

bewerkstelligt wird, so hat aus den in I angegebenen Griinden
eine der beiden Determinanten
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eytl, ay
o out+1

—oy+l, — e

H
—a, —-—a2,_,+1|

®)

einen von Null verschiedenen Werth, und es darf died fir die
erste derselben vorausgesetzt werden. Setzt man unter dieser
Annahme mit Anwendung einer beliebigen von Null verschiedenen
Grosse A, wieder

") b 8y Ay
® Tha, = %" They — dy’
80 ist
(5) hgtdy =0,
und es gelten die beiden Gleichungen
(6) { by Ztdyzy=124 y,+hyy,
Ay Ty t2y 2y =y 91+ 9,

Hier sind 2, und 2, einfach complexe, aus den rcellen Bestand-
theilen ay, a,y, a, 8,, gebildete Grissen
Q) ho=ay+hay, 4,=ay+ha,.
Mittelst eines neuen von % unabhingigen Symbols 7,,, fir welches,
wie in I, die Gleichung
(8) iy=—1
gilt, kbnnen die Gleichungen (6) in die eine Gleichung zusammen-
gefasst werden
9 (RgHisp Ayp) (2 + 8y 7)) = (9, +11299) (Bg — 115 45).
Vermtge der Gleichung (8) hat der aus den vier reellen Bestand-
theilen a3, a,, a,, a,, gebildete bicomplexe Ausdruck der sweiten
Ordnung
(10) Aot Aip = agythay, i, (ay +hay))
die Eigenschaft, dass bei der Multiplication von zwei oder meh-
reren solchen Ausdriicken das Resultat von jeder beliebigen Ver-
tauschung und Zusammenfassung der Factoren unabhiingig ist.
Durch die Gleichung
(11) N (Rgtiyp Ayp) = lg-l-l;
mbge die Norm des Ausdrucks Ay -+iy, A, definirt werden.

Ein aus vier ganz beliebigen reellen Elementen gebildeter
bicomplexer Ausdruck (10) kann offenbar so beschaffen sein, dass
seine Norm verschwindet, ohne dass 4, und A, vorschwinden, oder
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auch, was dasselbe ist, ohne dass die vier reellen Elemente gleich-
zeitig gleich Null sind.  Weil aber in (4) die Gleichungen

14a, & mp Dy

1+a, ' l4a, A

(12) ey gy Lty A

14a, W' ol+e, A
cingeschlossen sind, und weil in Folge derselben

2 Ao+Mig

(13) Thay ko
ist, so kann aus einer Substitution (1), fiir welche die erste De-
terminante (3) von Null verschieden ist, immer nur ein bicom-
plexer Ausdruck (10) hervorgehen, dessen Norm nické glesch Null
tst. Auch erkennt man leicht durch die in I angewendete Schluss-
weise, dass, wenn man fliir die Gleichung (9) alle bicomplexen Aus-
drlicke benutzt, deren Norm nicht gleich Null ist, die s#mmt-
lichen Substitutionen (1) erhalten werden. Sobald also die Auf-
gabe festgehalten wird, die Gesammtheit der Substitutionen (1)
zu untersuchen, so treten bicomplexe Ausdrilcke, deren Norm ver-
schwindet, gar nicht auf.

Wenn man indessen einen bicomplexen Ausdruck A +4,,4,,,
dessen Norm verschwindet, ohne dass A, =0 ist, dazu gebraucht,
um ein System Gleichungen von der Art des Systems (6) zu bilden,
so lisst sich dasselbe zun#chst stets in die folgende Gestalt bringen
(14) { Ao % — kg by, = Aoy, —hiyy hz,

—hdy @) + ko gy = — hig 4+ 2, b2,
Hieraus folgt durch das frithere Verfahren die Gleichung
(18) (A=t hd,) (@, 4, hy,) = (nct-iy, b)) (+iy Blyy),
~ bei welcher die Norm
(16) N (A — i, hdy,) =15 — 1,
sicher von Null verschieden ist. Es werden mithin durch das
System (14) die Variabeln x; und Ay, als lineare Functionen der

Variabeln g, und Az, so dargestellt, dass die Gleichung

(17) i+ (b))’ =y + (hzp)’

erfullt, und die Substjtutionsdeterminante gleich Eine ist. Diese
Gleichung gebt aus (2) hervor, indem die Quadrate der Variabeln

Lipeschite, Summen von Quadraten. 9
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g, und 2, mit der negativen Einheit multiplicirt und auf die ent-

gegengesetzte Seite der Gleichung gebracht werden, Auf diese
Weise gebirt zu jedem bicomplexen Ausdruck, dessen Norm ver-
schwindet, ohne dass alle reellen Bestandtheile verschwinden, ein
anderer, dessen Norm nicht gleich Null ist, und dieser liefert eine
lineare Substitution von der Determinante Eins, welche die Glei-
chung (17) befriedigt.

Es ist gestattet, den Ausdruck

Rotiyg hig = By +ha iy 6 +ip hay,
als eine aus vier unabhiingigen reellen Bestandtheilen, mit den
vier Einheiten 1, 4, ¢,,, hs4,, gebildete complexe Grtisse zu betrach-

ten, und zwar gehtrt diese complexe Grisse zu denjenigen, fiir
welche die im Gebiete der reellen' Grossen geltenden Grundope-
rationen der Addition, Subtraction und Multiplication ungelindert
ghitig bleiben. Complexe Grissen, die aus » unabhiingigen reel-
len Elementen mit » Einheiten gebildet werden, sind in der Ab-
handlung des Herrn Frobenius: Ueber lineare Substitutionen
und bilineare Formen, Journal f. Mathematik 84, p. 59 bertilirt,
und ktirzlich in den Mittheilungen des Herrn Weierstrass: Zur
Theorie der aus » Haupteinheiten gebildeten complexen Grissen,
so wie des Herrn Dedekind: Zur Theorie der aus » Hauptein-
heiten gebildeten complexen Grissen (Nachrichten der k. Ges. der
Wissensohaften zu Gottingen, 12. November 1884 und 23. Miirz
1885) ausfilbrlich ertrtert worden. Um die verschiedenen Dar-
stellungaweisen der complexen Grissen zu vergleichen, ist es an-
gemessen, auf diejenigen Grdssen A +¢4,, zu achten, deren Norm

verschwindet, ohne dass die siimmtlichen reellen Bestandtheile
verschwinden. Damit diese Bedingung eintrete, muss entweder

(4) ho=ha,

oder

(B) hyg=—hi,

sein; mithin entweder

(18) sd (4), ay, == ay, @)y = —dy;,
oder

(19) ad (B), ag = —a,;, ;= q,.

Demnach erhiilt die Grosse (10) die Gestalt



Theiler der Null, 181

(20)  ad (4), Aytiyghyy =8 (1+hig)+a, (h—1iy),
(21)  ad (B), Ayt dyy = ay (I—Ri)+a, (b + &)
Jede derselben hat wegen der Gleichung
(22) (Rotisg Ayg) (R —ip dyp) = 0
die Beschaffenheit, nach dem von Herrn Weierstrass eingefiithr-
ten Sprachgebrauche ein Theiler der Null zu sein. Der allge-
meine Ausdruck (10) lisst sich folgendermassen als ein Aggregat
der Ausdriicke dieser besonderen Art darstellen
. hemi
(22)  Aytiyg by = (agy+ay) ‘1—-;:'11'2 + (a—ay) —%L
—hi h+i
+ (a,—a,) -1—2’2']2 + (ay+ay) ——-‘?‘12“;
er wird somit in zwei Theile zerlegt, welche Herr Weierstrass die
beiden Componenten genannt und durch ein System von verein-
fachten Haupteinheiten ausgedrtickt hat. In der ersten Compn-
nente erscheinen die beiden vereinfachten Haupteinbeiten

1+hig h—iy,
(23) G=—5—1 = "5 )
in der zweiten Componente die beiden noch brigen
1—hi,, h+iy,
(24) G=——F3 = —5 —

Durch ¢,, ¢,, ¢, ¢, werden die folgenden von Herrn Weierstrass
aufgestellten Gleichungen erfllt

2

G=¢, 6= ¢, 66=0,¢¢=0
e,e=6, &=—¢,ae="0,6¢=0
”
(25) e, =0, 6,= 0, =g, ¢, =¢,
66=0,¢66= 0,e6=c¢, (=—qg

etetete, =1

Hiernach fillt der Inbegriff der in (10) definirten bicomplexen
Ausdriicke mit dem Inbegriff der von Herrn Weierstrass un-
tersuchten complexen Grisgen zusammen, die aus vier reellen Be-
standtheilen mit vier paarweise einander zugeordneten Hauptein-

heiten gebildet sind. Das System der vier vereinfachten Haupt-
einheiten e,, ¢, ¢;, ¢,, welche durch das System von Relationen

(26) verbunden sind, wird aber mit Hillfe der Gleichungen (23)
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und (24) durch die drei unabhiingigen Einheiten 1, A, 7, ausge-

drtickt, deren letztere nur den Gleichungen
BP=—1,i,=—1

gentigen.

2.

Auf dem eingeschlagenen Wege ist die Ersetzung der vier
vereinfachten Haupteinheiten durch Verbindungen von drei unab-
hiingigen Einheiten ungezwungen hervorgetreten. Nun michte
ich nicht unterlassen, darauf aufmerksam zu machen, dass bei den
von Herrn Weierstrass betrachteten complexen Grissen stets
ein entsprechendes Verfahren angewendet werden kann, sobald
die simmtlichen vereinfachten Haupteinheiten einander paarweise
zugeordnet sind, und ibre Anzahl ¢ gleick einer Potenz von Zwei
ist. Bezeichnet man die g reellen Bestandtheile der vorliegenden
complexen Grosse mit &, &, ... &, die vereinfachten ¢ Haupt-

einheiten respective mit ¢, e,, ... ¢,

e, Zu e, zugeordnet sein mige, so lisst sich der Ausdruck

WO ¢, zu ¢, ¢ zZu ¢, ...

1 e Eog+Eet+.. +E e
bei Anwendung eines unabhiingigen Zeichens o, welches der Glei-
chung
@ o' =—1
gentigt, in die Gestalt bringen
oe,
8 &— ag +@+ﬁg 24,
_1+oe _1—0¢,
+(5,_— 05) v__l_____L + (5, +0E, )9_1____’

deren sich auch Herr Dedekmd bedient hat. Alsdann kinnen
die fir die ¢ Verbindungen

4 ¢, toe, e —oe e, toe, e _,—0¢

( ) 2 ! 2 3 ¢ 2 H 2

bestehenden Regeln dahin zusammengefasst werden, dass das
Quadrat jeder Verbindung ihr selbst gleich, das Product von zwei
verschiedenen gleich Null, das Aggregat von simmtlichen Ver-

bindungen gleich Eins sein muss.
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Es sei nun g=2", und es migen mith,, &, ... A, lauter

Symbole bezeichnet werden, die von ¢ und unter einander unab-

hiingig sind, und deren jedes, auf das Quadrat erhoben, gleich

der negativen Einheit wird; durchgehends sollen alle zu bilden-

den Producte von der Anordnung ihrer Factoren unabhiingig sein.
Mit Hulfe dieser Symbole bilde man die Ausdriicke

(5) 140k,  1+oh, 1+0h,
T T2 e
1—ah, 10k 1—oh,,
5 T T
und stelle alle Producte P, auf, die aus dem Produkt
140k,  l4ak, 1+4-ah,,
(6) G g T e

hervorgehen, indem in einer beliebigen Anzahl von Factoren ¢ in
—o verwandelt wird. Mit Einrechnung des urspriinglichen be-
trigt die Gesammtzahl der Producte 2™ = ¢; dieselben kdnnen
zur Darstellung der g Verbindungen (4) verwendet werden. Denn
jeder einzelne Factor hat wegen der filr jeden Zeiger s gelten-
den Gleichungen
1+oh, \*_ 1+oh, (1—och \* 1—oh .g

(™) ( 2 ) 2 ’( 2 )" 2

die Eigenschaft, dass sein Quadrat ihm selbst gleich wird, und
deshalb “besitzt auch jedes Product P, dieselbe Eigenschaft.
Wenn man ferner zwei verschiedene Producte P, und P, mit ein-

ander multiplicirt, so muss das Product derselben verschwinden,
weil dasselbe nothwendig wenigstens ein Paar zugeordneter Fac-

140k 1—oah . . .
toren —t;-L und —— 2 _ enthilt, und weil fur jeden Zeiger r

die Gleichung
1+ch, 1—ach
(8) 2 ¢ 2 . = 0

besteht. Die Vertheilung der Producte P, zur Darstellung der

Verbindungen (4) ist dann so einzurichten, dass zwei zugeordnete
Verbindungen respective gleich zwei Producten gesetzt werden,
von denen das eine aus dem andern durch Vertauschung von ¢

mit —o entsteht, z. B.
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1+abl l-!-oh2 1+0h,
8,+og,= 3 . 3 e 5
®) 1—ok, 1—0h, 1~ah,,
el-ae2= 3 -—-—2 [, .2...__.

In Folge dessen fillt ¢ bei der Bestimmung von ¢, 6, ...¢, 4, €,
ganz heraus, und diese g Haupteinheiten werden mit Hitlfe von
1 und den m unabhingigen Einheiten %,, k,, ... &, dargestellt,

Auch leuchtet es sogleich ein, dass bei dem Addiren der 2" = ¢
Produete P, die Gleichung

(10) ete+.. . +e =1
erfillt wird. Substituirt man die fir das System der Hauptein-
heiten ¢, ¢,, ... ¢, gefundenen Darstellingen in den Ausdruck

(1), 8o erscheinen die reellen Bestandtheile in ¢ symbolische Ver-
bindungen multiplicirt, die aus der- Finheit und den m unabhiin-
gigen Symbolen erhalten werden, indem man alle Producte bildet,
in denen ke¢in Symbol mehr als ein Mal anftritt,

3

Indem jetzt die Untersuchung der Transformation einer
Summ®von # Quadraten in sich selbst fiir 8 auf das Gebiet
der einfach complexen Grissen ibertragen wird, behalien alle
Erscheinungen dieselbe vollkommene Regelmissigkeit. Durch die
Substitution
J. Zy =0y Y Top Yt . te,y,

(1) Zy=Onhtent. ta,,

By =t Y1+ Yot 0, Y,
bei der die Variabeln z;, z,, ... #,, die Variabeln 4,, ,, ... ¥,
und die Coefficienten e, , ,,, ... a_, ecinfach complexe Grissen
sind, und deren Determinante gleich 4-1 ist, sei die Gleichung
(2) 422+ 2 = g+
befriedigt. Dann wird wieder die Determinante

a,+h ey, ..o,
(3) “2'1 . ,02?4-1, af"

Gy 5 oen @, +1

@ "

2} )
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mit allen denen verglichen, welche aus ihr entstehen, indem in
irgend einer geraden Anzahl von Vertikalreihen die Coefficienten
mit der negativen Einheit multiplicirt werden. Ds nach II, Art.1
das Aggregat dieser 2"~ Determinanten gleich 2" ist, so muss
wenigstens eine derselben einen von Null verschiedenen Werth
haben. Mithin kann stets aus der gegebenen Substitution eine
solche abgeleitet werden, hei der die zugeordnete Determinante
(3) von Null verschieden ist, und diese Eigenschaft wird im Fol-
genden bei der Substitution (1) vorausgesetzt. Es wird pun, wie
in II, Art. 1 die Determinante des Systems (), welche so gebildet
ist, als ob die Elemente oy, o, ... @,, von einander unabhiingig
wiren, mit I} bezeichnet, und partielle Differentiation auf dieselbe
angewendet. Dann gelangt man durch entsprechende Schltisse
zu den Gleichungen

oD 1 o0 1 4D
) (D —2 7 M) % 5%e, *Doa, =

Er”
wo & und b irgend zwei verschiedene Zeiger bedeuten. Wird
nun mit 4, eine beliebige von Null verschiedene einfach complexe

Grosse bezeichnet, 8o sind die fi"—;}l—z einfach oom;;lexen Giriss-

sen A, welche die nenen Elemente bilden, durch die Glehungen

2 3D Aoy

vollstindig bestimmt, und erfiilien das System von Gleichungen
by 2t hg 2t +A, 2, =4 Yyttt iy,

nyon

6) ha@tdy Byt 44, ""'n =y ¥4 Yyt F At

R N ) x“ = A,,, f A Yyt Ao Y

Bei diesem System macht sich der Unterschied zwischen dem
Gebiet der reellen und der einfach complexen Grissen geltend,
wie sich schon im vorigen Art. filr » = 2 gezeigt hat. Die De-
terminante des Systems der Coefficienten, welche fir die linke
und rechte Seite dieselbe ist, hat ein Bildungegesetz, um dessent-
willen sie filr reelle Elemente nicht verschwinden kann, so lange
4, einen von Null verschiedenen Werth hat. Auf dem Gebiet der

einfach complexer Grssen reicht aber der Umstand, dass 4; von
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Null verschieden ist, hieftir nicht aus; indesgen bleibt die That-
sache selbst bestehen und bedarf nur einer andern Begrindung.
In Folge der Gleichungen (4) und (5) gelten fur jeden Zeiger
« und fur jedes Paar verschiedener Zeiger a und b die Relationen
o 20D _h 2D _Jta

Doa,, X' Dda, &
Hieraus ergiebt sich fiir die zu priifende Determinante nach einem
bekannten Satze der Ausdruck

2" 2

®) J
welcher, wie hehauptet worden, nicht gleich Null sein kann, weil
J, und D von Null verschiedene endliche einfach complexe

Grissen sind.

Die Ableitung von 2°='n neuen Gleichungen ans dem System
(6), welche demselben hinzugefiigt werden, erfolgt in ganz der-
selben Weise, die in II, Art. 2 fiir das Gebiet der reellen Grissen
entwickelt ist. Fiir den Fall n =3 bedarf es hierzu nicht der
Herstellung von neuen Verbindungen. Fir #> 4 werden die be-
treffenden Verbindungen genau nach dem fritheren Schema aus
den Elementen 2,, und 4, rational abgeleitet, und sollen auch

entsprechend bezeichnet werden, so dass z. B.
(9) J'ab,;,j = lab ]'od+a'aolldb+l’ad lbo
0
ist. Hierbei ist keine andere Voraussetzung erforderlich als die
schon getroffene, dass 4, nicht gleich Null sein darf, Es ergiebt

sich dann das vollstindige System von 2" Gleichungen, das fiir
das reelle Gebiet in TI, Art. 3, (1), (2), (2*) dargestellt ist, und
dessen symmetrische Eigenschaften den Kern dieser Theorie hil-
den. An dieses System kntipft sich die Einfuhrung der symbo-
lischen Faetoren

(10) Ly dygy coedypgp ooes

welohe von dem zu der Darstellung der einfach complexen Gris-
sen gebrauchten Symbol 4 vollstindig unabhiingig sind, sodann
die Begriindung der dem associativen Gesetr unterworfenen Rech-
nungsregeln, ferner die Darstellang der Symbole durch »n Primi-
tiveeiohen k , k,, ... k,, 8o dass vermdge der letzteren

.

?
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(11) Go=k ke, ... bgg =Ry Ry Ry ks .
wird, und schliesslich die Zuriickfithrung der Rechnungsregeln auf
die fiir die Primitivzeichen geltenden Regeln
(12) Bo=—1, k k=—kk,
Hiorauf bildet man die bicomplexen Ausdriicke der n-ten

Ordnung

A= 0+k1 k2 ll‘&+' ' '+k‘2 kS 1‘23+‘ ‘ '+Iﬂ1 k‘é’. k& k4 11284-’. .

Ay= Al by gt ARy Aoyt R Ry R R A gyt
3) ) x = ok Ry, 4. Rk 2,

Y=ythky+. thky,

und hat fir das erwiihnte vollstindige System von 2"~ Gleicbun-
gen die zusammenfassende Darstellung
(14) AX =Y,
Zu dem hicomplexen Ausdruck .7 gehort als seine Norm das Aga
gregat der Quadrate seiner 2" ginfach complexcn Bestandtheile

(15) N(d)= R0 4. .+ +. ..

Mit Htife derselben wird die vorhin besprochene Determinante
der Coefficienten der linken oder rechten Seite von (6) so ausge-
dritckt

(16) 37 N (),

und die obige Darstellung ihres Werthes in (8) fithrt zu dem
Schlusse, dass da 4, von Null verschieden vorausgesetzt ist, die
Norm N () nicht gleich Null sein kann,

Es l4sst sich pun, genau wie in I, Art, 5, zeigen, dass,
wenn mit einer von Null verschiedemen Grisse A, und einem
System von Grossen 1,,, die so beschaffen sind, dass der zuge-
ordnete Ausdruck N(.7) nicht gleich Null ist,§lein System von
Gleichungen (6) gebildet wird, durch dasselbe eine lineare Sub-
stitution (1) von der Determinante.+4 1 bestimmt ist, welche die
Gleichung (2) befriedigt, und filr welche die zugeordnete Deter-
minante [} des Systems (3) einen von Null verschiedenen Werth
hat, Es fuhrt. also jedes System {von Grdssen 2, 4,,, das die
erwilhnte Voraussetzung erfulit, zu einer Substitution (1) zurlick,
fir welche die entsprechende Determinante D nicht verschwindet,
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In gleicher Weise leuchtet ein, dass aus der Substitution (1)
alle Substitutionen entstehen, bei denen flir eine gerade Anzahl
von Vertikalreihen die simmtlichen Coefficienten mit — I multi-
plicirt sind, indem fir die betreffenden Zeiger a, b, ¢, ... f die
neuen Variabeln
(17) ya=—_ a? ybzw‘zbﬁ"'yfz*‘ef
eingeftihrt, und fur die tbrigen Zeiger g
(18) %=1
gesetzt wird. Es sei jetzt, wie in II, Art. 5
(19) J=kk,...%,
gleichzeitig J, = J oder J,==-—d, je nachdem unter den Zei-
gern g, b, ... f die Eins enthalten ist oder nicht, und
(20) Z=oathk ot . +hk 4,

Dapn wird durch die entsprechenden Schifisse aus (14) die Glei-
«<hung

©3)) JAX=2Z Jl A,
abgeleitet, zu der die Trapsformationsgleichung
(22 BT+ 2l =+ 4+ + 7,

gehtrt. Wenn in (21) angenommen wird, dass auch J=1,J,=1
sein darf, 8o ist die Gleichung (14) darin mit enthalten, und (21)
reprisentirt die simmtlichen Substitutionen von der Determinante
+1, welche die Gleichung (22) befriedigen. Vermbge der gegebenen
Ableitung hat hier die Norm des bicomplexen Ausdrucks 1 stets
einen von Null verschiedenen Werth,

4.

Fiar den Werth u =3 ist der bicomplexe Ausdruck .7
gleich einem Aggregat, bei dem die einfach complexen Bestand-
theile 4, 4,,, Ay,, A, respective mit den Factoren 1, k &y, &y Ky, &y 4y
combinirt sind, und J_7 fallt mit dem Biguaternion zusammen, dessen
Begriff Hamilton in den Lectures on Quaternions p. 639 aufge-
stellt hat. Fiir # >4 werden die 2° ' einfach complexen Be-
standtheile, welche in dem bicomplexen Ausdruck J .4 mit
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Lkk,, ...k k&, k,, ... multiplicirt erscheinen, ans den 1 +f--'1:l—)
einfach complexen Flementen 4, und 4,, rational dargestellt. Man
hat daher auch hier die unbeschrinkten bicomplexcn Ausdyiicke
der n-ten Ordnung

(1) D=tk kypo+. . FE Kbk og, ...

zu betrachten, bei denen die Coefficienten ¢, @5, ... 9555, be-
liebige einfach complexe Grdssen gind, und von diesen die Aus-

dritcke
(2) J A
auszusondern, welche reguldre bicomplexe Ausdriicke der n-ten
Ordnung genannt werden.

In Betreff der Ansdriicke, welche mit einem unbeschrinkten
Ausdruck @ zusammengehtren, erlaube ich mir auf I, Art. 6 hin
zu weisen, und werde die gleichen Bezeichnungen anwenden.

Demgemass ist

O, =—Fk Ok,
(8) o, =—k k Ok,
und der su @ conjugirte A'usdruck @' wird so definirt
(4 D=, b b .+l Tk o +. ..
Nachdem man sich tiberzeugt hat, dass der Ausdruck
(5) X=uz+k kyz+...+k %, 2,

regulir ist, wird ebenso wie a. a. O. nachgewiesen, dass fiir den
Ausdruck .7 das Product #'4 gleich dem Product .7, 4, und
schliesslich gleich einer einfach complexen Grosse ist. So ergiebt
sich fiir die Norm des Ausdrucks A die Darstellung

(6) N(d)= A'd =R+t + 4555, + 0

und zwar muss der hetreffende Werth nach einem Schlusse des
vorigen Art. von Null verschieden sein. Man erkennt ferner, dass
fiir jeden Zeiger a die mit dem Ausdruck .7 gebildete Verbindung
A'k, A gleich einem in den Primitivzeichen linearen Ausdruck
ist, bei dem die Primitivzeichen in einfach complexe Gréssen mul-
tiplicirt sind. Beide Eigenschaften des Ausdrucks .7 gelten auch
fiur den Ausdruck J.7, sie sind nothwendige Eigenschaften eines
reguliren Ausdrucks J.A, und es lisst sich wie in II, Art. 9 zei-
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gen, dass sie awch die hinreichenden FEigenschaften eines regu-
liren Ausdrucks sind. Denn wenn fir einen unbeschriinkten bi-
complexen Ausdruck der nm-ten Ordnung @ das Product @' ®
gleich einer von Null verschiedenen einfach complexen Grosse, und
sugleich die Verbindung O’k & in den Primstivecichen linear
tst, 8o folgt hieraus, dass das Product
@' 0= gitght. ..+ Phet. -

nothwendig einen von Null verschiedenen einfach complexen
Werth hat. Dann muss aber unter den Grissen ¢, @5y - Pygg¢s- -+

wenigstens eine von Null verschieden sein, und diese Grundlage
gentigt, um den erforderlichen Beweis zu Ende zu fithren,

Aus den aufgestellten Kriterien der Regularitit folgt jetzt
der Hauptsatz, dass das Product von swei oder mehreren reguliren
bicomplexen Ausdriicken der n-ten Ordnung wicder gleich einem
reguldren bicomplexen Auwsdruck der n-ten Ordnung ist, und die
Norm des Products der reguliren Awusdriicke gleich dem Product
threr Normen. Daran schlicsst sich, dass, wenn mit Hilfe von
zwei beliebigen reguliiren bicomplexen Ausdrilcken der n-ten Ord-
nung .Z und M, und den oben definirten Aunsdriicken X, ¥, Z die
Gleichungen gebildet werden

(7 AX=Y A,

(8) MY=2ZM,,

deren erste die Gleichung

9) XX'=YY",

deren zweite die Gleichung

(10) YY =22

nach sich zieht, durch Combination die Gleichung
(11) MAX=ZM, 4,

entsteht, zu welcher die Transformationsgleichung
(12) XX'=Z7Z

gehtrt. Die Zusammensetzung von zwei Substitutionen (1) des
vorigen Art. wird also auch hier auf die Multiplication der regu-
liren bicomplexen Ausdrticke .7 und M zurtickgefihrt. Die Aus-
drticke X, Y, Z reprisentiren eine besondere Art von reguliiren
bicomplexen Ausdriicken der n-ten Ordnung, fiir welche sich das
Bildungsgesetz der Norm des Ausdrucks in das Bildungsgesetz
einer Summe von n Quadraten verwandelt.



Bicomplexe Ausdriicke mit verschwindender Norm. 141

Es mége noch erwihnt werden, dass auch die Ausfithrungen
von II, Art. 8 auf die reguldren bicomplexen Ausdriicke unmittel-
bar tibertragen werden kvnnen. Namentlich ist hierbei von In-
tercsse, dass fur die Elemente, die dort mit s, bezeichnet sind,

die Beschrinkung fortfillt, der sie unterworfen werden missen,

8 —
damit die Quadratwurzelgrissen :;__L:!-:l reelle Werthe behalten, In
sﬂ
der That war mir die filr das Gebiet der reollen Grdssen vor-
handenc Nothwendigkeit dicser Beschriinkung so auffallend, dass
mich dieser Umstand in der Absicht bestiirkte, die Untersuchung
auf das Gebiet der einfach complexen Grissen zu tbertragen.

5.

Bei dem in den drei vorhergehenden Artikeln vollstindig
behandelten Transformationsproblem bleibt der Fall ansgeschlossen,
dass, wenn aus der von Null verschiedenen einfach complexen

Grosse A, und den hinzukommenden "( Grﬁssen 4, der bi-

complexe Ausdruck der n-ten Ordnung

§)) A=Al by hg . AT Ty kg kA gt
gebildet wird, dic zugehtrigg Norm
@) N () = dgtRig .. ARy +..

gleich Null ist. Um einen solchen Ausdruck, der in Art. 1 fir
n =2 ein Theiler der Null genannt worden ist, fiir einen belie-
bigen Werth von % zu betrachten, mdge zwischen den 2% Varia-
beln z, und y, cin System Gleichungen von der Gestalt (6) des
Art. 3 aufgestellt werden,

hy &thy Byt dhg 3, =Ry Yy thy ke ALY,

(3) hig Z,HAy 2yt .+ A, x» =l Y+ gt .ty

A x+A, x4 .-HO x” =AYttt b,
Hier ist die Determinante des Systems der Coefficienten auf bei-

den Seiten gleich
(4) BTN (),
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mithin nach der getroffenen Voraussetzung gleich Null. Es muss
daher noch erst erwiesen werden, dass das System (8) itberhaupt
eine Berechtigung besitzt. Man erkennt aber, dass dem so ist,
indem man die Variabeln 2, und y, auf cine zweckmiissige Art
gruppirt. Der ecinfacheren Bezeichnung wegen mégen die Varia-
beln g,,.,,, ... ¥, auf dic linke, die Variabeln =z, ,, ... z, auf
dic rechte Seit¢ gertiukt werden; dann lisst sich das System in
die folgende Gestalt bringen

1'0 xl+ e '+}'m.l ‘zm"—)"m-}l,l h2 ym-f-l—' . '-~1’n.l h2 "
= 10 y1+‘ . '+2’],m ym'—z'l.m-l- b h2 xm-{-l_' ¢ '—u)'l.n h2 xn!

(5) : . .
k (,'l» xl + i +2’m,n xm—'lm-(-l,nh ym+l~" ‘ ""j’o h y,,)
= h (ln( 3/1+ e + 1’,.,". ym—-l’”’"ﬂ.l h'2 wm+1—' . -"“2-0 hs x”) .
Der Factor 4 ist den Gleichungen von der (m+1)-ten bis zur
n-ten beigefiigt. Man erhillt das System (5) aus (3), indem wman

gleichzeitig
statt 2, ... Z,,, %, ... %,

Ty v By —hYpiry oo — Ry,
Statt yl) b ym’ ym+l’ e yn
Yir oov Yoy — R,y ... —ha,

getzt, 4, ungeindert lisst, und der Grissse 4., einen der Factoren

1, k, k* beilegt, je nachdem die Zahlen a,b aus der Gesammtheit
der Zeiger m+1,m+2,...%n kein oder ein Individuum oder zwei
Individuen enthalten. Nimmt man die betreffende Aenderung mit
dem Ausdruck 7 vor, so ist jedem Bestandtheil 4, ... 4., w.8 f
der Factor b so oft beizufiigen, als in dem Inbegriff der Zeiger
Individuen aus der Gruppem+1,... » vorkommen. Der so ent-
stehende Ansdruck moge mit .#™*" " " bezeichnet werden, und,
wenn das gleiche Verfahren mit einer beliebigen Gruppe vor Zei-
gemn @, b, ... e vorgenommen wird, mit -7® %, in Folge
dessen erhiilt die Determinante des entsprechenden Systems der
Coefficienten der linken und rechten Seite den Werth

(6) 13—-2 N(A(a, b ... 0)).
Es kommt nun darauf an, zu zeigen, dass bei einer passenden
Wahl der Gruppe a, 6, ... ¢ die in (6) auftrctende Norm nieht
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verschwinden kann. Denn bezeichnet man den Inbegriff der tbri-
gen Zeiger mit a’, ' ... [*, 80 leuchtet ein, dass alsdann durch
das System (3) die Variabeln

Ty Zyoy oo Loy Yor Yos -+ Ye
als Functionen der Variabeln

Yars Yoor o yf’) Zyy Xy «00 X,
bestimmt sind, und umgekehrt.

Um den erforderlichen Beweis zu fithren, bemerke ich, dass
gsich die Norm N (1) folgendermassen ecrzeugen lisst. Man bilde
cine vollstindige Entwicklung des Products
) Q4r) ey oon (A+r)=14rydrg+.. .47,

Tty feotr, 1,
+ ...
+ .. LT,

und substituire zuniichst statt jedes auf die Einbeit folgenden Sum-
manden den mit einer Gruppe von Zeigern versehenen Buchstaben
. Je nachdem die Anzahl der Faectoren eines Summanden gerade
oder ungerade ist, sei dic Gruppe der Zeiger gleich dem Inbe-
griff der Zeiger der Factoren, oder gleich dem um den Zeiger 1
vermehrien Inbegriff. Schliesslich crgetze man die Kinheit durch

A5, vy dureh A%, #yp5, durch A7,g, w. 8. f Nach dem, was fest-
gesetst worden, entsteht 7% > - % gus 7, indem die Primitiv-
zeichen %, in k,h, k, ink, &, ... k, in k, b verwandelt wer-
den. Es sei a, b, ... ¢ eine beliebige Gruppe von Zeigern,
unter denen der Zeiger 1 nicht vorkommt, so wird dem-
nach N (4% "9 aus N () horvorgebracht, indem jedes der
Quadrate &, ... Aj,q, 80 oft den Factor —1 erhiilt, als unter

seinen Zeigern solche aus der Gruppe a, b, ... e vorhanden sind,
Wenn nun das Prodact (7) als eine symbolische Darstellung von
N () dient, so wird in gleicher Weise eine symbolische Darstel-

lung von N (4™ ¥ """ %) erhalten, indem respective ,, 4, ... ¥,
in —r, —1,, ... —r, verwandelt wird. Es ist aber nach einer
in 11, Art. 1 angewendeten Schlussweise

(Ider) +(1—rp) =2

(L) (17g)+(Q—re) (14 rg) +(1 +9p) (1—r) +(1—ry) (1—rp) = 4
u. 8 f., mithin das Aggregat aller Producte, die aus (7) durch
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Negativnehmen einer beliebigen Anzabl von Elementen ry, ... 7,
entstehen, gleich 2. Hieraus folgt filr das Aggregat der Nor-
men aller in der entsprechenden Weise aus .7 abgeleiteten Aus-
driicke die Gleichung
®  NO+NAD ¢ N(A®) 4 =24,
Weil aber 4, von Null verschieden vorausgesetzi ist, so muss sich
unter den auf der linken Seite befindlichen Normen wenigstens
eine befinden, die nicht gleich Null ist, wie behauptet worden.
Indem jetzt angenommen wird, dass N (£®** oo " yon
Null verschieden sei, kann das obige System (5) in der fritheren
Weise behandelt werden, und ftlhrt dann zu der Gleichung

AP (g ke Ry Tt A Ry Ko B,y By BY e —o Ry K, BY,)
= (Y +h ko Yyt AR Ky, — R By BE, R b R ) AT

Diese zieht dic Transformationsgleichung nach sich
(10) Bt 2+ Ry, )+ ()

=yi+...+% + (ha,, )V +. +haf,
die mit (2) des Art. 3 tibereinstimmt.

Auch die Operation der Vertauschung, welche so cben fir
die gleichnamigen Veriinderlichen # und y znr Anwendung ge-
bracht ist, liisst sich auf das in II, Art. 8 entwickelte allgemcine
Verfahren reduciren. Denn liisst man in den dortigen Gleichungen

8

(9) fiir die Zeiger a gleich 1, 2,... m den Bruch ﬁ—lﬁﬁ ,
indem der Betrag von s, fiber jedes Maass wilchst, gegen die Ein-
beit convergiren, hingegen flir die Zeiger a gleich m+1, ... »,
indem der Betrag von s, ohne Ende abnimmt, gegen den Werth
—h convergiren, so ergiebt sich gerade dasjenige System von
neuen Verdnderlichen, welches in (9) und (10) Dbeputzt wor-
den ist.

6.

Die mitgetheilte Behandlung der Transformation einer Summe
von »n Quadraten in sich selbst auf dem Gebiete der einfach com-
plexen Grissen behilt ibre Bedeutung auch fir die quadratischen
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Formen desselben Gebiets, Denn jede quadratische Form von n
Variabeln, deren Determinante nicht verschwindet, kann mit Hilfe
der Ausziehung vor # Quadratwurzeln in eine Summe von u Qua-
draten verwandelt werden; aus jeder Transformation dieser Summe
in sich selbst folgt eine bestimmte Transformation der quadrati-
schen Form in sich selbst und umgekehrt. Auch zeigt eine Wie-
derholung der in II, Art. 7 angestellten Betrachtung, dass jedes
Primitivzeichen %, zn der Basis eines in der Quadratsumme auf-

tretenden Quadrats gehtirt, und somit anch zu derjenigen unter den
erwihnten 2 Quadratwurzeln, welche dieser Basis als Factor anhaftet,
In dieser Uebereinstimmung glaube ich eine Bestitigung daftir zu
erblicken, dass der Gebrauch der Primitivzeichen aus der Natur
der Sache geschtpft ist.

Geht man aher auf das Gebiet der reellen Grossen zuriiok,
8o ist zu hemerken, dass jede wesentlich positive quadratische
Form von % Variabeln mit Hulfe der Ausziehung von # Qua-
dratwurzeln aus positiven Grdssen in eine Summe von n Quadra-
ten verwandelt werden kann, und dass somit die obige Darstel-
lung der simmtlichen Transformationen von » reellen Quadraten
in sich selbst zu einer Darstellung der siimmtlichen Transforma-
tionen der wesentlich positiven quadratischen Formen in sich selhst
fithrt. Es bleiben also auf dem Gebiete der reellen Grissen noch
die indefiniten Formen, d. h. diejenigen quadratischen Formen von
n Variabeln in entsprechender Weise zu erledigen, welche bei der
Verwandlung in ein Aggregat von Quadraten durch eine reelle
Substitution eine Anzahl m von positiven und die Anzahl n-—m
von negativen Quadraten aufweisen, wo hekanntlich die Anzahl m
nach dem Trdgheilsgesete der quadratischen Formen von der Wahl
der angewendeten reclien Substitution unabhiingig ist. Dieser An-
forderung l#sst sich gentigen, indem man in Art, 3 die specielle
Voraussetzung einfilhrt, dass unter den Variabeln z,, wie auch
y,, die m ersten reell, die n—m letzten rein imagindr sein sollen.
Es sei demnach
; { Ty=Tpy oo B0 =Lppr Tpyy =kl s oo By=—hE,
( ) y1=01,--- ym=t’m7ym+l=_—hgm+l’ v !/n""’_h?x,
und es werde verlangt, dass die Substitution (1) des Art. 3 fir die
reellen Variabeln £, und y, reelle Coefficienten habe. Dann er.

10
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giebt sich, dass die Coefficienten «,,, wenn ¢ = m und b <<m und
auch wenn a > m und b > m ist, reell sein mtissen, in allen tibri-
gen Fillen jedoch rein imagindr. Bei der mit D bezeichneten
Determinante

o+l a, .. a“

@ % “22*‘ -

¢, a” am'-l- 1

deren Werth, wie dort, als von Null verschieden vorausgesetzt
wird, leuchtet ein, dass ihr Werth reell sein muss, nund dass ein

wie frither gebildeter partieller Differentialquotient oD reell ist,

G
wofern a <m, d<m ist, und auch wofern a=>m, b= m ist,
sonst aber rein imaginir ausfulit. Wenn also 4, ein beliebiger
von Null verschiedener reeller Werth beigelegt wird, so muss sich

nach den dortigen Gleichungen (7) das Element 4, ebenso wie Tf—D—-
ab

verhalten. Der Uebereinstimmung wegen setze man
ty = e ,

= g, aSM bSm,

by = he, asm, b>m,

lab= "0.»? a>m7 bsm’

A,, —0, ) G>M, b>m,

@

so dass p, und ¢,, reell sind. Dann geht die Gleichung (14) des

Art. 8 in eine Gestalt tiher, welche nur die zu der aufgeworfenen

Frage gehtrenden reellen Elemente enthilt. Man hat somit

@ (E=0+k ko+.thk, 0, —kk, b5, — &, bE,
l@"‘h"’k kzgs'*' 5”‘ m D kl km+l "D...“ . kxk hl)

ferner ist klar, dass, wenn der complexe Ausdruck der n-ten Ord-

nung gebildet wird

(5) P= gtk kyypt.. . +h kg b, 0159, -,
nach den im vorigen Art. gebrauchten Bezeichnungen
(©) A= PO+ 9

ist, Mithin représentirt die Gleichung
(7) P(m+'l. e n)i — 9 Pl(»w-'l, e )
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eine reelle Substitution von der Determinante 1, durch welohe die
Reichung

@) P AL~ T =l Y Y
befriedigt wird, Zugleich folgt aus dem Fritheren, dass, um alle
Transformationen der bezeichneten Art zu erhalten, es ausreicht,

in der vorstehenden Gleichung (7) dem Ausdruck Pl " Linkg
einen Factor /=%, k, . .. k, beiznftigen und ebenso dem Ausdruck

P+l Gen zugehbrigen in Art, 3 definirten Factor J).

Das Verfahren, durch welches so eben fiir ein aus positiven
und negativen Quadraten bestehendes Aggregat die Transformation
in sich selbst bewerkstelligt ist, entspricht genau der im vorigen
Artikel mitgetheilten Entwickelung. Dem Gedankengange dersel-
ben folgend kann man von der Gleichung (8), welche die Trans-
formation einer Summe von m positiven und n—m negativen
Quadraten bezeichnet, zu der Gleichung
© Pttt = g e
tibergehen, welche die Transformation einer Summe von # posi-
tiven Quadraten in sich selbst ausdriickt, und dann ist es der aus
den reellen Bestandtheilen ¢, und g,, gebildete complexe Aus-
druck der #-ten Ordnung P, mittelst dessen die zugehdrige Sub-
stitution dargestellt wird.

Druck vollendet 28. December 1888,
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