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Vorred‘e.”

In gegenwiirtiger Schrift habe ich es versucht, eine Reibe
von Resuilaten, welclie theils schon von Andern und mir ver—
sflentlicht wurden, theils von meiner $8Hte jetzt als neu hinzu-—
kommen, im Zusammenhange so darzustellen, dass ein spews-

acieller Zweig der Wellenlehre #id Akustik hierdurch zu allge-
meinever 4nd gonauerer Kenntnis gelange. Wiewohl ich mei-
nen Antheil an der Bearbeitung dieses Geaensiandes in der
" Einleitung schon im l’illgemeinen angedeutét habe, so darf ich
ihn hicr wohl nech specieller bezeit¥hen. .

Es gehort hier her: der §. 3; das dritte und vierte Ca-
pitel; das sechﬁkte-ﬁapitel; der §. 24 und 26; das neunte
Capitel; der §. 30 griisstentheils, sowie theilweise der §. 34 ;
dann das cilfte Capitel, so weit es sich ehen um allgemeinere
Resuilate darin handelt. Da, wo fremde Untersuchungen vor-
lagen, habo ich sie fast nie unmittelbar und in unverfinderter
Form benitlzi, sondern mich stets bestrebt, von strengeren
Gesichtspunkten auszugehen. Es gilt dies von verschiedenen
Stellen des orsten Theils und, beinahe vollstindig von dem
zweilen Theile,

Was die Anfertigung der Tafeln ¥ bis XI anlangt, so muss
ich diesen Theil der Arbeit als den mithevelisten bezeichnen,
und er hat lingere Zeit meine Thitigkeil in Ansprggh genom-



tv Vorrede.

men, da mancher Versuch misslang. Die Darstellung der Li-
thographie Bach meinen Originalen ist jedoch der geschickten
Hand des Kiinstlers in vollendeler Weise gelungen, nur hiitte
ich die Curven licher weiss auf schwarz. als wie umgekehrt
ausgelihrt gesehen.

Binzelne Figuren, wie dio Figur 41 und 42 auf Tafel 11
'und 49 auf Tafel 1V, habe lcl}@ynr aus dem nevesten Werk von
Hewmnovrz ther die Toncmpfindungen und aus der ncuen Aufl-
lage von MiLLer's Physik nachzuzeichnen erlaubt. Leid thut es
mir, gerade was dicse Figuren anlangt, dass ich nicht noch von
andercn Zeichnungen habe Gebrauch machen kénnen, welche
mir Herr Mechanikus Run. Koexig von Paris freundlichst, je-
doch nach Vollcndung‘der vier ersten Figurentafeln, thersandte.

Marburg, am {3 October 1863.

F'. Melde. ‘
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Einleitung.

1. Die von Tomss Youwe im Jahre 1800 vertffentlich~
ten*) »Untersuchungen her Schali und Licht« enthalten unter
anderen auch einen Abschnitt uber die Schwingungen der
Saiten, worin eine Methode angegeben wird, deren man sich
bedienen kinnte, um die Bahnen, welche die Punkte einer
schwingenden Saite beschreiben, sichtbar zu machen. Das
Wesen dieser Methode hezeichnet der genannte Physiker in
folgenden Worten; »Man nchme eine von den tiefsten Sailen
eines Pianoforte’s, die mit feinem Silberdrahte besponnen ist,
lasse das Licht durch eine enge Oeffnung des Fensterladens
darauf fallen, so dass, wenn das Auge in gehdriger Lage ge-
halten wird, der Lichtschein schmal, glinzend und bestimmt
an jeder der Windungen des Drahtes erscheine. Sodann lasse
man sie schwingen, so wird der Lichtpuokt seinen Weg he—
rveichnen, wie eine schnell im Kreise geschwungene glithende
Kohle, und dem Auge eine Lichtlinie darstellen, welche durch
Hilfe des Microscops sehr genau beobachtet werden kann.
Nach der verschiedenen Art nun, wie der Draht in Bewegung
gesetzt wird, ist die Form dieses Weges nicht minder mannig~
faltig und unterhaltend, wie die, von Curapni entdeckten, Fi-
guren der Knotenlinien schwingender Scheiben. Jene Er-
scheinung ist in der That in einer Riicksicht noch interessanter,

*) Philosoph. Transact. of the Roy. Soc. of London for the year 4800.
P. 106 [.; weiterhin Gilberts Apnalen Bd. 22. p. 249 und 837; speciell.
p. 865,

MELDR, Schwingungecurven. 4



2 Einleitung.

indem sie mehr fir mathematische Bestimmung geeignet zu
sein scheint.« Eine Reihe von Curven, die auf diese Weise
heobachtet wurden, hat Young bildlich mitgetheilt und in Wor-
ten beschrieben, aus welcher Darstellung sich jedoch erkennen
lisst, dass er den eigentlichen Zusammenhang zwischen den
Formen dieser Figuren und deren Abhungigkeit von der Erre—
gungsart der Saite nicht zum Gegenstande eines genaueren
Studiums gemacht hatte.

2. Im Jahre 1827 suchte Waearstone auf andere Weise
Schwingungscurven sichtbar yu chhe ynd wurde hierdurch
der Erfinder des Kale\dophons efnes Instrumentes, das
seit jener Zeit wohl nur selten unter den Apparaten eines phy-
sikalischen Cabinets fehlen durfte. Dieses Instrument hat den
Zweck, die Bahnen sichtbar zu machen, welche die Pp kte der
grossten Aushiegung schw:ngender Stibe beschrelben und
welche meistens durch die Combination mehrerer, in einem
und demselben Stabe gleichzeitig auftretender Schwingungs-
arten die manmnigfaltigsten und zierlichsten Gestalten anneh-
men. Dieser Zweck wird etreicht, wenn man die Bahnen
durch einen hell glanzenden Punkt beschreiben ltsst, und die
Stibe so lang wahlt, dass ihre Schwmgungsdauer geringer ist,
als dis Dauer der Gesnchtsemdrucke

Der Bezwhungen wegen, in welcher das Kaleidophon
WHEATSTONE'S Zu spiter zu beschreibenden Apparaten steht,
mtge die Beschreibung desselben der Orlglnalahhandlung”‘)
gemiss hier folgen. Auf einem kreisrunden, ungefahr 9 Zoll
im Durchmesser haltenden Brete, Fig. 1, Taf 1 sind drei,
etwa einen Fuss lange Stahlstabe befestlgt Der erste Stab a
ist cylindrisch, usigefdhr %5 Zoll dick und am Ende mit einem
Knopfchen versehen, welches das auf ibn fallende Licht re-—
flectirt. Der zwelte Stab b ist dem ersten ahnlich und tragt
auf seinem Ende eme Platte, die m ‘einem Scharniere beweg-
lich ist, so dass sie sich wagerecht schlef und genkrecht stel-
len lisst. Diese Platte dient zur Aufnahme verSchledenarhg
gefurbter Knﬁpfchén die auf einem Stilcke schwarzer Pappé
symmetrisch befestigt sind. ‘Der dritte Stab ¢ ist ein viersei-

*) Journ. of Science New. Scr, Vol.'I, p. 344. und Pogg. Annal. Bd. 86
(X) p. 470. ' ’ ' ' o '



Einloitung, ]

tiges Prisma und am Ende mit ebensolcher Platte zur Aufnahme
dhnlicher Gegenstinde versehen. Endlich ist noch ein vierter
Stab d in der Mitte des Bretes befestigt; er ist rechtwinklig
gebogen und, wie der erste Stab, mit einem Kntpfchen ver-
sehen. Nahe an seinem untern Ende triigt er eine Schrauben—
mutter, um mittelst dieser einen Druck auf das Bret auszuliben
und so die Bteifigkeit des Stabes innerhalb gewisser Grenzen
zu dndern. In gleicher Weise kann man die untern Enden der
drei ersten Stibe einrichten. Ein Hammer, der durch einen
Ueberzug von Leder weich gemacht ist, wird zum Schlagen der
Stibe benutzt und, um die Wirkungen etwas mannigfaltiger zu
machen, ist noch ein Violinbogen erforderlich. Die Hulfe eines
Microscops zur Beobachtung der Schwingungscurven, welche
sich mittelst dieses Apparates darstellen lassen, ist nicht no-
thig, da man die Stibe mit hinlénglich grossen Excursions-
weiten in Schwingung versetzen kann.

3. Gleichwie Youne hat sich auch WuratsToNE damit be-
gnligt, eine Reihe von Curven bildlich darzustellen und einzel-
nen Formen derselben eine nihere Beschreibung zu widmen.
Die Anwendung des Calculs, sowie die weitere Verfolgung der
Experimenie ist von ihm nicht versucht worden und so kam es
denn, dass man diesen mannigfalligen und zierlichen Erschei-
nungen, welche sich mit Hillfe des Kaleidophons darstellen las~
sen, lange Zeit mehr ein unterhaltendes, wie wissenschaftliches
und praktisches Interesse zurechnete.

Erst im Jahre 41837 wurde aul dicse Gegenstinde von
Neuem die Aufmerksamkeit der Physiker hingelenkt durch eine
Arbeit, welche der [ranzdsische Physiker Lissasous zunichst in
einzelnen Notizen in den Comptes rendus und hierauf als Ge-
sammtabhandlung in den Annal. de chim. et de phys. 3me Sér.
Tome LI, p. 147 unter dem Titel: »Sur PEtude optique des
Mouvements vibratoires« verdffentlichte. Eine ecigenthiimliche
Methode, deren Wesen wir erst spiter einer genaucren Betrach—
tung zu wirdigen haben, die wir jedoch vorliufig als in einer
geeigneten Zusammenstellung zweier Stimmgabeln, unter An-
wendung optischer Hitlfsmittel, der Hauptsache nach beste-
hend, hezeichnen kdnnen, setzte den genannten Physiker in den
Stand, eine Gruppe von Schwingungscurven darzustellen, de-

ren nihere Betrachtung zu folgenden schiinen Resultaten fuhrte :
4 »



4 Einleitung,.

Man ist aus dem Anblicke einer Schwingungscurve, also
mit Hilfe des Auges, im Stande, das Intervall zu
erkennen, welches zwei tonende Stimmgabeln mit ein—
ander bilden. —

Dieser Anblick gestattet sogar, die in einem bestimmten
Momente zwischen den beiden Stimmgabeln beste-
hende Phasendiflerenz zu erkennen; ein Umstand, der
sich mit Ifilfe des Obrs niemals erkennen lisst. —

Die Dimensionen dieser Curven, nach zweien zu einander
senkrechten Richtungen, lassen Schliisse zu tiber-die
relative Intensitdt der heiden Stimmgabeln. —

Diese Curven geben ein neues, scharfes und leichies Mittel
ab zur Bestimmung der absoluten Zahl der Schwin-
gungen einer Stimmgabel. —

Die genaucre Beobachtung ihrer Formen fihrt zur Aufkli-
rung bei einer Reihe akustischer, optischer und wohl
noch anderer physikalischer Fragen; ttberhaupt kin-
nen sie eine nilizliche Controle abgeben bei manchen
Problemen, wo das Ohr als Schiedsrichter allein nicht
ausreicht, wie ja das Erkennen der Phasendifferenz
schon hinlinglich beweist, —

4. Diese Umstiinde bewogen mich, die Arbeit Lissasous’ in
ihren Einzelheiten zu verfolgen, und mich lingere Zeit mit die—
sem Theil der Akustik zu befassen. Zunéichst war es mein Be~
strehen, ecine Methode zu crfinden, nach weleher sich die
Schwingungscurven in leichterer und allgemeinerer Weise dar-
stellen und beobachten lassen, als bei der Lissasous'schen
der Fall ist: cine Methode, bei welcher die Principien Lissajous’
mit der Einfachheit eincs Wararsrone'schen Kaleidophons ver—
bupden wurden. Lissajous hat sich darauf beschrinkt, zu-
nichst den Fall zu berucksichtigen, in welchem zwei gerad-
linige Vibrationsbewegungen entweder so mit einander verbun—
den werden, dass sie in eine und dieselbe Gerade fallen, oder
so, dass sie unter cinem rechten Winkel gegen einander geneigt
sind. Meine Methode dagegen gestattet vorliufig :

Erstens: zwei (oder auch mehrere) geradlinige

Vibrationsbewegungen unter einem belie-
bigen Winkel,
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Zweitens: speciell eine elliptische und ecine

geradlinige und

Drittens: zwei clliptische Vibrationshewegun-

gen mit einander zu combiniren.

5. Die genauere Betrachtung der gozeichneten Curven,
welche Youna und Wagarstoxg ihren Abhandlungen beigege-
hen haben, beweist, dass dicse Zeichnungen so entworfen wur-
den, wie es ehen nach ofterem Anblick das Gedtichtnis ver—
mochte, dass dagegen nicht hestimmie goomotrische Sitze und
praktische Kunstgriffe zur Anwendung kamen. Da diese Zeich-
nungsmethode der Raschheit wegen, mit welcher sich die Er—
scheinungen vor den Augen des Beobachters entwickeln, cine
unsichere ist, da ferner von der genauen graphischen Darstel-
lung der Schwingungscurven ein grosser Theil ihrer Nutzan—
wendungen allein abhingt, so ist es als cin weiteres Verdienst
Lissasous’ anzusehen, dass er auch auf diesen Theil seiner Un--
tersuchung besondere Aufmerksamkeit verwandte. Dem Um-
stande entsprechend, dass in gegenwirliger Schrift neben der
Lissasous’schen noch eine Reihe anderer Grappen von Schwin—
gungscurven zutr ndhern Kenntnis gebracht sind, mussten
auch deren Zcichnungsmethoden eine weitere genauere Dar-
stellung in Wort und Bild erfahren.

6. Besonders hat es sich der Verfasser gegenwirtiger
Schrift angelegen sein lassen, die Anwendung des Calculs auf
die einzelnen Curvengattungen von einem allgemeineren Ge-
sichtspunkte aus darzustellen, als es bei Lissasous der Fall ist.
In einzelnen Punkten musste die Lissasous'sche Theorie speciell
herichtigt werden. Unter den nitheren Specialititen der Cur-
ven sind jedoch nur ihre allgemeinen Formverhiilinisse, sowie
die Maxima und Minima derselben berttcksichtigt worden, da
diese vorzugsweise im Zusammenhang mit manchen akusti-
schen Fragen stehen. Der Mathematiker, der diese interessan—
ten Curven zu einer weiteren Untersuchung wihlen sollte,
wird reichen Stoff der Bearbeitung finden. Auch die Bezie-
hungen dor Sinuslinie zu einzelnen Curvengatiungen wurden
speciell berticksichtigt , um hierdurch einzelne, von Lissaious
mitgetheilte Resultate zu verallgemeinern, welche sich auf den
Zusammenhang seiner Curven mit der Cylinderfliiche hezichen.
Fernerhin ist nicht versiumnt worden, die Theorie der akusti-
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schen und optischen Wellenapparate in ihrem Zusammenhang
mit der Theorie der Schwingungscurven zu zeigen. Desglei-
chen lag es in der Absicht des Verfassers zu untersuchen, wel-
cher Aushildung die Methode Young’s, dic Schwingungscurven
darzustellen, fihig ist. In dieser Beziehung wurden, bereits
friher vom Verfasser verdffentlichte, Untersuchungen von
Neuem besprochen, zugleich mit besonderer Rucksicht auf
Schwingungsfldchen bei fadenformigen Kérpern.

7. Den gesammten Stoff gegenwirtiger Untersuchung hat
der Verfasser in zwei Theile gespalten: der erste Theil ent-
hilt die optisch—mechanische und graphische Darstellung der
Schwingungsecurven ferner ihre physikalisclien und geometri-
schen Eigenschaften, sowie ihre Nutzanwendungen, insoweit,
als hierbei die Rechnung fuglich vermieden werden kann. Der
zweite Theil dagegen enthilt die Theorie der Schwingungs-
curven im Allgemeinen, sowie mit Ricksicht auf einzelne be-
sondere Eigenschaften und Nutzanwendungen derselben; fer-
ner die Theorie der optischen und akustischen Wellenapparate,
insofern eben hiermit die Schwingungscurven im Zusammen-
hang stehen. ’



Erster Theil.

Optisch-mechanigche und graphische Darstellung

der

Schwingungscurven.






Erstes Capitel.

Optisch-mechaniscite Darstellung derjenigen Schwin-
gungscurven, welche durch das Zusammenwirken
zweier (oder mehrerer) geradliniger Vibrations-
bewegungen erzeugt werden.

§. 1.

Die Grundsiitze der Darstellung von Bchwingungsenrven mittelst zweier
Planspiegel.

¢

1. In Fig. 2, Taf. 1 stelle M ein Planspiegglchen vor, wel-
ches von einem, in der Richtung Lm ankommenden, mig—
lichst schmalen Lichtbiindel so getroffen wird, dass es letzte—
res in der Richtung des angedeuteten Pfeils reflectirt. Wird
diesem reflectirten Lichtbundel in einiger Entfernung von dem
Spiegel ein Schirm § entgegengestellt, so bietet sich dem Auge
des Beobachters auf diesem in dem Punkte s das Bild eines
leuchtenden Punktes dar, dessen Helligkeit und Schirfe der
Begrenzung einmal abhingt von der Beschaffenbeit des ur—
sprunglichen Lichtbtindels Lm und der Spiegelungsfihigkeit
von M, andererseits auch von der Beschaffenheit des Schirmes
S und des Raumes, in welchem die ganze Operation vorgenom-
men wird. Nehmen wir an, dem Spiegel M werde in willkir-
licher Weise eine Bewegung ertheilt, jedoch so, dass er hier—
hei stets noch von dem Strahl Lm getroffen bleibt, so gehen
folgende Versinderungen vor sich. Erstens: verdndert der
Punkt m auf dem Spiegel M seine Lage, zweitens: 4ndert sich
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hiermit die Richtung des reflectirten Lichtstrahls, drittens:
verliert der Punkt s seine urspringliche Lage, und beschreibt
auf dem Schirm eine Bahn, deren Form in genauem Zusam-
menhange steht mit der Bewegung von M. Ein Beobachter
des Schirms wird hierbei den leuchtenden Punkt s verfolgen
konnen, ja er wird die Babn, welche er beschreibt, in ihrer
Continuitit ganz als eine leuchlende Curve erblicken, falls die
Bewegung in einer Zeit vorgenommen wird, die kurzer ist, als
die Dauer des Gesichtseindrucks.

Die Curven, welche so in objectiver Weise auf dem
Schirme entworfen werden, liessen sich chenso leicht auch
subjectiv beobachten: Zu dcm Ende bat der Beobachter nur
nothig, diréct in dén Splegel M hinein zu schauen und fur den
Fall, dass' die Bewegungen des letstern 7u gering wiren, mit
cinem Fernrehie oder Mlcroscope das beobachtende Auge zu
hewaffoen.

2. Von den verschledenen willkurlichen Bewegungen,
welche dem Spiegelchen M mitgetheilt werden knnen, wollen
wir jedoch nur eine genau charakterisiren, insofern diese allein
fur die nuchste Folge in Betracht zu ziehen ist.. Zu dem Ende
denken wir uns, die Fbeno von M und S seien vertical, und
legen in Gedanken durch den Punkt m in der Ebene des Spie—
gels eine hdfizonitale Gerade, welche bei der Bewegung dessel-
ben die Rolle einer festen Drehungsaxe spiclen soll. Bezeich~
nen wir diese Drellungsaxe kurz mit H, so wilrde weitérhin
cine, durch m und senkrecht zu i gelegte Ehene E bei gehti—
riger Erweitbrung den Schirm § in eier vorticalen Geraden’
durchschineiden, welche vv, heissen soll. Ist die Einrichtung
nun so get'roﬂen “dass der urspringliche Lichtstralil Lm in der
Ebens E cinfallt, so leuchtet ein, dass bei eifier Drehung des
Spiegels um H dle Ileﬂexmnsebene besmndlg identisch bleibt
mit der Ebene E, dass mithin bei dieser bestimmten Anordnung
des Apparats und dieser, nunmehr bestimmt charakterisirten,
Bewegung dés Spiegels, der leuchtende Punkt s auf dem
Schirme sich auf der verticalen Geraden vv, bewegen muss.
Bei hinltnglich' rascher Drehung des Spiegels wiirde démnach
bei objectiver Beschauung das Auge eine verticale Jeuch—
tende Gerade erblicken.

3. Geschielit die Drehung des Spiegels nicht um dle Axe



§.1.] Optisch-mechan. Darsteliung d. Schwingungseurven ete. it

H, sonderti um eine hierzu parallele, jedoch immer noch in der
Ebenc von M gelegene Axe H,, deren Durchschnits mit E durchm,
bezeichnet werde, so lenchtet ein, dass auch bei dieser Bewe-
gung des Spiegels, falls nur alle tbrigen Bedingungen erfullt
bleibert, der Punkt s sich noch auf der Geraden ve, bewegt,
dass mithin der Beobachier des Schirms hei allen Stellungen
dos Auges cine verticale leuchtende Gerade erblickt. Es
entsteht aber die Frage, ob dies noch dann gilt, wenn der
Beobachter direct in den Spiegel hineinsieht, oder ob bei
dieser subjectiven Betrachtung die Erscheinungen mit der Stel-
lung des Auges sich dndern, und so dies der Fall wire, wie
man zu verfahren bat, um die, bei der subjectiven und ohjec—
tiven Boobachtung auftretenden Ubterschicde miglichst weg-—
zuschaffen. Die Ltsung dieser Frage wird dic Momente in sich
enthalten, welche zu boachten wiiren, wenn auch bei der unter
2. betrachteten Drehung, die Unterschiede der objectiven und
subjectiven Beobaohtung fast gane verschwinden sollten.

Zur Erliuterung der Erscheinungen, welche bei der ge—
nannten Frage in Betracht kommen, diene Fig. 3, Taf. I.
Die Ebene dicser Figur stellt zugleich: die Ebene E oder die
Reflexionsebene vor, aul welcher inm, die Drehungsaxe H, und
in M der Spiegel projicirl erscheint. Um den Punkt m, ist ein
Kreishogen beschricben, der zugleich durch den Punkt L aly
den Ort der Lichtquelle geht, so dass das Bild von L nach ¢
hin zu liegen kommt. Wird nun der Spicgel # um den Winkel
wmw, aus seiner Ruhelage herausgedreht, so beschreibt hier-
bei das Bild ¢ den Kreishogen g, gleich dem doppelten Bogen
ww, und es leuchtet cin, dass der in- den Spiegel sehendc
Beobachter den Bogen ¢o, nur dann als eine verticale Gernde
erblickt, wenn sich dessen beobaclitendes Auge in der Re-
flexionsebenc befindet.  Setzen wir kleine Drehungswinkel
voraus, so konnen. wir den Bogen ¢, als eine Gerade ansehen.
Die stheinbareLange dieser Geraden dndert sich dann, jenach-
dem der Beobachter sein Auge in der Reflexionsebene hewegt;
sie kann selbst auf einen Punkt redueirt erscheinen, wenn dus
Auge in der Richtung ¢o, noch in den Spiegel hinein sehen
kann, Hebt sich aber das Auge aus der Ebene E heraus, so
verliert die Gerade ¢¢, auch den Charakter einer Verticallinie,
und scheint mit der Verticalen einen Winkel zu bilden; der je’
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nach der Stellung des Auges sich dndert und, falls nur der
Spiegel gross genug ist, von 0° bis 180° wachsen kann*).

Rucken wir die Lichtquelle von L nach L,, so erscheint
ihr Bild in ¢’ und beschreibt bei der Drehung des Spiegels den
Bogen o’¢,, den wir wiederum als eine Gerade ansehen kon-
nen. Es bedarf einer geringen Ueberlegung, um sich zu tiher-
zeugen, dass Unterschiede, welche bei der ersten Licht-
quelle stattfanden und merklich hervortraten, sobald sich das
beobachtende Auge aus der Ebene E herausbowegte, bei die~
ser zweiten Stellung in weit geringerem Grade sich bemerklich
machen: dass nimlich bei sehr verschiedenen Stellungen des
Auges die Gerade d’g,’ nicht nur nahezu dieselbe Grisse be-
hilt, sondern auch nicht merklich von der Verticalen abzuwei—
chen scheint. Es leuchfet ein, dass dieses in noch hsherem
Grade der Fall sein wiirde, wenn wir die Lichtquelle nach L,
riickten. Sollen aiso bei dieser Bewegung des Spiegels die Un-
terschiede der objectiven und subjectiven Beobachtung mig—
lichst ausgeglichen werden, soll auch bei der letztern das Auge
bei den verschiedensten Stellungen eine verticale leuchtende
Gerade erblicken, so hat man fir den Fall, dass man subjectiv
beobachten will, die Anordnung des Apparats so zu treffen,
dass der Winkel Lm,w nahezu ein rechter wird, und ausser—
dem, wie leicht begreiflich, die Lichtquelle moglichst weit vom
Spiegel entfernt zu liegen kommt,

4. Die Experimente, welche durch das Vorhergehende der

*) Von der Richtigkeit dieser Erscheinung kann man sich leicht
durch ein in schriiger Stellung vor einen Spiegel gehaltenes Stiibchen
und die Beobachtung seines Biides bei verschiedenen Stellungen des Au-
ges iiberzeugen. Lissasous bemerkt in Betvefl dieser Eracheinung (Ab-
handlung S. 158) Folgendes: »Cette ligne (00,) paratira verticale si on ro-
garde dans lo plan B; mais s Uosil est placé en dehors de ce plan, @ me-
sura que loeil S'endcarie, lo ligne paratt de plus en plus inclinde. Nean-
moins celte inclinaison apparenle ne peut pas dire plus granda™yue Tincli-
naison rdelle de lo droite par rappori & le verticale.« Eine in unserer Fig. 8
durch ¢ mit wm, parallel gelegte Gerade entspricht der Verticalen und es
witrde der letzte Satz Lissasous’ s0 viel heissen, als konne die scheinbare
Neigung von a0, im Maximo nur gleich dem bei o gebildelen Winkel wer-
den. Dass dem jedoch nicht so ist, dass im Gegenthéil der Winkel der
scheinbaren Neigung die Grenze 180° erreichen kann, beweist, wie gesagt,
das angedeutete einfache Experiment.
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Hauptsache nach erlautert worden sind, gestatten eine bemer—
kenswerthe Erweiterung. Setzen wir n4mlich voraus, der
von M reflectirte Lichtstrahl werde nicht unmittelbar von dem
Schirme 8 aufgefangen, sondern erst nach einer zweiten, an
dem Spiegel N Fig. 4, Taf. I erfolgten Reflexion, so ist ersicht-
lich, dass eine einzige Bewegung eines Spiegels, wie auch eine
gemeinsame Bewegung der beiden Spiegel eine Aenderung der
Lage des Punktes ¢ nach sich zieht, dass die von dem Punkt s
auf dem Schirme beschriebene Gurve ihrer Forin nach in ge-
nauem Zusammenhang steht mit der Bewegung jedes einzelnen
Spiegels. In specieller Rucksicht auf das Folgende wollen wir
eine bestimmte Anordnung des ganzen Apparats und zwei
bestimmte Bewegungsarten der beiden Spiegel genauer be-
neichnen. Was die Anordnung des Apparats betrifft, so moge
erstens vorausgesetzt worden, dass die Ebenen der beiden
Spiegel und des Schirmes vertical und unter sich parallel,
zweitens, dass der Lichtstrahl Lm schr nahe normal den Spie~
gel M treffe, wodurch auch der Strahl mn dieselbe Eigenschaft
bezuiglich des Spiegels N erlangt. Dies vorausgesetzt, wollen
wir uns duarch den Punkt m in der Ebene von M und durch
den Punkt n in der Ebene von N zwei horizontale Geraden H
und H' gelegt denken und diese bei der zuniichst in Betracht
kommenden Bewegung der Spiegel als feste Drehungsaxen
betrachten, ferner durch die Punkte m und n senkrecht zu den
beiden Drehungsaxen eine Ebene E gelegt denken und ihren
verticalen Durchschnitt mit § wiederum durch vv, bezeichnen.

Was die Erlduterung der objectiven Erscheinungen bei
einer gemeinsamen Drehung der Spiegel um die Axen Hund H’
betrifft, so werden wir von der Wahrheit nur um ein Geringes
abweichen, wenn wir die Strahlen Lm, mn und ns als in ein
und dieselbe, in der Ebene E gelegene, Gerade zusammenfal—-
lend betrachten, und die Vorginge, wie sie in dieser Ebene
stattfinden, uns klar zu machen suchen.

5, In Fig. 5, Taf. 1 soll die Ebene des Papiers die
Ebene E vorstellen; der von L auf den Spiegel M gelangende
Lichtstrahl Lm wird in der Richtung mn auf den Spiegel N ge—
worfen, von hier in der Richtung ns reflectirt, um auf der Ge-
raden vv, einen leuchtenden Punkt s zu bezeichnen. Wirde
nun der Spiegel M allein in der Richiung des angehingten
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Pfeils um einen Winkel ¢ aus der Ruhelage herausgedreht, so
wiirds der urspriingliche Lichtstrahl Zm niehbt in der Richtung
mn nach dem ruhenden Spiegel N hin reflectirt, sondern in
einer Richtung myg, so dass der Winkel gmn gleich 2¢, um von
g aus in der Richtung g4 zum zweiten Male roflectirt zu wer-
den, und auf der Geraden vv, einen leuchtenden Punkt ¢ zu
bezeichnen, Denken wir im Punkte g die Normale gk errich—
tet, so hat, bei der angegebenen Drehung, der Punkt s auf der
Geraden vv, eine Strecke:
$f==shd-h{e

durchiaufen, deren Grisse wir leicht analytisch ausdriicken
kéonen. Die Entfernung der beiden Spiegel mit e, sowie die
Entfernung der Geraden v, von N mit f bezeichnet, ergiebt

sich némlich:
sha=g. lang 2a

hi=af. tang 2
mithin :
54 = (e+f) tang 2 a.
Wiirde der Spiegel N allein bei ruhendem Spiegel M in der
Richtung des angehiinglen Pfeils um einen Winkel 8 aus der
Ruhelage herausgedreht, so wiirde der in der Richtung Lm
ankommende und nach mn hin reflectirte Lichtstrahl von N
nichi nach ns, sondern nach n2 hin reflectirt werden, um auf
der Geraden vv, einen leuchtenden Punkt 2 zu bezeichnen,
dessen Entfernung von s durch
f-tang 28
auszudriicken ist. Die Summe der Verschiebungen, welche
der Punkt s durch die Drebhung von M allein und N allein er-
fuhrt, betriigt demnach:
(e<+f) tang 2a+f. ltang 2,9.

Es kommt uns jedoch cigentlich darauf an, zu wissen, wie
gross die Verschiebung des Punktes s ist, wenn beide Spiegel
gleichzeitig eine Drehung erleiden: der Spiegel M um einen
Winkel «, der Spiegel N um einen Winkel 8. Zur Erlduterung
dieses Vorgangs diene Fig. 6, Taf. 1, welche der Deutlich—
keit wegen in grosserm Maassiab als Fig. B gezeichnet wer-
den musste und ausserdem nur die wesentlichen Theile ant-
hilt. Der vom Spiegel M unter dem Winkel g,mn gleich 2a
reflectirte Strahl trifft in g, auf den um den Winkel 8 in der
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Richtung des Pfeils gedrehien Spisgel N, um in der Richtung
9,0 zam zweiten Mal reflectirt zy werden. Denken wir durch
¢, eine Parallele ¢,k zu Ls gelegt, so ist die Verschiehung des
Punkies s, durch die gemeinsame Drehung bewirkt, gleich :
sk < ko,
welche Griisse wir wiederum analylisch ausdriicken wollen.
Es ist namlich:
Lmgn = 90— (2o +p)
L mg,0 =180°— 2. mg,n
= 2(a+p)
L kg0 =mg,0—2a
=3qa+2F.
In dem Dreieck mg,n ist aber, wenn wir mn wieder mit e be-

zeichnen: ‘
¢. 8in 8o

"9 =Sin [80° — (Ga+8)]
___6.pin%e

T cos (2a+g)’

Mithin jn dem rechtwinkligen Dreieck ndg, :

8. 8in 2o

Al =sk=———"—:. cos
* T Tcos (2a+8) oos §

und
) e.sin 2a
9.4 T cos (2a+p) sin .

Bezeichnen wir wie frither die Entfernung dk mit f, so ist:

ko = (g,d+f) tang. kg0
d. h,

. §in 2 .
ke = [ég%. sin ﬁ+f]..l‘ang (204-28).

Mithin unsere gesuchte Grosse:

in 2 2
sk4~ko = 6%%"%) cos + [Lf)s‘z::‘fﬂ sin [3+/']tang (204-28).

Bei einer genaueren Prifung wirde sich ergeben, dass
dieser Ausdruck nicht identisch ist mit dem, oben fjr die
Summe der Einzelverschicbungen gefundenen. Unter einer
bestimmten Voraussetzung jedoch, welche durch das Folgende
lhre Rechifertigung erhilt, lisst sich diese Idenuydt herbeifiih-
ren, ngmlich daun, wenn man die Drehungswinkel o ynd @ fir
sehr klein ansieht. Dieser Annahwe gemiss dirfen wir die
Gryssen
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sin o,
sin «. sin 8,
sowie auch
~tang o,
tang $*
gleich Null setzen und erhalten dadurch sowohl fir die oben
angegebene Summe der Einzelverschisbungen wie auch fur
die Grosse der Verschiebung des Punktes s bei einer gleich—
zeitigen Drehung der Spiegel den analytischen Ausdruck
2(e+f) tang a+-2f tang 8,
wobei eine leichte Auflssung und Reduction der beiden gege-
benen Ausdriicke dem Leser itherlassen wurde. Ein Blick auf
Fig. 8, oder besser noch auf Fig. 5 lehrt, dass die Strecke
sk, beziehungsweise sh im Vergleich zur Totalverschiebung,
sobald der Schirm nur moglichst weit entfernt gestellt wird,
als verschwindend klein angesehen werden darf, dass wir
mithin noch in dem zuletzt gefundenen Ausdruck die auf
die Strecke sh sich beziehende Grisse Ze tang @ weglassen
dirfen, wodurch also die Totalverschiebung angegeben wird
durch den Ausdruck :
2f tang e+ 2f tang 8,
dessen erstes Glied sich auf den Spiegel M, dessen zweites
sich auf den Spiegel N begzieht. Hitte man beide Spiegel
gleichzeitig in entgegengesolzler Richtung gedreht, so wirde
dies nur zur Folge gehabt haben, dass der Punkt s nicht auf-
wilrts, sondern abwtrts auf der Geraden vv, eine gleich grosse
Strecke zurlickgelegt bitte. Wiirde aber ein Spiegel in der
einen, der andere in der entgegengesetzten Richtung bewegt,
so ist klar, dass, wenn man die eine der Richtungen als positiv
withlt, die andere als negativ anzusehen, und die davon ab-
hangende Bewegungsgrosse auch mit dem negatwenVorzenchen
in obigen Ausdruck einzuftthren ist.
Dies alles zusammengefasst, wlrde also unser Gesammi~
resultat vorliufig in folgender Weise auszudriicken sein:
»Ordnet man den ganzen Apparat nach der unter 4.
rangegebenen Weise, gestattet man ausserdem nur sehr
»geringe Drehungen dor beiden Spiegel um ihre horizon-
talen Axen, so bewegt sich der leuchtende Punkt s auf
veiner verticalen Geraden vy, und die Grisse seiner Ent—
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»fernung beiderseits von der Ruhelage wird angegeben
»durch die algebraische Summe des Ausdrucks:
2f tang o+ 2 tang B.«

6. Die zuletzt entwickelten Principien kommen im Folgen-
den in einer etwas andern Form zur Anwendung, die wir vor-
her einer kurzen Betrachtung unterwerfen missen. Aehnlich
Wie unter 3. mége nimlich vorausgesetzt werden, die beiden
Spiegel bewegten sich nicht um zwei horizontale, durch die
Punkte m und n laufende Axen H und H,, sondern um zwei
horizontale Axen H' und H,’, welche von ersteren um die
Strecke ¢ in der Ebene von M und N entfernt liegen, und de—
ren Durchschnittspunkte mit der Ebene E wir durch m, und #,
bezeichnen wollen. Die Fig. 7, Taf. I stellt wiederum den in
der Ebene E stattfindenden Vorgang dar. Der Lichtstrahl Lm
gelangt normal zum ruhenden Spiegel M, um, nach der Dre-
hung derselben um den Winkel e, in der Richtung #g auf den
um den Winkel 8 gedrehten Spiegel N zu fallen und von hier
in der Richung go reflectirt zu werden, so dass

Lgn=2a
L kgo=2c <4 28.
Um den analytischen Ausdruck fir die Totalablenkung des
Punktes s bis ¢, d. h. fir die Summe
sk 4 ko
zu finden, beachten wir zunichst dass in dem Dreieck gz,
. (im+edni)sin2e

gy = cos ({2e + )
__lo tang a4-e+p tang §) sin 2«
- cos (2a+8)
Mithin :
— Lo lptanga+e-+ptangp) sin2e. cos g
nd = ks = cos (2e+8)
und
ey (o tang w46+ p tang 8) sin2e , 8in 8
gd=etangf + oS (2 +6) ’
Folglich :
__ {ptang e4-e+ptangg) sin2a. cosp
Sk+ko = cos (2¢+8) +
tang e 4-e<4-p ta in%e . sin
-+ [etangﬂ—+—(9 ga ecog(gsf_?)sm o sin +f]tang (2a+28).

Nehmen wir wieder o und 8 als sehr klein an, so ist es

erlaubt, die Grossen sine?®, tango®, tang 8% sin a. sin 8, gleich
MurpE, Schwingungscurven., 2
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Null zu setzen und der letzte Ausdruck giebt nach gehoriger
Aufldsung und Reduction:
2e tang o+4-2f tang a2 tang 3,

oder, wenn man noch das erste Glied gleich Null ansieht :

2f tang a+2f tang B, '
welcher Ausdruck identisch ist mit dem unter 8. schliesslich
erhaltenen. Fur die objective Erscheinung ist es demnach
nshezu identisch, ob man die Spiegel um die Axen H und H,
oder um H' und H, dreht, falls nur diese Drehung eine sehr
geringe ist.

Was nun die subjectiven Erscheinungen hei zweien be—
weglichen Spiegeln betrifft, sowie die Unterschiede, welche
hierbei stattfinden, jenachdem der in den Spiegel N hinein-
sehende Beobachter dem Auge diese oder jene Stellung giebt,
so lassen sich hier dieselben Betrachtungen wiederholen,
welche unter 3. angestellt wurden: Die aultretenden Unter-
schiede werden nahezu ganz verschwinden, sobald man die
Lichtquelle soweit entfernt, dass die Strahlen von L nach w,
und von L nach m, mit #,n und mm beziehungsweise nahezu
rechte Winkel bilden.

7. Treffen wir die Anordnung des ganzen Apparats so, wie
es unter . angegeben, setzen aber voraus, dass nicht die bei-
den Spiegel, sondern nur der eine sich um eine horizontale
Axe drehe, wihrend der andere z. B. N um eine verlicale Axe
eine Drehung erleidet, so leuchtet ein, dpss nunmehr die Er-
scheinungen, welche der leuchtende Punkt s auf dem Schirme
darbietet, wesentlich andere werden. Die perspectivisch ent—
worfene Fig. 8, Taf. I erleichtere das Verstindniss des Vor—
. gangs bei einer solchen Drehung der Spiegel. Es ist hierin
zunichst angenommen, dass der Durchschnitt der friher cha-
rakterisirten Ebene E mit der Ebene des Spiegels N, nim-
lich die Gerade VV, als verticale .Umdrehungsaxe fur die-
sen Spiegel gelte. Der it der Richtung Zm auf den nicht wei- -
ter gezeichneten Spiegel M fallende Lichtstrahl mége bei der
Drehung von ¥ um die durch m laufende horizontale Dre-
hungsaxe nach’ g hin auf den Spiegel N zurilckgeworfen wer—
den. Geschieht nun die Drehung um V'V, so, dass das, bei ru-
hendem Spiegel N mit der Geraden gk zusammenfallende Ein-
fallsloth des Punktes g bei der Drehung in die Lage gk, gelangt,
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so wird eine durch gk, und gm gelegte Ebene die Reflexions—
ebene fur den gedrehten ®piegel N beztiglich des Strahls mg
sein, und der Strahl mg wird in der Richtung go von N so re~
flectirt, dass der Winkel agk, = Igk,. Der Punkt s ist hierbei
nach o gelangt: seine horizontale Verschiebung ist gleich

. sp=1p,
Seine verticale gleich

pa,
Suchen wir fur diese beiden Verschiebungen analytische Aus-
driicke zu gewinnen. Ist der Drehungswinkel von M gleich a,
von N gleich 8, so leuchtet ein, dass
sp==2.kk, =2f. tang kgk,

Lkgk,=8

sp=2ftang$,
wobei [ seine frihere Bedeutung behalten. Um ferner die Ver—
schiebung pe zu finden, beachten wir, dass
p,6=2.q,k, =2Ik.

Mithin, da

Mithin :
po = Uk — pp, =k — Is.
Es ist aber:
Ik ={.tanglgk
== ftang e
und

. Is = (f—e)tang 2e,,
wobei e die Entfernung der Spiegel bedeutet, demnach
po = (f-+e) tang 2e:.
Setzen wir wiederum sehr kleine Drehungswinkel veraus, so
ist sehr annihernd
po=2(f+e} tanga.
Beachten wir schliesslich, dass bei einer hinlanglich grossen
Entfernung des Schirms die Grosse
Zetang o
im Vergleich zur ganzen Grosse po verschwindend klein ist, so
ergiebt sich, dass die Ausdriicke:
2f. tanga
2f.tang 8
beziehungsweise die Grosse der verticalen und horizontalen
Verschiebung des Punktes s angeben. Betrachtet man den

Punkt s als den Mittelpunkt eines rechiwinkligen Coordinaten-
g®
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systems, dessen eine Axe mit sp, dessen andere it sk zusam—
menfillt, so sind die beiden obigén Ausdrticke, mit andern
Worten ausgedriickt, die Coordinaten eines Punkes ¢, der einer
Curve angehort, welche der leuchtende Punkt wdhrcnd der
Bewegung der Spiegel beschreibt.

8. Geschieht die zuletzt betrachtele Drehung der Spiegel
nicht um die bezeichneten Axen, sondern um zwei andere
Axen, die in den Ebenen der Spiegel um einen gewissen Ab-
stand von erstern entfernt und parallel zu jenen gedacht wer—
den kinnen, so dndern sich die Erscheinungen. Man begreift
jedoch wohl, dass hier ganz #hnliche Schlussfolgerungen sich
machen lassen, wie unter 6., wo es sich um eine, von der unter
5. beschriebenen Drehungsart etwas abweichende Bewegung der
Spiegel handelte. Wir wilirden auch in unserm jetzigen Falle
wiederum Ausdriicke finden konnen, die die horizontale und
verticale Verschiebung des Punktes s bezeichnen; unter der
Voraussetzung jedoch, dass die Drehungswinkel sehr klein,
wirden diese Ausdrilcke mit den in'7. gefundenen als identisch
sich erweisen. ‘

Was ferner die subjective Beobachtung betrifft, so wer—
den die Erscheinungen, welche der zuletzi reflectirte Licht-
strahl go Fig. 8 in dem Auge des Beobachters erzeugi, sehr
nahe dieselben sein, wie die objectiv entworfenen, falls man
nur bei der Aufstellung des Apparats die unter 3. erliuterten
Principien in gehoriger Weise beachtet.

§. 2.

Anwendung der Grundsitze des vorigen §. bei der Methode Lissasous’.

1. Die, bis jetzt entwickelten, Principien sind in einer sol-
chen Form gegeben, dass sie in mancherlei Fiillen eine Anwen—
dung gestatten. Fiir unseren gegenwiirtigen Zweck soll nun
nachgewiesen werden, wie sie speciell zur Anwendung ge-
kommen sind bei der Methode Lissasous’ mit Hulfe zweier
Stimmgabeln gewisse Arten von Schwingungscurven darzu~
zustellen, sei es in objectiver oder subjectiver Weise.

Die erste Art der Zusammenstellung zweier Stlmme,abeln
welche Lissasous in dieser Beziehung anwendet, miége durch
die Fig. 9, Taf I erldutert werden. Zwei Stimmgaheln missen
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mit ihrem Fusse in eine geeignete Unterlage festgeschraubt und
dann in einiger Entfernung von einander so aufgestellt werden,
dass ihre Zinken in eine Ebene fallen und ausserdem nahezu
parallel laufen. Die beiden einander zugekehrter Zinken sind
an ihrem obern Ende mit zweien Plan—Metallspiegelchen be-
waffhet, welche durch gegeignete Gegengewichte, die man an
den, in der Figur als frei erscheinenden, anderen Zinken an-
bringt, iquilibrirt werden. Fdllt nun ein Lichtbiindel in nahezu
senkrechter Richtung auf M, so wird es von hier nach N und
von da nach dem Schirme 8 hin reflectirt, um auf diesem einen
leuchtenden Punkt s zu bezeichnen. Als Lichtquelle benutzt
man bei dieser Art der objectiven Darstellung die Sonne oder
auch das electrische Licht, so, dass das Licht, bevor es auf ¥
trifft, eine kleine, scharf begrenzie, kreisrunde Oeffnung L
durchdringt, welche in einem Fensterladen oder einem vorge—
selzten Schirme angebracht ist. Damit der leuchtende Punkt
s moglichst scharf wird, stellt man ferner in geeigneter Ent—
fernung vor den Schirm § cine Linse X, durch welche das zu-
letzt reflectirte Lichtbundel vor seinem Auffatien auf 8 dringen
muss, Werden nun die beiden Stimmgabeln zum Tiénen ge-
bracht, so schwingen mit ihnen die Spiegelchen hin und her,
der leuchtende Punkt s bewegt sich aul dem Schirme § und
erzeugt das Bild einer verticalen Geraden. Denn olfenbar
kommen bei dieser ganzen Zusammenstellung des Apparais
diejenigen Principien zur Anwendung, welche unter 3. und
speciell unter 6. erldutert worden sind: Nimlich erstens be-
wegen sich die Spiegel um zwei horizontale Axen, die an den
untern Enden der sich zugewandten Zinken liegen {da wir ja nur
immer Grundténe der Stimmgabeln berticksichtigen); zweitens
kinnen die Drehungswinkel der Spiegel als sehr klein ange-
sehen werden und drittens entspricht die weitere ganze An—
ordnung des Apparats den unter 5. und 6. gemachten Voraus—
selzungen. :

Die leuchtende Gerade, welche auf diese Weise bei der
Bewegung der Stimmgabeln, sich vor den Augen des Beobach~
ters darstellt, bietet nun keineswegs das Aussehen einer auf
ihrer ganzen Linge gleichmissig erhellten Linie, sondern es
zeigen sich Lings ibrer Strecke hellere und dunklere Stellen,
deren Anzahl und Entfernung vom Punkie s, abh#ngt von der
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Zahl der Schwingungen, welche die beiden Stimmgabeln in
einer gewissen Zeit ausfithren; ferner von der Intensitit dieser
-Schwingungen und endlich von der sogenannten Phasendiffe—
renz, die zwischen den beiden Gabeln vorhanden ist. Den
genauen Zusammenhang dieser Elemente it dem Aussehen der
Geraden werden wir in einem spdtern Abschnitt einer aus—
fuhrlichen Betrachtung unterwerfen. Vorltufig sei nur noch
erwihnt, dass ich von einer Beschrinkung, nach der nur zwei
Stimmgabeln, die vollstindig oder sehr nahe unisono klingen,
bei den Versuchen vortheilhaft benutzt werden konnten, Lissa—
Jous gegenitber, hier und im Folgenden abgesehen habe. ’

Will man die ganzen Erscheinungen subjectiv betrachten,
so lisst sich als Lichtquelle vortheilhaft eine hell leuchtende
Lampe anwenden, die mit einem dunkeln Schirm umgeben ist,
der an einer geeigneten Stelle mit einem kleinen runden Loche
durchbohrt ist, um ein schmales Lichthtindel hindurch zu las-
sen. Bevor die Stimmgabeln in Bewegung gesetzt werden,
bewaffnet sich der Beohachter mit einem Fernrobhr und sieht
aus einer solchen Entfernung in den Spiegel N, dass er eben
einen scharf begrenzten leuchtenden Punkt erblickt.

2. Die zweite Art der Zusammenstellung zweier Stimm-
gabeln und die hierbei weiter zu beachtenden Einrichtungen,
welche Lissasous zur Erzeugung von Schwingungscurven an—
wandte, moge durch die Fig. 10, Taf.1 nther erliutert werden,
Auf geeigneten Stativen sind zwei Stimmgabeln so fest ge-
schraubt, dass die Zinkenebene der einen horizontal, die der
andern vertical zu liegen kommt. Die beiden einander zuge~
kehrten Zinken der Gabeln sind wiederum mit zweien Plan—
Metallspiegelchen armirt und diese durch Gegengewichte an
den abgewandten Zinken 4quilibrirt, In einiger Entfernung
von den Gabeln ist einerseits eine hellleuchtende Lampe &,
andererseits ein Fernrohr F aufgestellt und der ganze Apparat
weiterhin noch so geordnet, dass der durch das Loch L des,
den Cylinder der Lampe umgebenden dunkeln Schirms drin—
gende Lichtblischel nahezu senkrecht auf M, von hier nahezu
senkrecht auf N und von hier endlich in der Richtung der Axe
des Fernrohrs in das Auge eines Beobachters gelangt, um so,
wihrend die Gabeln noch ruhig sind, einen hellen Punkt ins
Gesichtsfeld zu bekommen. Diese Anordnung lasst sich leicht,
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namentlich durch Vo~ und Rilckwlrts—, sowie auch Auf~ und
Abwirtsschieben des Klotzes P, worin zuntichst die horizon-
tale Gabel festgeschraubt ist, bewerkstelligen. Werden nun
die beiden Gabeln zum Tonen gebracht, so beschreibt der
leuchtende Punkt eine leuchiende Curve, die von dem Beobach-
ter in ihrer Continuitidt ganz oder theilweise iberschant wird,
insofern die Dauer des Geschichtseindrucks linger oder ktirzer
ist als die Zeit, in welcher der leuchtende Punkt seine Bahn
vollstiindig zuriicklegt. Wie bei der vorigen Zusammenstei-
lung der Stimmgabeln das Aussehen der leuchtenden Geraden
als in genauem Zusammenhang mit der Anzahl und Intensitit
der-Schwingungen derGabeln, sowie der vorhandenenPhasen-
differenz anerkannt werden musste, so wird auch bei dieser
rechtwinkligen Anordonung der Gabeln die resultirende Schwin—
gungscurve ihrer Form nach in genauem Zusammenhang mit
diesen Elementen stehen, und gerade hierin liegt dic Bedeu-
tung der Schwingungscurven, die wir erst splter ganz spe—
ciellen Betrachtungen unterwerfen werden.

Was die Theorie der bei disser zweiten Art der [usam—
menstellung des Apparats erhaltenen Erscheinungen anlangt,
so ist einleuchtend, dass von den Principien ausgegangen wer—
den muss, die §. 4; 7und §. 1; 8 entwickelt worden sind.
Die Fig. 10 stellt den ganzen Apparat so dar, wie er bei suh-
jectiver Beobachtung einzurichten ist. Wollte man objective
Darstellungen wachen, so wire nur statt der Lampe eine hel-
lere ilichtquelle und statt des Fernrohrs ein auffangender
Schirm zu substituiren.

§. 3.

Des Verfassers Methode, die hierher gehtrigen Schwingungscurven
darzustellen.

1. In der Fig. 14, Tafl. { stellt Ms oinen in der Ruhelage
befindlichen verticalen Stab vor, der jedoch die Fihigkeit be~
sitzt, in der Ebene vv,v,vy regelmissige Schwingungen inner—
halb der Elongationsgrenzen M und My, auszufuhren. Das
obere Stick unseres Stabes, némlich Ns, sei ferner so be-
schaffen, dass es bei festem Punkte N regelmissige Schwin—
gungen in einer Ebene hk,hyhy vollbringt, welche Ebene zu
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vU,0,v; unter einem bestimmten Winkel geneigt ist. Eine
durch den Punkt s gelegte Horizontalebene wiirde demgemiiss
mit den beiden bezeichneten Schwingungsebenen sich in den
Geraden vy, und Ak, durchschneiden, so dass der Winkel vsh
oder v,sh, als der Neigungswinkel der Schwingungsebenen zu
betrachten ist. Nehmen wir an, dass weder der ganze Stab
Ms noch das ebere Stuck Ns bei ihren Bewegungen sich kriim—
men, so wurde der Punkt s einmal in einem Kreisbogen uu,,
das andere Mal in einem Kreisbogen »», hin und her gefithrt -
werden. Sind ausserdem die Elongationswinkel noch gering,
so diirfen wir diese Bigen als zwei geradlinige Strecken der
Geraden vv, und Ak, betrachten. Gesetzt endlich, wir leitelen -
eine Bewegung ein, bei welcher das untere Sttick MN bestiin—
dig in der Ebene vv,v,v, bleibt, wihrend die Schwingungs—
ebene des obern Stuckes Ns so mit hin und her gefuhrt wird,
dass die Gerade fih, sich stets parallel bleibt, so ist einleuch-
tend, dass der Punkt s bei dieser Bewegung weder eine Ge—
rade py,, noch eine Gerade »v, beschreibt, sondern eine resul-
tirende Bewegung einschligt und sich auf einer, unsern Vor-
aussetzungen gemiss, ebenen Curve bewegt, deren Form of-
fenbar abhingt :

a) von einer Zahl m, welche angiebt, wie viel Schwingun~

gen Ms;

b) von einer Zahl n, welche angiebi, wie viel Schwingungen

Ns in der Zeiteinheit ausfihrt:

c¢) von der Phasendifferenz, die zwischen der Bewegung von

Ms und Ns existirt, einer Grisse, die wir im Folgenden mit

& bezeichnen werden;

d) von dem Winkel ¢, den die Geraden vv, und hk, mit ein-
ander bilden und
e) von der Intensitit der Schwingungen oder der Grsse von

iu, und w,.

2. Lisst sich die so eben beschriebene Einrichtung in
Wirklichkeit ausfiihren, lassen sich namentlich bei dieser Ein-
richtung die Schwingungszahlen m und », die Phasendifferenz
&, der Winkel ¢, sowie die Intensitit der Schwingungen will-
kurlich abandern, so ist einleuchtend, dass man auf diese
Weise simmtliche Bewegungen darstellen kann, die als das
Resultat zweier beliehigen, unter einem beliebigen Winkel ge—
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gen einander gerichteten geradlinigen Vibrationshewegungen
“2u betrachten sind.

Zu dem Ende habe ich nun folgenden Apparat construirt,
dessen einfachste Einrichtung von mir bereits frither®) unter
dem Namen eines Universalkaleidophons beschrieben
wurdo.. In Fig. 18, Taf.1 ist K eine Klemme aus Holz gefertigt,
welche mittelst der einen Schraube an eine Tischecke oder ein
Fensterbret festgeschraubt werden kann und deren andere
- Schraube den Zweck hat, zuniichst auf ein prismatisches Holz—~
stickchen zu wirken, und dann zwischen diesem und dem
ibrigen Theile der Klemme Stahilamellen {oder zu einem an-
dern Zwecke auch cylindrische Stiibe) fest einzuspanncn. Das
prismatische Holzsttickchen ist in der Figur mit seiner obern
Grenzfliche sichtbar, zugleich mit dem obern Ende einer, fur
die Darstellung spiter zu beschreibender Erscheinungen niitz—
lichen, Falze. Scine Fulirung erhilt das prismatische Stiickchen
durch zwei in ihm befestigte und in zweien, im vordern Klem~
mentheil angebrachten Lochern, sich bewegende Slifte. Ebenso
wie die Klemme K hat auch die aus Messing angefertigte
Klemme k& einen doppelten Zweck zu erfillen: Mittelst des
einen Schriiubchens ldsst sie sich an dem obern Ende der La-
melle L (oder auch an dem obern Lnde cines cylindrischen
Stabes) unter jedem beliebigen Winkel im Azimuth feststellen;
das andere Schriubchen dient dazu, um das eine aufgeschlitzte
Ende der Klemme % wieder mehr oder weniger zusammen zu
schrauben und auf diese Weise das Stahllamellchen / (oder ein
cylindrisches Stahlstibchen) festzuklemmen. Die obersten En~
den der Lamellen L und ! sind in ganz gleicher Weise, wie bei
dem Waearstone'schen Kaleidophon mit vergoldeten Messing—
_ knopfchen verschen, um die Bewegungen, die sie machen,
durch den Reflex des Lichtes gehorig hervorzuheben.

3. Nehmen wir an, die Lamelle L sei in verticaler Lage
in der Klemme K befestigt, und auf dem obern Ende von L
die Klemme k, sowie hierin das Lamellchen { festgeschraubt,
80 sind es zuniichst zwei Ebenen, welche ihrer Lage nach auf-
gefasst werden miissen, ndmlich eine Ebene, die man sich
durch die Verticalaxe und senkrecht zur breiten Fliche von L,
——————

*) Pogg. Annal. Bd. 115 (1864) §, 147.
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und eine Ebene, die man sich durch die Verticalaxe und senk-
recht zur breiten Fliche von [ gelegt denken kann; die erstere
werde einfach mit E, die letztere mit e bezeichnet. Wird nun
L und hiermit die Verbindung von k& und !, unter Vermeidung
aller Torsion, aus der Ruhelage herausgebracht und sich dann
selbst Uberlassen, so wird das ganze System L+ k[ in eine
schwingende Bewegung gerathen, wobei jeder Punkt dessel-
ben eine ebene Curve beschreibt, deren Ehene parallel zu E
liegt, wobei speciell der obere Endpunkt von [ sich in einer
Curve bewegt, die der Curve pu, Fig 11, Taf. 1 entspricht.
Wird nicht das ganze System, sondern nur das Lamellchen I,
unter Vermeidung aller Torsion, aus der Ruhelage herausge—
dreht, so wird es, sich selhst iiberlassen, Schwingungen aus-
fuhren, wobei jeder Punkt eine Gurve beschreibt, die parallel
zu e liegt, wobei speciell der ohere Endpunkt von { eine Bahn
einschlagt, die der Curve »w, Fig. 41, Taf. I entspricht. Ist
die Bewegung rasch genug, und blickt das Auge in verticaler
Richtung von oben nach unten auf das erleuchtete Endknopf—
chen von [, so wiirde es hei der Bewegung des ganzen Systems,
sowie der obern Lamelle allein, beziebhungsweise eine in der
Ebene E und ¢ gelegene horizontale erleuchtete Gerade wahr—
nehmen. Aber abgesehen von dieser speciellen Stellung des
beobachtenden Auges wird es erlaubt sein, die bogenformigen
Curven als Gerade anzusehen, sobald nur die Elongationsgren—
zen nicht allzugross sind. Wurden nun aber beide Bewegun~
gen gleichzeitig eingeleitet, ndmlich eine Bewegung des gan-
zen Systems und die partielle von /, so ist einleuchtend, dass
das Endknopfchen von [ eine Curve beschreibt, die als das Re—
sultat zweier, dieses Endknépfchen zu gleicher Zeit angreifen—
der geradliniger Vibrationshewegungen zu betrachten ist.

i. Es bedarf keines Nachweises, dass unter den Erschei-
nungen, welche sich mit Hulfe dieses einfachen Mechanismus
darstellen lassen, diejenigen mit begriffen sind, welche Lissa~
sous nach der im vorigen §. erlsuterten Methode zti’erzeugen
im Stande ist. Denn der Zusammenstellung des Apparats, ge-
mss 4 §.2, entspricht in unserm Falle eine Stellung der La-
mellen L und I, wobei der Winkel ¢ =0° ist, und ebenso
einer Zusammenstellung, gemiss 12 §. 2, eine Stellung der
beiden Lamellen, wobei ¢ =90°. Die Stellungen der letz-
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tern unter einem Winkel ¢=0° und p=90° sind aber nur zwei
specielle unter den willkiirlichen Stellungen, die man mit
Leichtigkeit bei dem Apparate Fig. 12, Taf. I anordnen kann,
50 dass nach dieser Methode auch vnel allgemeinere Erschei-
nungen dargestellt werden kinnen, als nach der Lissaous'-
schen. Es wire Jedoch ein Leichtes gewesen, den Apparat
Lissazous’ Fig.10, Tof.1 so einzurichten, dass sich zwei gerad-
linige Vibrationsbewegungen unter einem beliebigen Winkel
combiniren liessen. Zu dem Ende miisste der Klotz P Fig. 10,
Taf. I um eine horizontale Axe drehbar gemacht werden. Was
die Aenderung der Schwingungszahlen m und n bei der Lissa-
Jous’schen Methode anlangt, so lusst sich diese einmal dadurch
erreichen, dass man sich aus einer hinreichenden Anzahl von
Stimmgabeln je zwei auswithlt, die eben ein gewinschtes In-
tervall mit einander bilden, nattrlich nachdem dieselben schon
mit den Spiegeln und Gegengewichten armirt sind; anderer—
seits liessen sich die Zahlen m und n auch dadurch #ndern,
dass man an einer der Stimmgabeln noch verschicbhare Ge-
wichte anbringt, um so den Ton bis zu einer gewissen Grenze
zu vertiefen. Bei meiner Methode erreicht man die Aenderung
des m und n einfach durch hiheres oder tieferes Einspannen
der Lamellen L und /, wobei der Experimentator sehr bald die
ntthige Uebung erlangt, vorausgesetzt, dass er schon auf an—
derem Wege die Abhiingigkeit der Curvenformen von den Zah—
len m und » aunfgefasst hat,

Was die Aenderung der Grisse 3 betriflt, so vollbringt
sich diese im Apparate von selbst, indem diese Grbsse in ra-
scherem oder langsameren Tempo alle miglichen Werthe
durchlauft, aus Griinden, die spiterhin angegeben werden
sollen. Der Aenderung des & entsprechend, undert sich all-
milig vor den Augen des Beobachters die Form der Schwin-
gungscurve, so dass, wenn z. B. das Verhdltniss n : m nahezu
wig 4 : 2 erreicht ist, bei diesen Formen diejenige Folge sich
erkennen ‘hisst welche in der Reihe 2, Taf. V, VI und VII dar-
gestellt ist. Sollten die Ueberginge zu rasch erfo]gen, so dass
es dem Auge unmuglich ist, einzelne, bestimmten Werthen von
3 entsprechende Curven zu crkennen, so deutet dies nur an,
dass das Verhsltniss n': m = 1: 2 durch gehtrige Einstellung
der Lamellen erst noch vollstandiger erreichi werden muss.
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5. Die Einrichtung eines Apparats im Sinne der Figur 12,
Tal. T gestattet noch Vereinfachungen, die wir im Inleresse des
unmiftelbar Folgenden einer nihern Betrachtung unierwerfen
wollen. Um nimlich die Schwingungszahlen m und # zu #n-
dern, und somit jede gewlinschte Schwingungscurve zu erhal-
ten, ist es gerade nicht nothig, dass von 'dem Lamellchen [
Fig. 12, Taf. I verschieden lange und kurze Stilcke in der
Klemme % eingespannt werden kénnen, sondern man erreicht
diesen Zweck schon durch eine gehirige Einstellung der La-
melle L allein, bei einer sich stets gleich hleibenden Linge von
[ vorausgesetzt, dass diese Linge im Vergleich zur ganzen
Linge von L ein fiir die Versuche giinstiges Verhiliniss be—
sitet, Dies vorausgesetzt, lisst sich die Befestigung von [ auf L
auch in der Weise bewerkstelligen, wie die Fig. 13, Taf. [
zeigt: das untere Ende von [ ist mit einem vertical durchbohr-
ten Fortsatze versehen, der unmittelbar auf den obern Stift von
L aufgesetzt und mit einem Schriubchen festgeschraubt wer—
den kann, so dass sich die Ebenen von [ und L unter einem
beliebigen Winkel gegen cinander feststellen lassen.

Sieht man davon ab, diese Ebenen von ! und L unter
einem beliebigen Winkel zu einander feststellen zu konnen, und
begnuigt sich damit, nur etwa Schwingungscurven darzustel-
len, bei welchen der Winkel ¢=90° so ldsst sich die
Einrichtung der Fig. 13, Taf. 1 noch mehr vereinfachen. Zu
dem Ende kann man den ganzen schwingenden Apparat aus
einer Lamelle anfertigen, deren oberer Theil mit einer Zange
um den untern herumgebogen oder auch mit einem Hammer
umgehdmmert worden ist, bis eben diese beiden Theile den
genanuten Winkel mit einander bilden. Auch lisst sich eine
solche Lamelle aus einem Eisen—, Kupfer- oder Messingdrahte
herrichten, dessen oberer und unterer Theil unter 90° glatt ge—
bammert werden. Es versteht sich von selbst, dass man auf
diese Weise mit gleicher Leichligkeil dem kael P auch einen
andern Werth ertheilen kann.

6. Die bis, jetzt beschriebenen Einrichtungen dienten zur
Darstellung von Schwingungscurven, welche als resultirende
Bewegung zweier geradliniger, unter einem beliebigen Win-
kel gegen einander geneigter Vibrationsbewegungen zu be-
trachten sind. Mil Leichtigkeit gestaiten diese Einrichtungen
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eine solche Erweiterung, dass man auch drei, vier und mehr
geradlinige Bewegungen zu einer einzigen resultirenden verbin-
den kann. Was die Verbindung dreier Vibratienshewegungen
betriflt, so hutte man os allgemein mit drei Schwingungszahlen,
“wei Werthen des Winkels g und zwei Werthen der Grisse 9
24 thun, und es leuchtet ein, wie hierdurch eine Mannigfaltig—
keit der Erscheinungen zum Vorschein kommt, deren ausftihr—
liche Darstellung nicht leicht zum Gegenstande allgemeiner und
grindlicher Untersuchung gemacht werden diirfte. Noch mehr
gilt dies von der Combination von vier oder gar mehr Vibra—
lionshewegungen. Nur einzelnen der hierher gehtrenden Er—
scheinungen habe ich, ibrer Einfachheit halber, sowie mit Ritck—
sicht auf die Methode ihrer Darstellung, eine besondere Auf-
merksamkeit geschenkt, und ich will hier schon zu ihrer vor—
liufigen Charakterisirung einige Bemerkungen machen. Bei der
Verbindung dreier geradliniger Vibrationsbewegungen kann
nimlich der Fall eintreten, dass zwei derselben fdur sich eine
Ellipse als resultirende Curve liefern, so dass man die Sache
auch so ansehen kann, als hitte man es nur mit nur zweien
Componenten: einer elliptischen und einer geradlinigen, zu
thun. Ebenso konnen bei der Verbindung von vier geradlini-
gen Componenten je zwei eine elliptische liefern, so dass man
nach einer andern Belrachtungsweise in diesem Falle nur zwei,
aber elliptische Componenten hesitzt. Diese beiden Falle sind
s nun, welche in dieser Schrift eine genauere Behandlung er-
fahren haben, so dass der Hauptinhalt gegenwirliger Arbeit,
wie bereits in der Einleitung angegeben wurde, sich bezicht
auf die Erscheinungen, cntsiehend durch das Zusammenwirken
Zweier Vibrationsbewegungen, von denen jede sowohl gerad-
linig wie elliptisch sein kann.
Die beiden Fille, in denen elliptische Componenten auf-
- treten, erfordern nur einen schr einfachen, spiter ndher zu be-
Schreibenden Apparat. Wollte man aber tber diese einfache—
Ten Fille hinausgehen und das Auge durch den Anblick von
Curven ergstzen, wobei drei oder vier geradlinige Componen—
ten zusammenwirken, ohne dass gerade die Beschriinkung vor-
harlden, als gitben zwei oder je zwei einc Ellipse, so kann man
®infach auf folgende Art verfahren. Handell es sich um die
Combination dreier geradliniger Bewegungen, so ist nur nathig,
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den Apparat der Fig. 12 oder 13, Taf. I so zu 4ndern, dass auf
den oberen Ende von [ noch eine dritte Lamelle angebracht
wird. Man wird jedoch schon eine sehr grosse Mannichfaltig-
keit der Erscheinungen erhalten, wenn man die Lamelle L er-
setzt durch eine unter 5. beschriebene gedrehte Lamelle, Ver-
schafft man sich hierzu noch eine zweite lelchtere, und bringt
diese an die Stelle von I, so kann man mit Leichtigkeit eine
Reihe der mannigfaltigst gestalteten Curven erhalten, erzeugt
durch die Verbindung von vier geradlinigen Vibrationsbewe-
gungen. _

Es bedarf kaum der Bemerkung, dass, wenn die Combi-
nation zweier geradliniger Vibrationshewegungen dem Auge des.
Beobachters in ejgenthimlicher Weise ein Bild der Intervalle
liefert, die Gombifftion von drei, vier oder mehr Componenten
in gleicher Weise einen drei-, vier— oder mehrstimmigen Ac-
cord darstellt.



Zweites Capitel.

Graphische Darstellung der Schwingungscurven,
erzeugt durch das Zusammenwirkent zweier gerad-
linigen Vibrationsbewegungen. Eigenschaften

| der Curven.

§. 4.
Die Methoden der graphischen Darstellung.

4. Wie uberhaupt zur Erliuterung der Schwingungsvor-
ginge eine graphische Darstellung derselben sich vortheilhaft
erweist, so ist es auch hier der Fall, wo die Raschheit und be-
stindige Vertinderung, mit der die optisch~mechanischen Dar—
stellungen sich vor dem Auge des Beobachters entwickeln, eine
unmittelbare und bleibende Fixirung im Allgemeinen, noch nicht
zuliessen. Erst durch die wiederholte Vergleichung der gra—
Phischen Darstellung von Schwingungscurven mit den optisch-
Imechanischen gelangt der Beobachter zur griindlichen Kennt—
niss dieser Erscheinungen. Es ist deshalb von besonderer
Wichtigkeit, dass der, welcher sich mit dem gegenwirtigen
Theile der Wellenlehre und Akustik befasst, selbst Uebung im
Zeichnen dieser Erscheinungen erlangt, und hierzu mogen die
hichsten Betrachtungen dienen. o

Die Idee, welche der graphischen Darstellungsweise zu
Grunde liegt, ist einfach die, dass wir die Zeiteinheit in eine
hinlanglich grosse Anzahl gleicher Zeittheilchen getheilt den—
ken, und dic Orte zu bestimmen suchen, in welchen der be-
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wegte Punkt, jedem solchen Zeittheilchen entsprechend, sich |
befindet, dass wir somit eine hinlingliche Anzahl Bestimmnungs-
‘punkte besitzen, um aus freier Hand durch deren Verbindung, -
mit Riicksicht aufl die moglichst richtigen Kriimmungsverhli-
nisse, eine Curve zeichnen zu kinnen. Zuniichst miissen wir
nun den Begriff der Zeiteinheit bestimmen, um hier wie im -
Folgenden stets daran festhalten zu kénnen. Denken wir uns: :
der bewegte Punkt sei geniithigt, zweien Vibrationshewegun-

gen zu gleicher Zeit Folge zu leisten, deren Schwingungszah- -
len m und n, so wird hier wie im Folgneden angenommen,

dass m und n einmal ganze Zahlen, zugleich aber auch die
kleinsten ganzen Zahlen seien, die das Verhiltniss der Anzahl |
der Schwingungen,in einer gewissen Zeit fur die beiden Vibra- ;
tionsbewegungen angeben. Eben diese Zeit wollen wir als
die Zeiteinheit ansehen und mtssen sie demnach definiven: als |
eine Zeitgrosse, welche verfliesst, wihrend, vermoge der cinen ,
Bewegung, der bewegte Punkt m und, vermége der andern, |
zugleich n Vibrationen vollbringt. (Unter einer Vibration ver- -
stehen wir stets einen Hin— und Hergang zusammengenommen, '
wenn nicht etwa besondere Bemerkungen vorausgeben.) Die

Anzahl der Theile, in welche man die Zeiteinheit zerlegen
kann, richtet sich nach der Griosse des Maasstabes der 2u ent—
werfenden Zeichnungen: bei den Zeichnungen, welche ich
auszufuhren hatte, theilte ich die Zeiteinheit in 32 gleiche Theile.
Bezeichnen wir die Schwingungsdauer der eifien Vibrationshe-
wegung mit ¢,, die der andern mit £,, so ist unserer gegebenen |
Definition su Folge : "

1
m

t2=-—:;-. :
Bei den folgenden Constructionen erscheint nun nicht |
die Zeiteinheit, sondern die Zeit ¢ und ¢, in 32 gleiche |
Theile getheilt, und es ist demnach wohl zu beachten, dass |
eine Anzahl p Zweiunddreissigstel dieser letzteren Zf,‘ltell’
nicht zu verwechseln ist mit einer gleichen Anzahl ZWel-";

unddreissigstel der Zeiteinheit, dass man vielmehr, um auﬁ#

t =

letztere zu reduciren die Zahl -2 5 durch m beziehungsweise -

durch n zu dividiren, oder, falls man aus einer Anzahl p Zeit-
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theilchen der Zeiteinheit die Zahl der Zel‘ﬁellchen der Schwin~
gungsdauer #, oder ¢, herleiten will, die Zahl 2 33 it m bzw. n
2u multipliciren hat.

‘Noch sei bemerkt, dass im Folgenden die Grossen, welche
die Phasendifferenzen bezeichnen, stets als Theile der Zeit—

einheit angesehen werden und nicht etwa als Theile der Zeiten
p ‘

,:'-‘- dder o |

2. In unserer Fig. 14, Taf. I stellen pu, und w, zwei im
Punkte s sich durchschneidende gerade Linien vor, und es
werde weiter angenommen, der Punkt s sei gendthigt, zweien
geradlinigen Vibrationsbewegungen zu gleicher Zeit Folge zu
leisten, von denen die eine'mit up, die andgre mit »v, zusam-
menfalle, und deren Elongationsweiten beziehungswelse gleich
Si == sp, und gleich sy = sv, seien. Bedeuten m und n die den
beiden Vibrationsbewegungen angehtrenden Schwingungszah~
len, so soll nun die Aufgabe geldst werden: wo befindet sich
der Punkt s am Ende eines beliebigen Zeittheilchens der Zeit-
einheit?

Wire der Punkt s gentthigt, nur auf der Geraden’ mu, sich

zu bewegen, so witrde er eine Schwingung in der Zeit ; voll-

enden, und um die Orte zu bestimmen, welche er in jedem
Zweiunddreissigstel dieser Zeit auf uu, einnimmt, haben wir
bekanntlich nur nothig, tber ug, einen Halbkreis zu beschrei-
ben, diesen in 16 gleiche Theile zu theilen und von den Theil-
punkten Perpendikel auf gy, zu fillen: die Durchschnittspunkte,
welche auf pp, hierdurch entstehen, sind die gewinschten
Orte. In unserer Figur sind dieselben, nach vorausgegangener
Construction, bestimmt und als stirkere Punkte hervorgeho—
ben; die beigesetzten Zahlen deuten ihre Zugehtrigkeit zu den
entsprechenden Zeittheilchen an. Ein ganz dhnliches Verfah~
Ten hutte man anzuwenden fur den Fall, dass der Punkt s ge-
nithigt wire, nur der Bewegung w, zu folgen, um hierauf eine

Schwingung in der Zext — zu vollenden. Als erste Beleplel
“*Wollen wir nun annehmen cs wiire

m=n=A1,

J=0,

MaLpE, Schwingungscurven, 8
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wobei also & die Phﬁ;ndiﬁ'erem bedeutet, und es fragte sich*
wo befindet sich s nach & > der Zeiteinheit? Den Er]auterungen

am Ende von 1. zu Folge witrde er wihrend dieser Zeit auf.
s, um 3, 4 =3 Theilpunkte, auf v, um ebensoviel fortgeruckt
sein, um also beiden Bewegungen zu gentigen, wirde er swh
in dem fraglichen Zeitpunkt da befinden, wo awei durch die !
resp. Theilpunkte 8 parallel zu ugu, undw, gelegte Gerade sich;
schneiden, d. h. im Punkte M,. In cinem zweiten’ Beispicle
werde angemmmeu‘ es ‘wire R = ‘
: m=2
na=

.9
=5

und es fragte® gieh”s wo beﬁndet sich der Punkt s nach = der

Zeiteinheit ? Bezieht sich, wie wir annchmen wollen, dié quse
3 nur auf die Bewegung auf uy,, so heisst also die Annahme
Y = mchts anderes, als dass der Punkt s vermige der Ber
wegung auf pg, schon um 9 Zeittheilchen der Zeiteinheit vor-
ausgeeijt ist, wenn die Bewegung auf »»; und tberhgupt dic
gemeinsame Bewegung beginnt. lst aber s auf fgt, schon 9
Zeitthelichen der Zeiteinheit in Bewegung gewesen, so ist er,
gemliss den Erﬁrterungen unter 1, um 2, 9=18 Thel]pul\kte

fortgerickt, che die.. gememsame Bewegung beglnnt 2 de r.

T}
Zeiteinheit nach diesem Momen,te’ weiter befinde er sich auf
pp, also im Theiipunkte RIS o ’
2.94+2.5=28. ",

Auf der Geradan »», befindet sich der Punkt dagegen, falls eine .
Bewegung auf ihr allein .angenommen wirde, - im: Theilpupkt
. 4.5 =5.

Beiden Bewegungen zu gleicher Zeit Gentige lexstend wirde ‘
sich also in unserer Figur der bewegie Punkt da beﬁnden wo
eine durch den Theilpunkt 28 parallel zu », und .eine durch 3
den Theilpunkt B parallel zu upy, gelegte Gerade sich durch-
schneiden, d. h. in M.

3. Aus diesen Erliuterungen ergiebt swh, dass es bei der
Bestimmung eines gesuchten Ortes zuletzt darauf ankommi:
durch einen bestimmten Theilpunkt auf gu, eine Parallele zu -
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¥, und einen bestimmien Theilpunkt a;ﬁ w, eine Parallele zu
#u, zu legen und diese bis zu ihrem Durchschnitte zu verlin—
gern. Denken wir uns diese Operation fur alle Theilpunkte der
einon wie der andern Geraden ausgefihrt, so erhalten wir
17.17 =289 Durchschnittspunkte als die grosste Zahl, die
therhaupt unter der Annabme, dass die Zeiteinheit in 32
gleiche Theile gotheih und demgemiss fir jede zu zichende
Curve 32 Richtpunkte bestimmt werden sollen, misglich ist.

Ein solches Diagramm ist in Fig. 48, Taf. I dargestelit und
2u gleicher Zeit ist in dasselbe eine Schwmgungscurve gezeich-
het, unter der Annahme, dass

v ome=R
n-—-l
i & -—
Der A,np,ahme von & gam&iss folgt dass der Anfangspunkt der
Curve mit dem Theilpunkl & der Geraden ug, zusaminenfallt,
Gemiss der Annahme, dass m = 2 und n =1 folgt weiter, dass
jeder folgende Richtpunki der zu zeichnenden Curveerbalten
wird, wenn man auf gy, um 2 und von hier parallek :ﬂmv, um
1 Thellpunkt fortrickt. Sind auf diese Weise 32 Punkte be-
stimmt, 5o zeichnet man mit freier Hand die ganze Curve mit
RUcksicht auf die moglichst ricbtigen Krimmungsverhiltnisse
aus, Da wir bei den Schwingungscurven offenbar auch die
Richtung unterscheiden miissen, in welcher der hewegte Punkt
sie durchluuft, so moge dies durch einen Pfeil angedeutet wer-
den, so dass wir nicht nthig haben, Zahlenungaben neben den
Curven zu machen. Das stumpfe Ende des Pfeils wird stels
dem Punkte der Curve gegeniiber stehen, walcher den Anfangs—
punkt der Bewegung beseichnet.

‘Wenn maen eine grosse Anzahl von Curven zu zeichnen hat,
80 thut man wohl, das Diagramm auf dinsem Messingbleche zu
verzeichnen und an den Theilpunkten mit feinen Lochern':zu
durchhohren. Wird ein solehes Blech.auf das Papier gelegt,
worauf die Gurve gezeichnet werden soll, so kann man mittelst
einer feinen Nadel durch die richtigen Locher hindurch awf
letzterom die nithigen Bestimmungspunkte einstechen.

5. Die von Lissasous angegebene und im Obigen erlduterte

Zeichnungsmethode ist jedoch nur denn zu empfehlen, wemn
g%
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der kael psp, =@ tf;rchweg denselben Werth behalten soll.
Im obigen ist ¢ gleich £5° angenommen; wollte man nun
ebenso Curven zeichnen fur @ == 90° so misste man ein zwei-
tes Diagramm anfertigen, kurz man milsste ebenso viele Dia~
gramme besitzen, als der Winkel ¢ verschiedene Werthe an—
nehmen soll. Die Anfertigung solcher Instrumente erfordert
aber Aufmerksamkeit und Zeit, da 289 Locher muglichst gleich—
missig gebohrt werden miissen. Ich habe mir deshalb zur
Anfertigung der Zeichnungen, die ich fir gegenwirtigen Zweck
nothig hatte, einen andern Apparat ausgedacht, der nur 2mal
17 Locher verlangt, und fernerhin wohl brauchbar ist, um
Curven fur einen beliebigen Winkel @ zu zeichnen. Der Ap-
parat besteht aus zweiMessingblechen, von denen das eine die-
selbe Form und Grbsse besitzt wie die Fig. 16 a, Taf. II; das
zweite wie die Fig. 165, Taf.1l. An der vordern Kante des er-
stern sind die 17 Theilpunkte der Vibrationshewegung pg, (um
mich kurz so auszudriicken) als muglichst feine Einschnitte an—
gegeben, - Eben dies ist der Fall in Bezug auf die Vibrations—
bewegung », bei dem Apparate Fig. 16 b, Taf.II, bei welchem,
mit Ayggahme des zwischen o und s gelegenen Theilpunkts,
der als ein Loch in der Wirklichkeit vorhanden zu denken,
alle Theilpunkte theils am freien Rande s», theils am freien
Rande oy, als Einschnitte markirt worden sind. Will man nun
mit diesem Apparate zeichnen, so tridgt man zuntchst neben os,
(Fig. 16 b, Taf II) den Winkel ¢ an, indem man von s ats nach
dem Rande des quadrantenformigen Stucks des BlechsFig. 165,
Taf1l mittelst einer Nadel Linien aufreisst, wie durch ps, gs, rs
angedeutet ist, so dass die Winkel pso, gso, rso drei verschie—
dene Werthe von ¢ darstellen; dann nimmt man das Blech der
Fig.16a, Taf.1I zur Hand und sticht auf dem Blatte, worauf die
Zeichnung entworfen werden soll, die 47 Theilpunkte der Vi-
brationsbewegung uu, ab, legt ferner das Blech der Fig. 416 b,
Taf. 11 so auf das Zeichenblatt, dass der Punkt s mit dem
Punkte der Bewegung uu, zusammenfsilt, der eben, der ge-
stellten Aufgabe gemuss, Anfangspunkt der Schwingungscurve
werden muss und ferner so, dass der eine Schenkel des Win~
kels @, der neben os liegt, also, wenn pso der Winkel ¢
wire, der Schenkel ps in die Richtung der durch die Theil-
punkte der Bewegung pp, angegebenen Geraden fulll. Wire
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nun z. B, me= 4§ und n =3, so miisste des Blech Fig. §6 b, Taf.1i .
parallel seiner Anfangslage allemal um 4 Theilpunkte fortge-
riickt werden,. wihrend vom Punkte s aus auf der Punktreihe
v», von 3 zu 3 Punkten fortgeschritten wird, um so in dem zu-
letzt erhaltenen Punkte allemal mit einer Nadel einen Stich
aufs Zeichenblatt zu machen,

Diese zuletzt heschriebene Zelchnungsmethode gew&hrt
aher neben der gréssern Einfachheit und Billigkeit der Appa—
rate noch einen andern Vortheil vor der Lissasous'schen, So-
bald ndmlich die Zahlen m und # grosser werden wie 3, wird
es immer schwieriger, bei Anwendung der Schablone Fig. 15,
Taf. 1 auf ibr die aufeinander folgenden Punkie zu finden, und
es kommt dann hdufig vor, dass man wieder von vorne anfan—
gen muss, ein Umstand, der bei einer grossen Zahl von Cur-
ven misslich ist; ferner wird bei wachsenden Werthen der
Zahlen m und n auch das Zusammensuchen der auf dem Papier
aufeinander folgenden Punkte schwieriger und man erhilt beim
Auszeichnen nicht selten falsche Curvenstiicke. ~Alle diese
Misstinde werden fast ganz bei def Anwendung meipe
pungsmethode vermieden. Denn einmal hat ma# P statt
289 Punkten nur 2.147 vor Augen, so dass man sich beim Ein-
stechen aufs Papier weit leichter orientiren kann; das andere
Mal aber kann man, sobald die Curven complicirter werden,
erst eine geringere Zahl von Stichen auf dem Papier anbringen,
dann“#lie Schablone aufheben und erst diese geringere Zahl
von Punkten mit einander verbinden; hierauf wieder sin Stiick
der Curve vollenden u, s. f.

5. Die letatere Methode habe ich angewandt, um die Cur~
ven der Taf. V und Tab. VI darzustellen. Zuniichst wurden
sie in dem Maasstabe der Fig. 15, Taf. | gezeichnet, dann auf
Pappe aufgezogen und photographirt, um sie sofort in dem
Maasstabe der beiden Taf. V und Vi zu erhalten. Die unter
jeder Curve stehende Zahl bedeutet die Phasendifferenz; zur
linken sind die Verhsltnisse von n : m angegeben, wobei sich
die Zahl m auf die mit der Schrift parallel laifende Vibrations-—
bewegung, die Zahl n dagegen bei der Taf. VI auf die hierzu
senkrechte, bei der Taf. V dagegen auf die unter 45° hierzu
geneigte Bewegung bezieht. Vorlsufig moge es nicht auffal-
len, dass hei der Taf. VI unter jeder Curve zwei Zahlenwerthe
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stehen; die eingeklammerten Werthe lasse man zunichst unbe~
rucksichtigt. ' ‘

Es entsteht aber nunmehr die Frage, ob die bisher erlin-
terten Methoden zur Darstellung von Schwihgungscurven auch
in dem extremen Falle noch angewandt werden konnen, fur
welchen der Winkel ¢ gleich Null, wobei alsa die beiden
Punktreihen up, und »», in eine und dieselbe Gerade fallen und
in Folge dessen auch die resultirende Bewegung durch eine
Gerade versinnlicht wird, die jedoch, wie schon unter §. 2, 1
‘erwithnt wurde, auf ibrer ganzen Linge nicht gleichmussig er—
hellt erscheint, sondern worauf hellerere und dunklere Stellen
zu erkennen sind, entsprechend der ungleichen Geschwindig-
keit, mit der der leuchtende Punkt sie durchlauft.

Diese Erscheinungen, welche ein leuchtender, zweien in
eine und dieselbe Gerade fallenden Vibrationsbewegungen zu-
gleich folgender Punkt dem Auge darbietet, lassen sich nicht
wohl in derselben Weise darstellen, wie die Erscheinuigen,
bei welchen der Winkel @ von 0 verschieden, aus dem einfa—
chen Grupde, weil man hier in einer und derselben Geraden so
viel Punkge bekommt, dass deren gehorige Aufeinanderfolge
nur schwer gu erkennen ist.  Statt dessan kann. man awei an-
dere Zgiehnungsmethoden anwenden. Die eine Manier besteht
in Folgendem: Gesetat, man wolle die Erscheinung, welche in
Fig. 15, Taf. I fur einen Winkel @ = £5° dargestellt. ist, fiir
=0 darstellen, so zeichno man die Curve erst fur eingh klei-
nen Winkel ¢, z. B. fiir gp==10°, wie es in Fig. 17 a, Taf. U
geschchen ist. Wirde nun der Winkel noch kleiner gedacht,
so wirde auch das allmilige Zusammenrticken und schliess—
liche Zusammenfallen der einzelnen Curventheile in Gedanken
verfolgt. werden kénnen, und es ist klar, dass bei diesem Zu-
sammenfallen in eine Gerade da die hellern Stellen auftreten
werden, wo sie auch unmittelbar vorher bei einem, der Null
moglichst nahe liegenden Winkel ¢ auftraten. Nun reigt ein
~ Blick auf die Fig. 48, Taf. I, dass der bewegte Punkt an den
Stellen der Curve am langsamsten fortriickt, wo eben die stirk-
sten Umbiegungen derselben stattfinden, und da dies allge-
gemein bei Schwingungscurven. der Fall ist. (was sioch auch
durch den Calcul nachweisen lisst), so leuchtet ein, dass
der Punkt auch fur den Fall, dass g==0, an den Stelléen der Ge~
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raden sich am langsamsten bewegt, wo eine Umkehr in der
Richtung ssiner Bewegung stattfindet. Diese Stellen sind aber
offenbar auch’ die Stellen der grissten Helligkeit, und wir wer—
den unsere gesuchte Darstellung der Wahrheit muglichst ge—
treu machen, wenn wir die Gurve Fig. 17 a, Taf. I auf eine
Gorade AB Fig. 17 b, Taf. Il projiciren, hieranf die Umkehr-
stellen markiren und diese Stellen vor den tbrigen in einer
passenden Weise fiir das Auge hervorheben, etwa so, wie die
Fig. 47.b, Taf. Il-zeigt. Aber man wirde auch zu demselben
Rebultate schon gelangen, wenn man ohne Weiteres die Gur-
ven der Taf.,V anf eine mit der Schrift parallele Gerade pro-
jieirte. :

6. Die zweite Art der graphischen Darstellung der in Rede
stehenden Erscheinimgen beruht auf folgenden Principien.
Wird ein Punkt von zweien in ein und dieselbe Gerade fallen-
den Vibrationshewegungen zu gleicher Zeit angegriffen, so
lasst’‘sich bekanntermassen jede dieser Bewegungen unter
dem'Bilde der Sinus - oder Wellenlinic darstellen, ‘ind um die
resumrende Bewegung in dhinlicher Weise graphlsgh ¥y
smnllchen ‘hat’ man nur ‘nothig, eine dritte Well’éﬁ‘\ﬂgd
construiren, deren Ordinaten die algebraischen Summen der je
zugehorigen Ordinaten der componirenden Sinuslinien sind.
Unsere Fig. 18. Taf. II mége dies niher versinnlichen: die Ge-
rade,. jn welcher dje beiden Vibrationshewegungen mit den
Flongahonswelten spe==sg, und sv==sy, zusammenfallen, werde
durch AB vor%estellt Angenommen die Bewegung up, sei

dpppe]t so schnell als »», und ausserdem wire letztere um :

voraus, o stellen die gestrichelte und- die punktirte Sinuslinie
ither dér Abcissenaxe s die beiden Bewegunhgen einzeln vor,
withrend die resultivende Bewegung dureth die stetig ausge~
z6gene Wellencarve vorsinnlicht wird.: Um nun den Schwin~
gungsvorgang, wie er auf der Geraden AB wirklich statifindet,
zu veranschaulichen, haben wir offenbar nur ntthig, die resul-
tirende Wellencurve auf diese Gerade oder, wie es in der Fi-
gur geschehen, auf eine hierzu parallele Gerade A'B’ zu proji-
ciren, und in der Projection diejenigen Punkte anzugeben, wo
bei der resultironden Welioncurve die geometrischen Maxima
und Minima liegen. Demn cben an diesen Btellen wird aus
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denselben '&runden, wie unter 5 angegeben, die Helligkeit
grésser erscheinen als an andern. Diese betreffenden Stellen
sind in der Projection mit @, @', a,’, o, bezeichnet, und um
dig Helligkeit mehr hervorzubheben, wurde in dbnlicher Weise
wie bei der Fig. 17 b, Taf. 1I verfahren.

Die an einem Beispiele gezeigten Operationen werden sich
ftir andere Werthe von m, n, und 9 wiederholen miissen und
auf diese Weise entstand die Taf. Vil. In jeder Horizontalreihe
erblickt man zu allererst die graphische Darstellung der Be-
wegung durch eine aus zweien Sinuslinien resultirende dritte
Wellencurve, welche letztere, da sie spliter in anderer Bezie—~
hung noch mehrfach in Betrachtung gezogen werden soll, ein-
fach mit demx Namen einer Wellencurve zweiter Ord-
nung sich bezeichnen lisst; unter jeder dieser Curven befin—
det sich dann ihre Horizontalprojection, wodurch die in Wirk—
lichkeit stattfindenden Erscheinungen moglichst getreu wieder—
gegeben sind. Bei den Projectionen sind weder Buchstaben
‘noch Ziffegn noch Pfeile gesetzt worden, weil man leicht aus
der daruber befindlichen Wellencurve zwelter Ordnung die
Rlchtﬁ gar Bewegung in jedem Punkte der Projection erken-
nen kann

§. 5.
Besondere Bemerkungen tiber die Griese 9. Vemllgemeinerm der
obigen Methoden. " -

"1. Es bleibt nun noch die Beantwortung der Frage tibrig:
Welche Werthe der Phasendifferenz, also unserer Grosse 9,
ktnnen dberhaupt in den Zeichnungen dargestellt werden, un-
ter der Voraussetszung, dass wir die Zeiteinheit in 32 gleiche
Theile zerlegt denken, und demgemiss die Hiifszeichenappa-
rate wie Schablonen und Disgramme einrichten wollen? Dean
dass man mit Hilfe eines Diagramms Fig. 15, Taf. I nicht fur
jeden beliebigen Werth von J ‘die entsprechende Curve zeich-
nen kann, ist ohne Weiteres - einteuchtend. Obwohl die geo-
metrischen Eigenschaften der Schwingungscurven noch nicht
niher besprochen worden sind, so ist doch.soviel klar, dass,
wenn (in Fig 19, Taf. I} uu, und »», die Geraden. vorstellen,
worauf die beiden Bewegungen zugleich stattfinden sollen,
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jede Schwingungscurve, m, n, ¢ und < migen Werthe haben
wie sie wollen, die Gerade ug, sowohl wie »», wenigstens in
einem Punkte durchschneidet. Wihien wir also M als einen
der 289 muglichen Theilpunkte des Diagramms, das zu "den
gegebenen Vibrationshewegungen construirt werden miisste,
zum Anfangspunkt der gemeinsamen Bewegung, so wird der
bewegte Punkt uy, und », frither oder spiter beziehungsweise
in einem Punkte o und y durcheilen. Gesetzt nun: der Punkt
M lige vom Punkte £ aly dem Mittelpuokte der Bewegung in-
der Richtung sy um sP gleich p und in der Richtung s» um sQ
gleich ¢ Diagrammtheilchen entfernt, so wird die Schwingungs—
curve vom Punkte M in einer bestimmten Richtung ihren An-
fang nehmen und es gehdrt zu dieser Curve eine Phasendiffe—
renz, deren einer Theil sich auf die Bewegung pu, bezieht und

’glelch deren anderer auf »», sich beziehender Theil

BS’

gleich — 32 ist. Beginnt nun von M aus die Bewegung, so

wird am Ende der Zeiteinheit der bewegte Punkt wieder nach
M zurtick gekehrt sein und, um den Punkt zu findengwa er die
Gerade pu, durchschneldet wollen wir ihn im Sinné' dér Bo-
wegung »», auf der Curve um ¢ Theilchen rﬂckw.irts wandern

lassen. Ist dies geschehen, so hat er offenbar ¢. ; Theilchen
im Sinne der Bewegung uu, zurfickgelegt; im Anfang war er in
diesem Sinne um p Theilchen von § entfernt, nun ist er um ,q%
zurtickgeeilt, folglich befindet er sich nun von s entfernt um
P=4- |
Diagrammtheilchen. Ist der Punkt ¢ auf der Geraden up, der
Punkt, der von s um diese Anzahl Theilchen entfernt liegt, so
konnen wir ihn offenbar, ohne dass sich unsere Schwingungs-
curve 4ndert, statt des Punktes M zum Anfangspunkt der Be-

wegung machen, wodurch erreicht ist, dass sich nunmehr die
Phasendifferenz nur anf die Bewegung uy, bezieht. Wie gross

ist diese Phasendifferenz aber? p—'q% Diagrammtheilchén wer~
den durcheilt in einer Zeit

-2

3..“_ mBB i
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d. h.es ist dze Grisgse Jy, oder die Phasendifferenz. glemh

vy p"wm IS TR
; '9.“- mad2t e

wobex dem 9 ein p angehingt wunde, um anzudeuten, dass
die Phasendifferenz aur.der .einen Bewogpng angehort,, wih-
rend sie fur die.andere 0:ist. Um ebenso das 3, zu. finden,
hitten. .wir. nur: nothig, von M :aus den bewagten, Punkt um
p Theilchen im Sinne von wy, ruckwirts wandern, zu lassen;
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offenbar wire er dann im Sinne der Bewegung s, um p ':1
Theilchen zurtickgeeilt und von s auf der Gerg:d’éh ¥y, um
g—p - Theilchen entfernt. Daraus folgt, doss

Sy
it

q-_-P-g;
& =5
oder : P
__mg—ap,
: ¥y = T mawse’
d. h. es ist | -
' 19‘1“- =— ’?‘V'_

Wln wollen noch einige Bemerkungen an. d,ep Werth von
Iy knupfen, die sich in- gleicher. Weise fiir 9, wiederbolen
wirden. Unsere Frage war: welchen Werth von &, welche
Grissse sich nur auf die Bewegung ug, bezog, kinnen wir iher—
haupt mit éinem Diagrammn nach un¥¥ret Einrichtung darstel-
len. Da 9, diese Grosse ist, 60 wollen wir einfach das g wie~
der weglassen, aber uicht vergessen, dass dann & sich nur. auf
die Bewegung gy, bezieht. Da p und ¢ von uns willkilich aus
der Zahl der 289 Theilpunkte herausgewihlt werden konnen,
so folgt;i dass tiberhaupt keine: andern Werthe fiir 9 maglich
sind: a*is. dn Welche aus der rechtén Sene der Glewhung
. 3 np—mg
! m..‘:, PRI Ciina
abgeleitet Werden kinnen. ‘Sehen wir vom Wetthe 3 =9 ab
und heachteti, dask #i'm, p und ¢ genze Zahlen sind, wobeip
und ¢ positiv oder negativ sein konnen, so folgt, dass der
kleinste Werth von &, der tiberhaupt mit unserer Schahlone
dargestelit werden kann, gleich -

)

‘m.n 82"
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Beachten wir ferner, dass p und ¢ trotz der Zahl 288 den-
noch alle Werthe von 0 bisXoo antehmen' ktnnen (indem
man ja auf der Geraden uu, wie »», von s aus um eine belio-
bige Zahl Theilchen die Bewegung fortgeschriiten denken
kann), so folgt, dass es immer miglich ist, den Zuhler des
Bruchs auf der rechten Scite obiger Gleichung in eine belie-
bige positiv oder negative Zahl zu verwandeln. Bezeichnéh
wir diese mit L, so folgt, dass wir alle Curven darzustellen
vermtgen, deren Phasendifferenz =~ '

L
=,

Zugleich ist einleuchtend, dass, wenn eine solche Schaar von
Curven gezeichnet wird fur L=1, 2,3 ..., zwischen zweien
mcht noch eine dritte emgeschaltet werden kann, da eben

T der kleinste Werth fiir -9 ist.

‘Nehmen wir an, es wire g gleich Null, so folgt

‘9—m [T

Nehmen wir also nur einen Theilpunkt der Geradenﬁ%‘zum
Anfangspunkt der Curve, so ist der kleinste Werth der Pha-
sendifferenz, von 0 abgesehen,

A
m. 32"

Erthult, wahrend g=0ist, das p alle méglichen Werthe, so
lassen sich auf diese Weise nur Gurven darstellen, fur Welclw

Y= ,

Nehmen wir endlich p=0, d. h. wihlen w1r nur. einen
Theilpunkt der Geraden »», zum Anfangspunkt so ist der

kleinste Werth fur -3, der miglich ist, ”
man auf diese Weise nur Gurven darstellen kann, fur welche

8‘=n 38 *

Bezcichnen wir die Anzahl Theilchen, in welche die Zeit—
éinheit getheilt gedacht werden soll, mit ¥, so kann man also
mit einem Diagramm, was demgeniss eingerichtet ist, allge-
mein Curven darstellen, fur welche

pr—qm o
1f’.—m n.N" :

, und es folgt dass
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Ein Blick auf die Zahlen der 4 obersten Reihen der Taf. V
und VI lehrt, dass alle erhalten werden konnen aus dem
‘Werthe L :

V=
mithin konnten diese Reihen dadurch gezeichnet werden, dass
man nur .Theilpunkte der Géraden pu, zu Anfangspunkten
wihlte. Die Curven der sechsten Reihe aber durfien, aus
spiter anzugebenden Grinden, nicht nach der ebengenannten
Formel fur &, sondern nach der Formel

y’
P=1

gezelchnet werden, indem man aus ——o L 5 2. B. nicht den Werth

9_6 ableiten kann.

2. Wiewohl die Schwingungscurven, welche durch das
Zusammenwirken von drei und mehr geradlinigen Vibra-
tionshewegungen erzeugt werden, in dieser Schrift keine ge~
nauere Berticksichtigung crfahren sollen, mit Ausnahme ein-
zelner:Fille, so will ich doch noch zeigen, welche Methode
man ariwenden kann, um solche Curven zu zeichnen. Hierbel
wihle ich ein ganz specielles Beispiel, indem ich glaube, dass,
wenn die Methode an ihm erldutert worden ist, sie auch leicht
in andern Fillen zur Anwendung gebracht werden kann. Dem
zu Folge wollen wir die Gurve zeichnen, welche entsteht beim
Zusammenwirken dreier geradliniger Vibrationsbewegungen,
deren Schwingungszahlen sich verhalten wiggh : 2 : 1, die fer—
ner so gegen einander geneigt sind, dass {é Bewegungen mit
den Schwingungszahlen 4 und 1 unter einem rechten Winkel
sich durchschnelden wihrend die Bewegung, deren Schwin—
gungszahl 2, mit der von 4 zusammenfallt. Ferner werde an—
genomimen, dle Phasendifferenz zwischen den beiden Husseren
Bewegungen sei %, auf die Bewegung 4 bezogen, dagegen die
Phasendifferenz zwischen der Bewegung 2 und 4 gleich Null,
Die Elongationsweiten von & und 1 seien beziehungsweise
sp==gu, und sy==sv, in der Fig. 18, Taf. I, und es werde ange-
nommen, dass auch die Elongationsweite der Bewegung 2 gleich
su==syu, sei. Nun sind alle Elemente fur die Zeichnung der
Curve gegeben. Die Zeichnung selbst kann in folgender Weiso
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bewerkstelligt werden. Man zeichnet sich zuniichst die Schwin-
gungscurve flir die Schwingungszahlen: 4 und 1, die Phasen~

differenz % und den Winkel ¢ gleich 90°. Diese Curve ist in

Fig. 20, Taf. Il als cine gestrichelte Curve sichtbar zugleich
mit den fir ihre Zeichnung ndthigen 32 Bestimmungspunkten,
von denen aber, des bestimmten Werthes von J wegen,wfe zwel
zusammenfallen. Sie ist identisch mit der dritten Curve der
vierten Horizontalreihe auf Taf. VI. Um nun in der verlangten
Weise mit den beiden Bewegungen 4 und 1, deren Zusammen-—
wirken durch die gestrichelte Curve dargestellt ist, die Bewe-~
gung mit der Schwingungszabl 2 zu verbinden, hat man offen—
bar nut nothig, die Schablone Fig. 16 a, Taf. II zur Hand zu
nehmen, sie parellel der Geraden gy, auf unserer Fig. 20, Taf. 1I
zu verschieben, so dass der Punkt s der Schablone nach und
nach mit den 32 Theilpunkten der gestrichelten Curve zusam-—
menfillt, um jedesmal, wenn dies der Fall, mit einer Nadel
oder einem Bleistift, von zwei zu zwet Theilpunkten auf der
Schablone fortschreitend, die ndthigen 32 Punkte unserer zu
zeichnenden Curve zu bestimmen. Auf diese Weise Wwirde die
“Qurve, welche in der Fig. 20, Taf. II als ausgezogen erscheint,
dargestellt.
Offenbar wiirde man auch zum gewlinschten Ziele gelan—
' gen, wenn man erst zwei andere der drei gegebenen Bewe-
gungen fir sich und hiermit dann die dritte combinirt hitte;
jedoch ist es nicht gleichgiltig, welche der beiden Bewegun—
gen man zuersipeombinirt, da von der Einfachheit der hier-
durch entstehen@®n Curve auch die weitere grissere oder ge—
ringere Leichtigkeit der als Endresultat gewtnschten Zeich—
nung abhingt.

§. 6.

Vorlinfige Betrachtungen fiber geometrische Higenschaften uad physika-
Jische Bedeutung der hierher gehtrigen Schwingungsenrven.

4. Ein Blick auf die Tafeln V his VIl lehrt uns, dass die
Formen der Schwingungscurven der Hauptsache nach abhin-
gen von dem Verhultnis von n zu m, dass pamentlich diese
Formen um so mannigfaltiger werden, je schwieriger es wird,
die Zeileinheit, sei es in Gedanken mit Hilfe des Auges oder
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durchs Gefiihl mit Hilfe des Ohrs in n und gleichzeitig in
m Theile zu theilen. In dieser Beziehung liefern die Zeich~
nungen von Schwingungscurven fur das Auge das, was wir
Lingst fiir das Ohr als bestehend annehmen : niimlich dass letz—
teres Organ ein Intervall um so angenehmer erkennt, je leich—
ter es-ihm fallt, zwei Schwingungszahlen neben einander zu
unterscheiden. Wenn aber das Auge aus dem Anblick ciner
geometrischen Figur Schltisse zieht, die in paralleler Weise
auch das Ohr zu ziehen im Stande ist, so dar{ man erwarten,
dass in solchen Fillen, wo dies letzterem Organe nicht gelingt,
das erstere vielleicht die gewinschten Aufklirungen liefere.
Tone und Tonverhiltnisse in eigenthimlicher Weise gewisser—
massen sichtbar gemacht zu haben, das ist das Verdienst, wel-
¢hes Lissasous durch seine Arbeit sich erworben hat und wir-
den weitere Versuche, diec Schwingungscurven in der Wissen—
schaft und Praxis nutzbar zu machen, ihm nicht gelungen sein,
so wire darum jenes Verdienst nicht zu unterschitzen. Ver—
suchen wir vorliufig durch die Anschauung allein einigo Eigen—
schaften unserer Schwingungscurven kennen zu lernen.
Zuntchst bemerken wir, dass fur gewisse Werthe der Pha=
sendifferenz in jeder Horizontalreihe unserer Tafeln die Curven
cine einfachere Gestalt annchmen, indem Theile “derselben,
welche fir benachbarte Werthe der betreffenden Phasendiffe—
renz noch auseinander lagen, zusammenfallen. So z. B. er-
kennt man, wie in der zweiten Horizontalreihe der Taf. VI fur

&= dle vorher complicirteren Figuren sigh. zn einer Curve

gestalten, die, wie sich spiter herausstellen*Wwird, éine Para-
bel ist; so erkennt man, wie in der ersten Reihe derselben Ta~
fel die Ellipse als Bild des Rinklangs fir gewisse Werthe von
3 in cinc Gerade tibergeht. Ich werde solche Curven im fol-
genden mit dem Namen »vereinfachte Gurvenc bezeichnen.

Beachten wir vorliufig nur die Taf. V und VI, so erken-
nen wir, dass, wenn, wie es bei diesen Tafeln der Fall ist, m
die grossere Schwingungszahl ist, die vereinfachten Curven
vom mten alle ibrigen dagegen vom 2mw» Grade sind; daraus
folgt, dass umgekehrt die Sehwingungszahl m unmittelbar aus
dem Grade der Curve erkannt worden kann.

Den Lebren des vorigen §. zu Folge muss der bewegte
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Punkt,-der von einem willkiirlich angenommenen Punkte ir-
gond einer Schwingungscurve aus. seine Bewegung beginnt,
nach Verlauf der Zeiteinheit wieder zuw Anfangspunkt der Be-
wegung zuritickkehren, um so in ganz gleicher Weise die durch-
laufene Bahn zum zweitenmale ete. zu durchlaufen. Sehen
wir demnach eine solche Curve als das Resullat der Bewegung
eines Punktes an, so folgt, dass simmiliche Curven geschlos—
sene Curven sind, d. h. Curven, die mit ihrem Umfange einen
bestimmten Fliichenraum einschliessen, der aber bei gewissen
vereinfachten Gurven gleich Null sein kann.

2. Denken wir uns die Geraden uy, und », als Axen eines
ebenen Coordinatenkreuzes, so werden wir folgende Gesetz—
mussigkeiten aus dem Anbliek der Taf. V und VI erkennen
kénnen: ‘ .

a. Simmtliche Curven der Taf. V zeigen weder in Bezie-
hung der einen noch der andern Axe eine Symmetrie, ja es
giebt selbst, mit Ausnahme bei der ersten Reihe, keine einzige
Gerade, zu welcher eine der Curven eine symmetr:bche Lage
bestsse ¥).

_b. Die Curven der Taf. VI dagegen sind alle symmelrlsch
zur x Axe, sobald n ungerad und m gerad; symmetrisch zur
y Axe, sobald » gerad und m ungerad; in beiden Fillen gieht
es auch Curven, die fir gewisse Werthe von & eine Symmetrie
zu den beiden Axen besitzen; ist n und m ungerad, so giebt

*) Nur in speﬂ’l}en Fhllen kann es sich ereignen,; dass in der ersten
Reihe fiir gowisse Werthe von & die Ellipsen und, Geraden symmetrisch
zur Axe pu, licgen. Dann niimlich, wenn Fig. 18, Taf. 1 ein Theilpunkt auf
der Strecke 4B und natiirlich anch dann auf CD existirt, der gerade senk-
recht iiber's Hegt. Wird ein solcher Punkt rum Anfangspunkt der Lilipse
gewiihlt, s0 wird diese in ihm offenbar von AB bzw. CD berithrt; dio
Verbindungslinie der beiden diametral einander gegeniiberliegenden Punkie
gehi‘durch den Mittelpynkt s und steht senkrecht anf den Tangenten 4B
und €D, sie muss demnach zugleich eine Axo der Ellipse sein. Steht go-
rade der Punkt B sgnkrecht iiber s, so liefert die Zeichnung eine auf zp,
senkrechte und in s halbirte Gerade. Was hier in Bezug ciner zur Geraden
up, stattfindenden Symmetrie bemerkt wurde, gill ebenso fiir die Gerade
vv, falls anf AD und BC zwei gogenitberliegende Punkte existiren, die zu-
gleich senkrecht iber ¢ liegen. Bei den hier gemachien Schliissen wird
jedoch das, was spiter erst streng bewiesen werden soll, im Voraus ange-
nommen, niimlich dass wir es hier iiberhaupt mit einer E“lpiiU zu thun
haben, und duss der Punkt s deren Mittelpunkt ist.
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es nur fur bestimmte Werthe von 3 Symmetrien, aber denn
gleichzeitig zu beiden Agen; mit Ausnahme der Curven der
ersten Reihe giebt es fiir die einzelnen Curven ausser denAxen
keine andere Geraden, welche jene symmetrisch theilten.

c. Jst n und 'm ungerad, so wird man auf beiden Tafeln
nur solghen Curven begegnen, die einen Mittelpunkt besitzen.

Vergleicht man die Curven einer Reihe mit einander, so
wird man auf der Tafel V, sobald n und m ungerad, funf ver-
schiedene Formen treffen, die nach ihrer ersten Aufeinander-
folge fir andere Werthe von & sich dann in bestimmter Ord-
nung und Lage wiederholen. Fur alle iibrigen Curvenreihen
der Taf. V, sowie iberhaupt der Taf, VI giebt es dagegen nur
drei wesentlich verschiedene Formen, welche fur bestimmto
Werthe von & immer wiederkehren. Diese Erscheinungen
- werden im zweiten Theile dieser Arbeit eine ausfithrliche Er—
drterung erfabren.

Denken wir uns die Curven der Taf. V auf die x Axe
projicirt, mit Riicksicht auf das, was unter 5. und 6. des
§. 4 auseinandergesetzt wurde, so kinnen die Betrachtungen,
welche an diesen Projectionen Uber Symmetrieverhiltnisse und
Wiederholung gewisser Formen sich anstellen lassen, unmittel-
bar auch gelten von den Projectionen der Curven auf Taf. VII.

3. Da jede Schwingungscurve entsteht durch zwei gleich—
zeitig auftretende geradlinige Vibrationsbewegungen mit ge—
meinsamem Vibrationscentrum, so folgt, dass die Curven we-
der vollstindig auf einer Seite von ug, nock vollstandxg auf
einer Seite vou », liegen ktnnen, sondernygiass nothwendig
jede der Geraden pu, und »», eine jede Cur¥® durchschneiden
muss. Da ferner bei einer geradliinigen Vlbratlonsbewegung
der schwingende Punkt wihrend der Dauer einer Schwingung
auf der einen und andern Seite vom Mittelpunkt der Bewegung
das Maximum der Elongation erreicht, so folgt, dass auch hei
der aus zweien geradlinigen anratlonsbewegungen resultiren~
den Bewegung der Punkt beiderseits von py, und »v, bezie—
hungsweise # und mmal im Maximum sich entfernt, oder mit
andern Worten, dass die Schwingungscurven parallel der Be-
wegung uy,, beiderseits von ibr, nmal, und parallel der Bewe-
gung », beiderseits von ihr, mmal ein Maximum erreichen.
Betrachtet man die Geraden wy, und v, als x und y Axen
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eines ebenen Coordinatensystems, so kann man auch kurz sa-
gen, summtliche Schwingungscurves: besitzen parallel der
o« Axe n, parallel der y Axe m Maxima und Minima. Hierbei
- ist aber wohl zu beriicksichtigen, dass Maxima und Minima,
~ welche mit Ritcksicht auf dis Zeit verschisden sind, in rdum-
licher Beziehung identisch sein kinnen. In der That lehrt ein
- Blick auf die Taf. V und VI, dass das Auftreten der verein
fachten Curven zu gleicher Zeit mit einem Zusammenfallen
zweier Maxima oder Minima oder einem Maximum und einem
Minimum verbunden ist, welche bei den angrenzenden Werthen
von J zunidchst neben einander lagen. Geht hierbei ein Maxi-
mum vnd Minimum zusammen, so entsteht an dieser Stelle stets
ein Ruckkehrpunkt. Alles dies zusammengefasst, sind wir zu
einem Resultate gelangt, dass sich in folgendem Satze aus-
sprechen lisst:

»Gehen zwei geradlinige Vibrationsbewegungen zu

»einer resuitirenden Bewegung zusammen, und sind die

»Schwingungszahlen jener unbekannt, so lassen sich letz—

rtere aus der Zahl der Maxima oder Minima der bei der

rBewegung eutstchenden Curve erkennen, indem die An-

»zahl der Maxima oder Minima, welche parallel der einen

»Bewegung liegen, genau dieselbe ist, wie die Anzahl der

»Schwingungen, welche der anderen Bewegung ange-

vhiren.«

Es folgt ferner aus dem Vorhergehenden, dass simmtliche
Curven der Taf, ¥ und VI in ein Parallelogramm eingeschrie-
ben zu liegen ¥hmen, dessen Seiten durch die Endpunkte
der geradlinigen Vibrationshewegungen und parallel zu letzte—
ren laufen. Ebenso leuchiet noch ein, dass mit Riicksicht auf
die Zeit, welche der bewegliche Punkt heim Durchlaufen der
Curve gebraucht, zwei unmittelbar auf einanderfolgende Durch~

schnitte mit der Geraden gy, und »», bzw. um -;Tundi‘a der

der Zeiteinheit auseinander liegen; dass ferner von dreien auf
einanderfolgenden Durchschnitten, welche die Curve mit irgend
einer parallel zu pu, und »», gelegten Ggraden bilden, die
1

zeitlich entferntesten beiden Durchschnitte bzw. um % und ”

der Zeiteinheit von einander entfernt sind.
.Es bedarf kaum der Bemerkung, dass der Grad, die An-

MuLpr, Bchwingungscurven, 4
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zaht der Maxima und Minima, die Symmetrieverhiltnisge (mit
Ausnahme der Fille, ‘welche in der letzten Note besprochen),
die gesetzmyssige Wiederholung derselben Curve fur verschie~
dene Werthe von <, uuabhingig sind von dem relativen Ver~
hiltniss der Elongationsweiten Sge==s5u, und sy=$», und dass
dies nur ein gleichmussiges odér mehr oder weniger ungleich-
missiges Ausdehnen der Curve nach der einen oder anderen
Richtung zur Folge hat. Da jedoch unter den Schwingungs—
curven, die wir im Folgenden kennen lernen werden, das re~
lative Verbiltnis der Elongationsweiten wesentlich andere Ge-
Gestalten erzeugen kann, so mige obige Bemerkung hier schon
Beachtung finden.
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Optisch -mechanische und graphische Darstellung

derjenigen Schwingungscurven, welche durch das

Zusammenwirken einer geradlinigen und einer el-
liptischen Vibrationsbewegung erzeugt werden.

[ —

§. 7.

Allgemeine Betrachtungen.

1. In der Fig. 21, Taf.1I ist durch den Mittelpunkt m einer
Ellipse, deren Axen aa, und 88, heissen, eine Gerade pu, so
gelegt, dass deren Strecke in m halbirt wird. Dieser Punkt m
soll nun zweien Herren dienen: némlich eine Vibrationshewe~
gung auf der, mit den Halbaxen ma und mg beschriebenen,
Ellipse ausfuhm zu gleicher Zeit aber auch einer geradlini~
gen VibrationgBewegung Folge leisten, welche mit der Elonga-—
tionsweite mu==mp, auf der Geraden py, stattfindend zu den-
ken ist. Bei der Erfullung dieser heiden Bedingungen wird
der bewegte Punkt eine Bahn beschreiben, welche sowohl von.
der Geraden up,, wie auch von der gegebenen Ellipse ah-
weicht, und deren Form ohne Zweifel von folgenden Umstin~
den abhingig ist:

a) von einer Zahl m, welche angiebt, wie viel Schwingungen
in einer gewissen Zeit auf der Geraden wuu, stattfinden
sollen, oder kurz von der Schwingungszahl der geradlini~
gen Vibrationsbewegung ;

b) von einer Zahl n oder der Schwingungszahl der ellipti-
schen Vibrationsbewegung;

4%
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¢) von einer Grosse 9, welche als Phasendifferenz, bezogen
auf die geradlinigeVibrationshewegung uy, , gedacht wer—
den kann; '
d) von einem Winkel @, der zwischen mu und me liegt;
endlich
¢) von der absoluten, wie relativen Grsse der Strecken me,
mg und mg.
2. Was die Zahlen m und und n anlangt, so setzen wir sie
als ganze Zahlen voraus, wodurch ja die Allgemeinheit nicht
beeintrichtigt wird, denn wenn 27B. in einer gewissen Zeit auf

der Ellipse % Schwingungen erfolgen sollen, wihrend auf der

Geraden -j’— Schwingungen in derselben Zeit stattfinden, so wer-

den in der sechsfachen Zeit & elliptische Bewegungen auf 3 ge-
radlinige kommen, so dass wir also durch geeignete Wahl einer
andern Zeiteinheit statt der gebrochenen Schwingungszahlen
anze erhalten haben, was offenbar unter allen Umstanden zu
érreichen ist*). Wie nun aber diese Zahlen m und n auch
heissen, sie liefern zwei Gruppen von Curven, nidmlich eine,
bei welcher m grosser als # und eine, wobei umgekehrt m klei—
ner als n. Legen wir z. B. der Zahl m den Werth 8, der Zahln
den Werth 1 bei, so wurde eine Curve zum Vorschein kom-
men, die verschieden ist von jeher, welche resultirt fur m == 1
und #==2. Wuhrend wir also.in den beiden vorigen Capiteln
nlir eine.Gruppe von Schwingungscurven bei der Gombination
zweier geradlinigen Vibrationshewegungen grhielten, haben
wir es hier mit zweien zu thun, deren‘Eige&ften wir bald
kennen lernen werden. o v EE
3. Es. fragi sich, ob diese Arten von Bewegungen, wie

wir sie hier vorausgesetzt haben, auch in Wirklichkeit auftre-
ten und sich etwa auch leicht in der einen odek andern Weise
vor dem Auge darstellen lassén. Gesetat, eine Saite liesse ih~
ren Grundton und zu gleicher Zeit den zweiten Partialton oder
die Octave des Grundtons erklingen, so kann sie hierbei schon
eine mannigfallige Art von Formen annehmen. Sie kann so
schwingen, dass der Grundton durch Schwingungen erzeugt
wird, die an und fur sich in einer Ebene etwa in einer Ver-

*) Diesc Bemerkung gilt auch fiir das Fridhero,
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ticalebené vor sich gehen, wenn die Saite al§ horizontal lie-
gend gedacht wird; gesellt sich nun.zu dieser Schwingung
noch die, welche den zweiten Partialton erzeugt, und zwar in
einer Ehene, die unter 90° gegen erstere geneigt ist, so nimmt
die Saite wishrend der Bewegung eine’Gestalt an, so, dass je-
der Punkt von ihr eine Curve beschreibt, deren Form der
zweiten Reihe der Taf. VI angehors. Es kann aber auch sfy
kommen, dass die Schwingungen, welche den Grundton fur
sich erzeugen wirden, elliptisch oder kreisfsrmig sind und
dass hierzu ebene Schwingutigen des zweiten Partialtons sich
gesellen. Dann beschreibt jeder Punkt der Saite eine Curve,
die der zweiten Reihe der Taf. VIII angehtrt. Es kann ferner
geschehen, dass die Schwingungen des Grundtons ebene sind,
wihrend die der Octave elliptisch oder kreisférmig sind; dann
erhalten wir in der Bewegung der Saitenpunkte Curven, welche
der zweiten Reihe der Taf. IX angehtren. Wir werden spiter
Gelegenheit haben, diese eigenthiimliche Art der Saitenschwin~
gungen nsher kennen zu lernen. Men kann mit Leichtigkel¥
eine Kugel, welche an einem Faden aufgehangen ist, in gerad-
linige, kreisformige oder elliptische Bewegung versetzen. Hingt
man unten an diese Kugel eine zweite an und hilt erstere fest,
so kann man letzterer die eben genannten Bewegungen erthei-
len. Lisst man nun, wihrend die unterste Kugel geradlinige
Schwingungen ausfuhrt, die obere elliptische vollbringen, so
beschreibt erstere eine Kurve, die einer von den jetzt betrach-
teten beiden Gruppen angehtrt. Diese beiden Beispiele zeigen
demnach, das#¥h der That die Curven, welche wir hier vor—
aussetzen, in Wirklichkeit hei den schwingenden Saiten er—
zeugt werden konnen, dass man andererseits auch Mittel be~
sitzt, sie willkurlich vor dem Auge beschreiben zu lassen. In
letzterer Beziehung wollen wir sofort eine einfache und be—
queme Einrichtung néher kennen lernen.

§. 8.
Des Verfassers Methode, die hierher gehdrenden Curven in optisch-
mechanischer Weise darzustellen.

1. Die Lissasous’sche Methode, mit Hilfe zweier Stimmga-
beln eine Gruppe von Schwingungscurven darzustellen, deren
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Wesen wir im Worigen Capitel bereits kennen lernten, liesse
sich so erweitern, dass man auch unsere jetzigen Curven er—
zeugen ktnnte. Zu dem Ende wire es nithig, drei Stimm-
gabeln, mit Spiegelchen armirt, in gehoriger Weise zusammen
zu stellen. Zwei davorl’ mUssten ein fiir allemal im Einklange
stehen und unter rechten Winkeln, wie wir im §. 2, 2. niher
Margethan haben, gegen einander aufgestellt sein. Das Strah-
lenbtindel, welches auf die erste, von da auf die zweite und
von hier ins Auge des Beohachters gelangt, erzeugi in letzte—
rem, wie wir wissen, die erste'Beibe der Cucrven auf Taf. V1,
also im Allgemeinen Ellipsen. Lassen wir aber das Strahlen-
biindel, bevor es ins Auge gelang}, erst auf eine dritte Gabel
fallen, und von dem Spiegelchen letzterer erst ins Auge, so ist
einleuchtend, wie nun eine Schwingungscurve erzeugt wird
durch das Zusammenwirken einer elliptischen und einer ge—
radlinigen Bewegung, vorausgesetzt, dass die Phasendifferens
bei den Unisonogabeln nicht etwa so gross ist, dass die Ellipse
#h eine Gerade tihergeht,

2. Diese Art der Derstellung ist jedoch eine compllclrte.
Am einfachsten ist die Methode anzuwenden, welche io einer
Bezichung schon unter §. 3, 2. erlutert wurde, In der Fig.42,
Taf 1 ist die Klemme K bestimmt, um eine StahHamelle in ihr
festzuklemmen und dieselbe Bestimmung hatte auch die kieine
Klemme £ mit Ritcksicht auf ein kleineres Stahilamellchen.
Diese obere Klemme % kann aber auch ein kleines cylindri-
sches Stibchen festklemmen, welches an seinem oberen Ende
gerade so wie das Lamellchen / mit einem ¥gegoldeten Mes—~
singknpfchen versehen ist, so dass bei der Bewegung vor den
Augen des Beobachters eine im reflectirten Tages - oder Son-
nenlichte erglinrende Curve beschrieben wird. Was sind dies
aber fur Curven? Der Stab L macht ebene Schwingungen und
mit ibm auch kI, Fig. 22, Taf. . Das cylindrische Stib-
chen [, aber kann mit Leichtigkeit fur sich in elliptische
Schwingungen versetzt werden und leitet man diese gleichzei-
tig ein: die ebenen des ganzen Systems und die elliptischen
von I, so resultirt eine Reihe von Curven, welche den unter
§. 7, 1. bezeichneten Charakter tragen. Je nachdem man das
Stibchen /, oder L oder auch beide verlingert oder verkirst,
kann man das Verhiiltnis von m:# in bestimmter Weise dndern.
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3. Denselben Zweck erreicht man jedooh auch in einer
andern Weise. Die Fig. 12, Taf.1 zeigt an der obern Fliche
von K das obere Ende einer Falze, welche K von oben nach
unten senkrecht durchsetzt. In diese Falze kann statt der La—
welle L ein etwa Y% Lin. dicker cylindrischer Stahlstab ein—
gesteckt und festgeschraubt werden. Selzen wir auf diesen
oben die Klemme & mit dem Stahllamelichen [, so leuchtet ein,
dass mit Leichtigkeit der Stab Z,, Fig.23, Taf.ll, und mit ihm
das ganze System in elliptische Schwingungen versetzt werden
kann, wihrend gleichzeitig fiir sich das Lamellchen / ebene
Schwingungen ausfithrt, so dass das Endknopfchen von letzte-
ren ebenfalls Curven beschreibt, von der Art, wie wir gie hier
wilnschen.

4. Wir haben oben gesehen, wie zwei Gruppen von Gur-
ven zum Vorschein kommen missen, die eine fur den Fall,
dass m > n, die andere fur den Fall, dass m < n. ‘Wir sind
nun im Stande, sowohl mit Hilfe der Einrichtung wie Fig. 22,
Taf. 1, als auch Fig. 23, Taf. Il dass m sowohl grisser wie
kleiner als n zu machen. In der Natur der Sache liegt es je—
doch, dass fur den Fall '

m>>n
die Einrichtung von Fig. 23, Taf. II fiir den Fall
m<n
dagegen die Einrichtung von Fig. 22, Taf. Ii benutzt wird.

Die Einrichtung eines solchen Kaleidophons, das ich be-
reits {rither beschrieben habe, besteht also in der zweckméis—
sigen Verbindung zweier Stibe, welche eniweder beide la-
mellenformig sind, oder von denen nur der eine diese Eigen—
schaft besitzt, wihrend der andere cylinderisch geformt ist.
Bei allen diesen Einrichtungen wird es jedoch dem Leser wie
dem Beobachter nicht entgehen, dass die Curven, welche das
leuchtende Kntpfchen beschreibt, meistens anderer Natur sind
als diejenigen, welche wir eigentlich erzeugen wollten. Bei
der Einrichtung nach der Fig. 12, Tal. I konnen wir ¢ constant
machen, aber das Verhiltnis von m:n lisst sich nur niherungs—
weise erreichen; es dndert sich wihrend der Bewegung, was
mit denselben Veranderungen im Aussehen der Curven ver-
bunden ist, als hitten wir bei vellstindig richtigem: Einstellen
des Verhiltnissos von m:n die Phasendifferenz < nach und nach
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getindert. Die @urven bieten demnach kein constantes Anse—
hen, sondern sie durcblaufen in gesetzmissiger Weise eine
Reihe von Formen. Noch mehr ist dieses aber der Fall, wenn
man einen cylindrischen und einen ebenen Stab verbindet,
weil nunmehr sich nicht nur fortwihrend die Phasendifferenz,
sondern auch der im §. 7, . bezeichnete Winkel ¢ #4ndert.

enn wir wissen Alle, dass ein Strickstock, der an einem Ende
eingeklemmt und aus der Gleichgewichtslage herausgebracht
wird, mit dem anderen Endpunkté eine Ellipse beschreibt, de—
ren Axén der Grosse und Lage mdieh sich #ndern, die sogar in
bestimmten Momenten in eine gerade Linie Ubergehen kann.
Unter §. 7, 1. haben wir aber angenommen, und diese An-
nahme wird auch im Folgenden immer festgehalten werden,
dass die Ellipse eine constante Gestalt besitze, dass auch der
Winkel ¢ bestdndig derselbe sein solle, woraus hervorgeht,
dass in dieser idealen Weise durch die Einrichtung des Kalei-
dophons die Versuche nicht angestellt werden ktnnen. Letz~
tere fallen viel mannigfacher aus, indem gleichzeitig eine Aen~
derung von ¢, von me, mf@, mu und endlich von.d vor un-
seren Augen sich vollzieht. Diese Aenderungen ktnpen je-
doch pach Willkiir bei zu rascher Aufeinanderfolge verztigert
werden, so dass dus Auge trotz der grossen Mannigfaltigkeit
der Erscheinungen im Stande ist, in einem bestimmten Mo-
mente jene Form zu erkennem, welche bestimmten Voraus-
setzungen Genlige leistef.

. : ‘ §. 9. o
Graphische Darstellung der hisrher gehbrigen Schwingungseurven.

1. Stellt'a in der Fig. 24, Taf. Il den Anfangspunkt der
geradlinigen. & den Anfangspunkt der eiliptischen Vibrations—
sbewegung vor, so ist es leicht, den Anfangspunkt der gemein-
samen Bewegung zu bestimmen. Denn offenbar hat man nur
ntthig, die Gerade uy, parallel mit sich selbst so zu verschie-
ben, his der Punkt m auf dem Punkt & zu liegen kommt, wo~
durch der Punkt ¢ nun den Ort ¢ als den verlangten Anfangsort
der gemeingamen Bewegung einnimmti. Wiirde im ersten Zeit~
momente der gemeinsamen Bewegung der bewegte Punkt von @
nach g, und gleichzeitig auf der Ellipse von b nach &, versetzt, so
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wiirde er am Ende des ersten Zeittheilchens eoffenbar nach ¢
gelangt sein, ein Ort, welcher erhalten wird, sobald man die
Gerade uy, parallel mit sich selbst so verschiebt, .dass m auf b,
zu liegen kommt und @, nach ¢ gelangt. Will man also eine
Anzahl Bestimmungspunkte fur irgend eine zu zeichnende Curve
haben, so hat man nur nsthig, die geradlinige Vibrdtionsstrecke
pu, parallel mit sich selbst zu verschieben, so dass der Punkt
- m auf dem Umfang der Ellipse eine ganz bestimmte Stelle ein—
) nim%t_, und von dieser Stelle aus auf der_Strecke gy, einen
Punkt zu suchen, auf den der¥hewegte Punkt zu liegen kime,
wenn die geradlinige Bewegung allein da- wire.

Man sieht aber leicht ein, dass derselbe Zweck auch da-
durch erreicht wird, dass man die Gerade pu, fest liegen lisst
und lings ihr die Ellipse parallel mit sich selbst so verschiebt,
dass ihr Mittelpunkt einmal die Lage a, sowie der Punkt b die
Lage 0, das anderemal die Lage @,, sowie der Punkt b die
Lage ¢ orhilt. Also eine Parallelverschicbung von pu, bei
fester Ellipse oder eine Parallelverschiebung der Ellipse bei
fester Geraden gy, fuhrt zum Ziele, und es fragt sich nur, wel-
ches Verfahren ist das zweckmissigere?

. 2. Um wirklich in bequemer Weise und mit hinreichender

Genauigkeil unsere Curven zu zeichnen, verfahren wir ganz
dbnlich, wie im zweiten Capitel fir eine andere Curvengatiung
dargethan wurde. Wir verschaffen uns nidmlich zwei Schablo—-
nen. Die eine ABCD Fig. 28 a, Taf.lI enthitlt 32 Bestimmungs~
punkte, welche liegen auf dem Umfange der elliptischen Bahn ;
die andere EFGN Fig. 25 b, Taf. Il enthiilt 17 Bestimmungs-
punkte der geradlinigen Vibrationsbowegung g, , von denen
aber jeder; wie wir wissen, zweien Momenten dér Bewegung
enispricht, so dass wir auch fur jedes 32t dor geradlinigen
Bewegung sofort den Ort kennen, welchen der bewegte Punkt -
einzunehmen hat. Die Art,und Weise, wie diese Punkte ftr die
Ellipse wie fur die Gerade gefunden werden, bedarf keiner
Avuseinandersetzung. Diese beiden S8chablonen werden am be~
sten von dlinnem Messingbleche oder auch wohl von dunnem
und steifem Cartonpapier angefertigt.

3. Ich habe es fur hinreichend gehalten, nur solche Cur-
ven zu zeichnen, fur welche der Winkel ¢ gleich Null, d. h.
die Gerade uy, mit der Axe ae, zusammenfyllt. Fur diesen
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Fall ist es nun'ém einfachsten, die Gerade ug, parallel mit sich
selbst bei fesistehender Ellipse zu verschieben. Die Bewe-
gung auf der Ellipse ist stets vom & ‘aus in der -Richtung
efafo ... zu denken, ebenso auf der Geraden in der Rich-
tung mumg,m ..., und diesen Annahmen gemdss wollen wir
awei*Aufgaben losen: nimlich zunichst eine Curve zeich-
nen fiir:
. ma=2
n =1
Py
19'45‘;.

Wir nehmen die Schablone ABCD, legen dicselbe auf ein Blatt
Papier und stechen mit einer Nadel dic Ellipsenpunkie ein; ist
dieses geschehen, so nehmen wir die Schablone EFGH und
bringen sie zuntichst in die Lage von EF, Fig. 26, Taf.1l. Da

nun ¢ = % und m == 2 ist, so folgt nach den Lehren des vori~

gen Capitels §. &, 1., dass wir im 8t Theilpunkt der Geraden
py, einstechen mussen, um den Anfangspunkt der zu zefchnen—
den Curve zu erhalten. Er ist in der Fig. 26, Tafl. Il mit ¢ be~
zeichnet. Um einen weiteren Punkt zu erhalten, verschieben
wir EF soweit, bis der Punkt m auf den néchst an « in der
Richtung der eben bezeichneten Bewegung zu liegen kommt;
da aber in dieser zweiten Lage EF der urspringlichen parallel
sein muss, so bat man nur daftir zu sorgen, dass die Kante EF
lang genug ist, um bei jeder Lage zwei Punkte treffen zu kin—
nen, die wie die Punkte @ und o, oder (1) und (48} u. s. f. lie-
gen; man rickt also, um den weitern Bestimmungspunkt der
Curvg zu finden, sobald m an () liegt, EF an den Punkt (15)
und Sticht dann auf EF vom 8t Punkt rickwirts um 2 Punkte
ein. So geht es weiter: immer um einen Punkt auf.der Ellipse
fortgeriickt und dann um 2 auf der Geraden. Auf diese Weise
erhilt man die Punkte, welche in unserer Fig. 26, Taf. Il mit
¢, 2, 5, 4 ... bezeichnet sind, und um die Curve wirklich zu
erhalten, verbindet man diese Punkte mit Rucksicht auf die
mdglichst richtigen Krummungsverhiltnisse. Der beigezeioh—
nete Pfeil deutet die Richturig der Bewegung auf der Schwin-
gungscurve an.

Sollte ferner eine Schwingungscurve gezeichnet werden
fiir
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me= 1
n=9%2

L] 8
d=7 =

so missen wir gemiss den Werthen fur m und n auf der Ellipse
immer um 2 Punkte fortrucken und zugleich auf EF um ¢inen.

Dam=1 und 4= —3%, so wird der Anfangspunkt gefunden,

wenn wir bei der Lage von EF Fig. 27, Taf. Il im 8%» Punkte
von BF cinstechen. Der weitere Fortgang ist ersichtlich.

k. In dem Maasstabe der Figuren 26 und 97, Taf Il wur—
den nun zunichst fur dieselben Werthe venJ wie bei den Cur-
ven des zweiten Capitels und dieselben Verhaltnisse von m und
n eine Reihe von Curven gezeichnet, auf Pappe aufgeklebt und
auf photographischem Wege verkleinert, wie die Taf. VIII und

Taf. 1X zeigen, zu deren weiterem Verstindnis fur jotzt nichts
hinzuzuliigen ist. Es moge jedoch hier darauf aufmerksam ge-
macht werden, dass alle Betrachtungen, die wir §. 8, 1 anstell-
ten, auch fU.r unseren jetzigen Fall giltig sind. Ferner ist
cinleuchtend, dass unser jetziger Paragraph eigentlich nur eme
speciellere Ausfuhrung dessen enthilt, was bereits 1m§ 5 2
in allgemeiner Weise angedeutet wurde

§. 10.

Vorlinfige Betrachtungen ber geometrische Bigenschaften und physika-
lische Bedeutung der hierher gehirigen Schwingungscurven.

1. Ein Blick auf die Taf. VIllund IX lehrt, wie auch hei der
jetzigen Gattung von Schwingungscurven ein einfacheregVer—
Liltnis von m : n durch einfachere geometrische Formen sich
anzeigt. Wihrend wir aber bei den Curven der Taf. V und VI
sogenannte vereinfachte Curven antrafen, bemerken wir jetzt
diese nicht, und nur unter ganz besonderen Umstinden wire

es denkbar, dass solche Curven aufiriten. Fur1‘}=% erblicken

wir in der ersien Horizonlalreihe der Taf. VIII eine Ellipse als
Schwingungscurve ; unter der bestimmten Voraussetzung aber,
dass me = mu, wirde fiir diesen Werth von & eine verticale
Gerade zum Vorschein kommen. Sehen wir von solchen be-
sonderen Annahmen ab, so stellen sich alle Curven der Taf. VHI,
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sobald man dieselben auf ein Parallelcoordinatensystem be-
zieht, als vom 2m#, alle Curven der Taf. IX dagegen vom
2nten Grade heraus. .

9. Denken wir uns die Axen der Ellipse, welche die eine
Gomponente bildet, als Goordinatenaxen eines rechtwinkligen
Coordinatenkreuzes me als @, m@ als y Axe, so erkennen wir
fplgende Gesetzmussigkeiten:

a) Im Allgemeinen zcigen weder die Curven der Taf. VIII

noch der Taf. IX eine Symmetrie bezuiglich einer der Cogrdi-
natenaxen, somdern diese tritt mur auf fur bestimmte Werthe
von &: Eine Symmetrie gleichzeitig zu beiden Axen, wie wir
sie bei den Curven der Taf. V und VI fur bestimmte Werthe
von & in jeder Horizontalreihe fanden, tritt hier nur fir be-
}%t_immte & in der ersten Horizontalreihe auf.
* b) Wie bei den Curven des vorigen Capitels zeigt sich
auch hier, dass fur alle Werthe von %, sobald m und n gleich—
zeitig ungerade Zahlen sind, die Curven einen Mittelpunkt be-
sitzen. Ist dagegen m gerad und n ungerad, oder umgekehrt,
so finden wir fir keinen einzigen Werth von & in unserem
jetzigen Falle eine Miticlpunktscurve.

¢) Ist m und n-gleichzeitig ungerad, so haben wir in den
betreffenden Horizontalreihen funf verschfédene Curvenformen,
die in verschiedenen Lagen auf cinanderfolgen, beziehungs—
weise sich in der einen oder andern Lage wiederholen. Ist
dagegen m gerad, n ungerad, so reducirt sich diese Zahl 5 auf
die Zahl 3. '

3. Die Act und Weise, wie die Curven der Taf. VI und
TX epgstehen, lusst uns im Voraus erkennen, wie viele Maxima
und Minima parallel der 2 und y Axe wir zu erwarlen haben:
Eine Gerade bewegt sich mit sich parallel so, dass’ibr Mittel~
punkt immer auf dem Umfange einer Ellipsc bleibt, oder auch
umgekehrt : eine Ellipse bewegt sich so parallel mit sich selbst,
dass ihr Mittelpunkt bestindig auf einer Geraden bleibt. Hal-
ten wir letztere Bewegung in Gedanken fest und achten darauf,
dass in der Zeiteinheit dieser Marsch. der Ellipse mmal vor
sich geht und dass wihrend dieser Zeit der bewegliche Punkt
nmal um die Ellipse l4uft, so folgt einfach, dass parallel jener
Geraden (in unsern Figuren uy,) oder parallel der x Axe n
Maxima und » Minima stattfinden, dass ferner alle diese Maxima
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und Minima von gleicher Grosse sind, dass also alle Curven an
diesen Stellen zwei Linien bertthren, welche im Abstande ug
und ugB, parallel zu mu gezogen werden kinnten. Wie viele
Maxima und Minima haben wir aber parallel dér y Axe zu er—
warten? Anstatt die Carven, von denen hier die Rede ist,
anzusehen, als entstenden durch das Zusammenwirken ‘einer
elliptischen und einer geradlinigen Vibrationsbewegung, kang
man sie auch entstanden denken aus dem Zusammenwirken
dreier geradlinigen Bewegungen, von denen zwei, nim-
lich ec, und pit,, zusammen in eine Gerade fall’&y"w:ihrend die
dritte ﬁﬁ, senkrecht hierzu stattfindet. Bei der gestellten Frage
kommt der Einfluss letzterer Componente nicht in Betrachd,
sondern nur der der beiden Bewegungen ea, und uu,. Die
Schwingungszahl von e, ist offonbar dieselbe wie bei der ely
liptischen Bewegung, d. h. gleich n, die von pu, dagegen gleich
m. Also zwei geradlinige Bewegungen unter einem Winkel
von 0 Grad wirken zusammen, wie viel Maximal - und Mini-
malstellen haben wir zu erwarten? Ohne Zweifel ebensoviel
als bei den Curven der Taf. VII, d. h. immer so viel, als die
grossere Schwingungszahl angiebt. Daraus folgt, dass wir
auf der Tal. VIII parallel der y Axe m, dagegen auf der Tal.IX
n Maxima und Minima zu erwarten haben, dass mithin auf
letzterer Tafel paraliel beiden Axen gleich viele Maxima und
Minima vorkommen. Begreiflicher Weise konnen letztere
Maxima und Minima nicht alle gleich sein, woraus folgt: dass
unsere jetzigen Gurven nicht in gleicher Weise wie die Curven
der Taf. VI und V in ein Rechteck oder Parallelogramm kin-
nen eingeschrieben werden.

4. Wenn man bei den Curven des vorigen Gaplte - die
Elongationsweilen my und my #ndert, und zwar in beliebiger
Weise, so #ndern sich hiermit auch immer die Formen der
Schwingungscurven; jedoch bestehen diese Aenderungen, wie
schon erwihnt, nur in einem Schmiler— oder Breiterwerden
nach der einen und andern Vibrationsrichtung hin. In unserem
jetzigen Falle aber verhilt sich die Sache anders, indem sehr
verschiedene Gurvenformen zum Vorschein kommen, falls man
die Grossen ma, mg8 und mu so oder so wahlt, falls man z. B.
mit einer grossen elliptischen eine kleine geradlinige Vibra—
tionshewegung oder umgekehrt verbindet. Es lag nicht in
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meiner Absicht, eine grissere Anzahl von Tafeln zu zeichnen,
aus deren Anblick diese Formverinderungen sich erkennen
lassen. Nur eine wurde zu dem Ende angefertigt, nimlich die
Taf. X. Die elliptische Bewegung, welche bei diesen Curven
stattfand, ist dieseibe, wie bei den Curven der beiden Taf. V1il
und IX. Deshalb sind die verticalen Dimensionen dieselben,
wie bei den Curven der letzteren Tafeln; die geradlinige Vi-
brationsbewegung aber wurde kleiner angenommen, wie man
eben auf Taf. X bei der ersten Curve der obersten Horizontal~
reihe sieht, -widiese Vibrationsbewegung durch ug, bezeich—
net ist. Vergleicht man diese Curven der Taf. X mit denen
der Taf. VIII, so erkennt man deutlich, wie gewisse Durch-
schnitte von Curventheilen, welche dort zu Stande kamen, hier
picht vorhanden sind; die Curven nehmen einfachere Gestalten
‘fin, sie werden theilweise von einem niederern Gerade, indem
g. B. die Curven der dritten Horizontalreihe alle vom Aten
wihrend die auf der Taf. VII[ vom 6t Gerade sind.

Aus diesen Umstinden folgt, dass bei den Curven, welche
entsteben durch eine elliptische und eine geradlinige Vibra-
tionsbewegung, das Auge nicht immer mit Sicherheit auf das
Verhdltnis von m:n schliessen kann, wig es unter allen Um-
stinden bei den Curven des vorigen Capitels, jedoch abgese-
hen von dem Falle, dass @ gleich Null, mbglich ist.



Viertes Capitel.

Optisch-mechanische und graphische Darstellung
derjenigen Schwingungscurven, welche durch das
Zusammenwirken zweier elliptischen Vibrations-

. bewegungen erzeugt werden.

§ 1.

Allgemeine Betrachtungen.

A. In der Fig. 28, Taf. Il sind zwei concentrische Ellipsen
gezeichnet mit den Axen ae, und 88,, sowie yy, und dd,. Jede
dieser Ellipsen stelle eine Bahn vor, welche ein schwingender
Punkt zu durchlaufen hitte, der hier der einen und dort der
andern elliptischen Vibrationsbewegung folgen misste. Ge—
setzt, dieser Punkt sollte den beiden elliptischen Bewegungen,
die ich der Kurze halber mit «f und yd bezeichnem will,
gleichzeitig Genllge leisten, so kann dies nur dadurch gesche—
hen, dass er eine resultirende Bewegung einschldgt und eine
Schwingungscurve durchisuft, deren Form abhingt: von der
Schwingungszahl m der Bewegung af, von der Schwingungs—
zahl # der Bewegung yd, von dem Winkel @, der zwischen ma
und my liegi, von der Phasendifferenz %, die wir der Bewe-
gung yJ zurechnen wollen, sowie endlich von den absoluten
wie relativen-Grissen von me, mf, my und md.

Wir setzen hierbei wiederum m und » als ganze Zahlen
voraus, und nehmen ferner die beiden Bewegungen von « und
y aus in den Richtungen afe,g,a ... sowie ydy,d,y ....

2. Auch diese eigenthiimlichen Bewegungen triffi man bei
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sckwingendem Saiten an, indem z. B. eine Saite, welche
Grundton und Octave erklingen lisst, jenen sowohl wie diese
durch elliptische Vibrationen erzeugen kann, wobei also die
Punkte der Saite Bahnen beschreiben mussen, welche ihrer
Form nach zu den jetzt betrachteten Schwingungscurven ge—
boren, Denken wir zurlick an jenes Pendel, mit den heiden
Kugeln, von denen die oberste und unterste jede fir sich el-
liptische Schwingungen machen kinnen, und leiten wir diese
Bewegungen gleichzeitig ein, so wird die unterste Kugel offen~
bar eine hiemehﬁrige Bahn durchlaufen.

§. 12.
, GpUsch-mechanische Darstellung dieser Carven.

1. Es unterlegt koinem Zweifel, dass wir die Lissasous'-
sche Methode der optisch-mechanischen Darstellung von Schwin-
gungscurven auch auf unsern jetzigen Fall anwenden kénnen,
indem wir zwei Paar Stimmgabeln, jedes Paar im Einklang
stimmend, in geeigneter Weise neben eingnder stellen und von
einer Gabel auf die andere Licht bis zuletzt auf eine Wand
oder in unser Auge reflectiren lassen. Diese complicirte Me—
thode ¥ermeidend, konnenh wir aber avem ganz in derselben
Weise wie bei den beiden vorausgehenden Curvengattungen
unser Kaleidophon benutzen. Zu dem Ende haben wir nur
ntthig, statt der Zusammenstellung von Stiben, wie sie die
Fig. 12, Taf. | anzeigt, eine gemiss der Fig. 29, Taf. T zu tref-
fen. Bia ebene Lamelle L ist durch einen eylindrischen Stahl-
stab L,, das ebene Lamellchen ! durch ein cylindrisches Stab-
chen 4, ersetzt. ‘Jeder:disser Cylinder macht elliptische Schwin~
gungen, welche zusammen eingelsitet, dém obersten Ende von
[, die hier angegebenen Bewegungen ertheilen. :

2. Es ist wiederum einleuchtend, wie die, auf solche
Weise hervorgebrachten, Vibrationserscheinungen den idealen
Anforderungen gemiss §. 41, 1. nicht entsprechen, sondern
viel complicirterer Natur sind, indem sich fortwihrend die
Grbssen &, @, me, mB, my und md sndern. Dessenungeachtet
gewihrt es Befriadigung aus einer grossern Mannigfaltigkeit von
Curvenformen, nur in einem bestimmten Memenie eine zu er-
kennen, die eben bestimmten Anforderungen entspricht.
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Es leuchtet ferner ein, dass es nicht einerlei ist, ob die
Bewegung of oder y0 die schnellere ist, ob alse m>n oder
umgekehrt. Jedoch ist begreiflich, dass hierdurch nicht in
gleicher Weise zwet Gruppen von Curven zum Vorschein kom-
men wie im vorigen Capitel. Denn dort verwechselten wir die
Rolle einer Geraden mit der einer Ellipse, wihrend hier nur
verschieden geformte Ellipsen ihre Rollen umtauschen. Statt
aweier Tafeln werden wir also im jetzigen Falle mit einer aus—
reichen,

3. Nachdem ich nun die Einrichtung meings Kaleidophons
zur Darstellung einer grossen Menge von Vibra%:nserscheimm—
gen erliutert habe, muchte ich hier noch eine Vervollkomm~
nung des ganzen Apparatchens angeben, dic vielleicht man-
chem der Leser als erwilnscht erscheinen durfte: nidmlich die
Finrichtung gur cigentlichen objectiven Darstellung der Curven
in grossem Maasstabe. Zu dem Ende wurden dem Apparate ne—
ben den vier Stahchen L, I, L, und I, welche oben mit ver—
goldeten Kndpfchen verschen sind, noch zwei andere heige~
geben, gerade so wie {und /,, nur dass statt der Knopfchen
oben kleine Metallspiegelchen angebracht sind. Auch ldsst
sich die Einrichtung wohl so treffen, dass man auf einem und
demselben Stab, jenachdem man diesen oder jenen Versuch
machen will, bald das Knopfchen, bald das Spiegelchen auf-
schraubt. Stellt man nun den Apparat se auf, dass die Sonne
oder auch wohl das electrische Licht auf das ohere Spiegelchen
fillt, und leitet die gemeinsame Bewegung ein, so erscheint auf
einer gegenitberstehenden Wand die leuchtende Schwingungs—
curve in einem Maasstabe, der zugleich einem ganzen Audito-
vium eine deutliche Vorstellung von dem Hergange der Sache
giebt. Um wenigstens im einen Sinne bestimmie Drehungen
mit Leichtigkeit vornehmen zu ktnnen, wurde ferner die
Klemme K Fig, 12, Taf. I nicht unmittelbar an den Tisch ge—
schraubt, sondern mittelst eines Charniers an ein Stick Holz #
befestigt, und dieses erst dazu bestimmt, fest an eine Tisch—
platie oder eine andere geeignete Unterlage angeschraubt zu
werden. Die ganze Kinrichtung erliutert die Fig. 30, Taf. Il,
in weleher die Zusammenstellung so gewthlt ist, wie sie den
Curven der Taf. VI entspricht.

MeLDE, Bchwingungecurven. [
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§. 13.
Graphische Darstellung der hierher gehbrigen Schwingungscurven.

A. Nehmen wir an (Fig. 31, Taf. IIl), jede der beiden Be-
wegungen finde unabhiingig von einander statt, die ellipti-
sche Bewegung auf ofa,8,¢ wie auf ydy,d,y, so wirde also in
einem bestimmten Momente vermige der ersten Bewegung der
Punkt sich gerade in a, vermtge der zweiten sich gerade in b
befinden. Wenn aber gerade von diesem Augenblicke an die
gemeinsame Fggvegung beginnen sollte, wo ist der Anfangs-
punkt dieser %einsamen Bewegung zu suchen? Ohne Zwei-
fel da, wo der Punkt b hin zu liegen kommt, wenn wir die El-
lipse 3 parallel mit sich selbst so weit verschieben, bis ihr
Mittelpunkt mit dem Punkte a zusammenfillt, d. h. auf den
mit 0 bezeichneten Punkt. Wire von nun an jedg der beiden
Bewegungen wieder ftir sich vorhanden, wirde im nlchsten
Momente vermoge der einen Bewegung der Punkt nach a, ver-
moge der andern nach b, gelangen, so leuchtet ein, dass er am
Ende dieses Zeittheilchens, wenn die beiden Bewegungen with—-
rend ‘desselben gleichzeitig auftreten, dahin kommt, wo der
Punkt b, hingelangt, wenn die Ellipse yd parallel mit sich selbst
soweik. verschoben wiirde, bis ihr MitteMi#nkt auf a, zu liegen
kiime, d. h. suf den mit / bezeichneten Punkt. Um demnach
eine Reihe von Punkten, der gemeinsamen Bewegung angeho-
rend{ zu finden, verschichen wir eine Ellipse parallel mit sich
selbst, so dass ihr Mittelpunkt hierbei auf der andern Ellipse
um eime ganz bestimmte Strecke fortriickt, und suchen auf er—
sterer den Punkt, den der bewegliche Punkt vermige ersterer
Bewegung allein einnehmen wirde: der gefundene Punkt ist
immer einer der verlangten Bestimmungspunkte.

2. Um diese Aufgabe nun praktisch zu lgsen, verfahren
wir auf folgende Art. Auf einem Stiicke Blech Fig. 32 a, Taf. 1l
ABCD stechen wir, nach einer allbekannten Methode, 32 Theil-
punkte ein, welche 3% Momenten der einen elliptischen Bewe-
gung entsprechen. Dann nehmen wir ein zweites Stiick Blech
oder steifes Papier EFGH (Fig. 32 b, Taf. Ill) und stechen 17
Theilpunkte, der zweiten Ellipse entsprechend, ein, so dass
der 0Ot und 16t Theilpunkt der Ellipse in die Kante EF zu
liegen kommt. Auf diese Weise hat man von letzterer Bewe-
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gung zunichst zwar nur 46 Punkte, aber bei einer Drehung der
Schablone um 480" noch einmal 46, also auch im Ganzen 32.
Die Schablone Fig. 32 a, Taf. Il dient dazu, um aufl einem Blatt
Papier 32 Theilpunkte der einen Ellipse einzust#then; wibrend
die Schablone Fig. 32 b, Taf. III dazu bestimmt ist, parallel mit
sich selbst verschoben zu werden, um dann in einem ihrer
Theilpunkte einzustechen und se mehr und mehr Bestim-
mungspunkie fiir die zu zeichnende Curve zu erhalten,

Dies vorausgeschickt, mige eine Curve gezeichnet wer-

den fur: ' -
m=2
ne=3
3
S5 =1
p=0.

Wir nehmen die Schablone AC, legen sie auf ein Blatt Papier
und stechen, da m=2 ist, in jedem zweiten folgenden Punkte
mit der Nadel ein, wie in Fig. 33, Taf. Il zu sehen ist, Dann
wird die Schnblone EG zur Hand genommen und, um den An-
fangspunkt der Bewegung zu erhalten, zunichst in die Lage

gebracht, wie es die Fig. 33, Taf. Hl zeigt. Da 9 == —2 7) SO mills—

sen wir, von y angerechnet, im Atr Theilpunkte einggechen,
um den Nullpunkt der Bewegung zu erhalten, wie sich ergeben
wird, wenn man die Lehren des §. 4, 1. gehtrig beachiet.
Um einen weitern Bestimmungspunkt zu er}mlun verschifeben
wir die Schablene so, dass der Mittelpunkt von yy, auf den
Punkt (#) zu liegen kommt und EF der Anfangslage parallel
bleibt, und stechen vom 4t Theilpunkt auf ydy, gerechnet um
3 Punkte weiter ein, da ja einem Fortrtcken von 2 Theilpunk-
ten auf der einen Ellipse, ein Fortricken von 3 auf der andern
entsprechen soll. Der Punkt ¢ ist der verlangte. So forl—
schreitend, ist die Zahl der 32 Bestimmungspunkte der ver-
langten Gurve erreicht, sobald man um die Ellipse ef zwei
und zogleich um y3 drei Wanderungen gemacht hat. Die
Curve, welche hierbei zum Vorschein kommt, wenn man die
32 Theilpunkte gehirig verbindet, zeigt unsere Fig. 33, Taf. liL

In diesem Maasstabe wurden’ zuniichst fur diesclhen Werthe
von & und unter der bestimmten Voraussetzung, dass p=0, die
den sechs verschiedenen Verhilinissen von m:n entsprechen-

[ %
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den Curven gezeichnet, dann verkleiners zu dem Maasstabe der
Taf. XI, welche wir sogleich etwas niher betrachten wollen.
Vorher jedoch miichte ich noch einige Erleichterungen bei der
graphischen Dgrstellang angeben, welche iberhaupt beim
Zeichnen von Schwingungscurven beachtenswerth sind. Im
Allgemeinen haben wir zwei Schablonen néthig, die eine dient
dazu, eine Reihe fester Punkte auf Papier einzustechen, die an-
dere dagegen wird auf diessm Papier in geeigneter Weise ver-
schoben, Um bei dieser Verschiebung bestimmtie Richtungen
einhalten zu nen und Gegenden des Zeichenpapiers nicht
zu ilbordeck;%‘ musste die zu verschiehende Schablone in
geeigneter Weise ausgeschnitten werden, also z. B. die Scha~
blone Fig. 32 b, Taf. Ill so eingerichtet werden, dass ibre eine
Kante EF in sich die drei Punkte y, 7, und m enthielt und aus-
serdem nur die Hilfte der 32 Ellipsenpunkte. Hierdurch ist
man gentthigt, von Zeit zu Zeit diese Schablone umzukehren,
was zeitraubend und fir den Zeichner mithevoll ist. Um Alles
dies zu vermeiden, thut man gut, die eine Schablone, welche
immer parallel mit sich verschoben werden muss, aus durch-
sichtigem Oelpapier zu machen, auf diesem die betreffenden
Punkte der geradlinigen oder elliptischen Bewegung anzuge-
ben, upd beim Verschieben dieses Papie¥#*durch jene Punkte
anf das Zeichenpapier einzustechen. Die Durchsichtigkeit des
Qelpapiers gewithrt hierbei manchen Vortheil, und an Genawig—~
keit dilrfte ein solches Verfahren dem, nach welchem man
Messingblech zu den Schablonen verwendet, schliesslich nichi
nachstehen,

814 :
Vorliufige Botrachtunyg der Formverhilinisse der hierher gehdrigen
Schwingungsenrven.

1. Die Tafel XI zeigt, dass auch hei dem Zusammenwirken
zweier elliptischen Vibrationshewegungen, sobald sie im Ein-
klange stchen, eine Ellipse als Schwingungscurve resultirt,
was voun vornherein erwartet werden konnte: denn da eine
elliptische Vibrationshewegung als Resultat zweier gleichzeitig
auftretender goradlinigen Bewegungen anzusehen ist, so haben
wir es hier eigentlich mit vier geradlinigen Bewegungen zu
thun, deren Schwingungszahlen alle gleich sind; drei hiervon
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geben, wie die Taf. VIl und X zeigen, eine Ellipse, und diese
muss mii der vierlen geradlinigen Bewegung wieder eine ol-
liplische crzeugon., Ueberhaupt, wir dirfen eine beliebige An—
zahPgeradlinigor Bewegungen combiniren, sobald ihre Schwin—
gungszahlen alle gleich sind, setzen sie sich zu ciner ellipti-
schen zusammen, welche allerdings speciell als Kreis, als Ge~
rade und auch als Punkt sich gestalten kann.

2. Was die Form der Curven anlangt, so zeigt die Tal. X1
im Allgemeinen in jeder Horizontalreihe nur soleche, die we-
der beztglich der x Axe (eine Gerade, die it den Axen
aa, und yy, zusammenfillt), noch bezuglich der ¥ Axe symme-
trisch liegen. Nur fur bestimmte Werthe von 3 erhalten wir
symmetrische Formen, bald zu einer der Axen allein, bald zu
beiden und zwar Lotzteres nur dann, wenn m und n ungerad
ist. In dicsem Falle sind {ir jeden Werth von  die Schwin-
gungscurven auch Mittelpunktscurven. Ueberhaupt wird fol-
gender Satz als ricbtig erkannt werden miissen:

»Wenn einc beliebige Anzahl geradliniger Vibrations-
vbewegungen gegeben ist, welche nach den Schwingungs—
vzahlen in zwei Theile zerfillt, der eine mit einer Schwin—
»gungszah! gleich m, der andere mit einer Schwingungs—
wzahl gleich n, und diese beiden Zahlen sind ungerade, so
vist dic aus dem Zusammenwirken aller jener Vibrations—
vhewegungen resultirende Schwingungscurve einoe Mittel-
spunkiscurve.«

3. Da wir in unserem jetzigen Falle die Curven auch so
hetrachien kinnen, als wilren sie aus zwei Paar geradlinigen
Vibrationsbewegungen entstanden, von denen das eine Paar in
dic o, das andere in die y Axe fillt, so kénnen wir gemiss der
Beschaffenheit der graphischen Darstellungen auf Taf, VII er-
warten, dass, wenn, wie es in unserem joetzigen Fall angenom-
men isl, n>m wir sowohl parallel der einen wie der andern
Axc n Maxima und Minima zu erwarten haben. Denn in der
a Axe fallen die Bewegungen ee, und yy, zusammen : jene mit
der Schwingungszahl m, diese mit der Schwingungszahl »n; in
der y Axe vereinigen sich die Bewegungen 88, und 46, mit den
Schwingungszahlen m und #. Jedes dieser Paare wirde bei
der graphischen Darstellung nach Ari der Taf. VII eine Curve
liefern mit #» Maximis und Minimis, woraus folgl, dass auch
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unsere Curven der Taf. XI nach beiden Axenrichtungen hin,
dieselbe Angahl Maxima und Minima besitzen. Da diese Maxima
und Minima begreiflicher Weise nicht alle gleich sein kinnen,
so foigt, dass unsere jetzigen Gurven nicht in gleicher Weise
wie die Curven der Taf. V und VI in ein Parallelogramm oder
Rechteck eingeschrieben werden kénnen, ja dass sie selhst
nicht einmal zwischen zwei Parallellinien eingeschriehen wer-
den kdnnen, wie es bei den Curven des vorigeh Capitels der
Fall war. :

k. Unserg, jetzigen Schwingungscurven eorscheinen alle
vom 2nten Grade. Achten wir darauf, dass die Curven der

Taf. V, VI und VHI vom
then,

die der Taf. IX und XI vom

' . nten o
Grade sind, dass dort m, hier n die grosserd Schwingungszahl ist,
so kéinnen wir sagen, wenn wir von Besonderheiten, wie sie sich
aul Taf, X aussprechen, absehen, dass aus dem Grade einer
Schwingungscurve, welche einer der drei hier genauer betrach-
toten Galtungen von Schwingungscurven angehort, die grosscre
Schwingungszahl erkannt werden kann.
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Weitere Methoden der Darstellung und Beobachtung
von Schwingungscurven, sowie Nutzanwendungen
von letzteren.

§. 18.

Einfache Apparate zur subjectiven Cembination zweier geradlinigen
Vibrationsbewegungen,

1. Die Mothoden, welche im Vorhergehenden zur Darstel-
lung und Beobachtung von Schwingungscurven angegehen
wurden, sind nicht etwa die alleinigen, sondern cs lassen sich
" diese noch sehr vermehren, wie wir sogleich sehen werden,

In Fig. 34, Taf. Il ist die Einrichtung eines Apparates an-
gedeutet, dessen wirkliche Ausfihrung mit keinerlei Schwic—~
rigkeiten verbunden ist. L und L, stellen zwei Stahllamollen
vor, deren Fliche senkrecht zur Ebenc des Papiers’ liegt.
Scnkrecht zu diosen Lamellen sind vorn an thnen zwei Platien
angebracht, von denen CD unter AB liegend zu denken ist.
In AB wie CD ist ferner ein Schlitz ausgeschnitten, welchen
unsere Figur dort it gge,, hier mit »», bezeichnet. Diese hei-
den Schlitze, rechtwinklig zu einander gestellt, gestatten dem
Auge, das von oben nach unten durch sie hindurch sehen will,
dieg nur durch eine kleine quadratische Oefinung, und etwa
noch an den Stellen des Schlitzes py, und »v,, welche tber CD
und AB hinausragen. Klempen wir die Stibe an den als frei
gezeichneten Enden ein und versetzen sie in transversale
Sehwingungen, so lcuchtet ein, wie das von ohenfach- unten
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auf die Piatten und Schiitze schende Auge einen hellen Punkt
auf dunkler Unterlage herumwandern sieht, indem fortwithrend
dic beiden Schlitze an andern Stellen das Licht durch ein pa-
rallelogrammatisches Loch hindurch lassen, es leuchiet ein,
wie dicser helle Punkt jene CGurven beschreibt, die wir aus
Tal. V und VI bereits nibher kennen lernten. Denn mit Leich-
tigkeit kann man statt der rechtwinkligen-auch eine schief-
winkliche Anordnung der Schiitze gy, und »v, treffen.

2. In ganz dholicher Weise stollt die Fig. 35, Taf. 111 eine
Kinrichlung vor, deren Ausfuhrung noch einfacher ist, wie im
vorhergehenden Falle.  Zwei Stahllamellen L und L, sind an
ihrem cinen Ende mit zwei feinen geschwirzten Driithchen ver—
sechen, welche sich im Punkte m krouzen, Scbald die Stibe
in Schwingung versetzt werden, erkennt das auf den Kreu-
zungspunkt m blickende Auge, wie dieser in einer Gurve her—
umwandert,

Dicse oder die vorige Zusammenstellung eines Apparates
gestattet mii Leichtigkeit Aufschlisse tiber die Schwingungen
eines Stabes. Gosetzt ndmlich, man wisste bereits, dass der
Stab L in der Secunde m Schwingungen mache, und wollte
auch gern die Anzahl der Schwingungen von dem Stabe I,
wissen, oder doch wenigstens ein Stiick desselben kennen ler-

1 . . BT
nen, das ctwa o, 4, 2 oder 3 mal so viel Schwingungen in .

derselben Zeit ausfithrte, so wiire nur nithig, das eine Ende
eines jeden Stabes nach Art der Fig. 34 eder 35, Taf. 11l ein-
zurichten und die Schwingungscurve so lange zu beobachten,
bis sie eben durch das gehirige Einstellen von L, die ge-
wiinschte Form angenommen bhat. Das Resultal, welches auf
diese Weise erlangt wird, ist als ein genaucs zu betrachien,
da man ja namentlich nach der Einrichtung der Fig. 35, Taf. 1lI
die Drithtchen oder auch Glasfiden an dem Lnde so dinn ma-
chen kann, dass ihr Gewicht die¢ Zahl der Schwingungen nur
sehr wenig verdndert.

3. Eine sinnreiche Einrichtung eines hierher gehirenden
Apparats lernte ich aus einer, mir von Herrrn Hofrath Eisex—
rofn ithersandten, Zeichnung kennen, welche nach einem von
ihmn construirten Apparate entworfen war. Auf einem mit drei
Stelischrauben verschenen Fussbret Fig. 36, Taf. Hl ist eino
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etwa 8 Fuss hohe Latte senkrecht befestigt. Diese irigt oben
einen kilrzern Querarm, woran ein zweiter unter rechten Win-
keln befestigt ist. An letzterem hiingt an zwei Fiden ein Stab
von Holz .odér Metall in unserer Figur mit aa bezeichnet.
Durch Umdrehen der, an dem zweiten Querarm sichtbaren,
Schraubenmuttern kann das cine oder andere Ende von aa
etwas gchoben oder gesenkt werden, wihrond man durch ein
¢in ~ oder mehrmaliges Umschlingen der Fiaden an den beiden
Enden von aa eine grossere llebung und Senkung zu erziclen
i Stande ist. Durch den zweiten Querartn senkrecht hindurch
ist ein weiterer Stab m gesteckt und triigt ein Stibcehen ce, das
mit Reibung unten in c¢inem Loche von m drehbar ist. An cc
hiingt der Knopf p und kann durch Umdrehen von ¢c gehoben
und gosenkt werden. Diese Einrichtung gestattet einmal den
Stab aa in Schwingungen zu verselzen, wobei er parallel mit
sich selbst bleibt; sie gestatiet zweitens dem Knopf p eine ge—
radlinige (oder doch nahezu geradlinige) Vibrationshewegung
zu ertheilen; sie gestattet drittens beide Bewegungen gleich-
zeitig einzuleiten, wobei das Auge des Beobachters in cigems-
thtumlicher Weise in der Bewegung von p getiduscht wird pnd
glaubt, p bewege sich auf einer Gurve, welche durch Combi-
nation zweier geradlinigen Vibrationshewegungen entsteht.
Stellt nimlich in unsercr Fig. 37, Taf. Il aya, den Stab aa in
der Ruhelage vor, aus welcher er bei der Bewegung in der
Richtung des Pfeils am Ende eines ersten Zeitmoments nach e,a,,
am Ende des zweiten nach aya, und von hier wieder ritckwirts
gelangt, wie die Figur zeigt, wihrend gleichzeitig dor Knopf p
im Maximo der Elongationsweite vom Punkte ¢ aus seine Bo-
wegung beginnt und am Ende des ersten Moments nach ¢, am
Ende des zweiten nach 2 u. s. f. kommt, so verhilt sich die
Sache am Lnde des ersten Momentes folgendermassen: das
Auge glaubt, der Stab @a wire in Ruhe geblichen und p sei
von 0 nach (f) gewandert in der Richtung des kleineren Pfeils.
In gloicher Weise hilt das Auge auch in irgend einem andorn
Momente der Bewegung den Stab aa fur ruhend, dagegen den
Knopf p in ciner der Bewegung von aa entgegengesetzten Be—
wegung begriffen, so dass in der That die Tauschung so voll-
endet wird, als beschriebe, in dem bestimmt angenommenen
Falle der Tig. 37, Taf. lll der Punkt p cine Ellipse von 0 aus
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in der Richtungsdes Pfeils. Aendert man die Lingen der Fi-
den, so kann man natiirlich statt der Ellipse auch andere
Schwingungscurven dem Auge versinnlichen. Dreht man den
Stab m in dem Locho, worin er steckt, etwas hérum und stellt
ihn mit der am Apparat sichtharen Schraube wieder fest, so
kann man dadurch den Winkel zwischen den beiden Vibrations-
richtungen Andern.

§. 16.
Die Vibrationsmicroscope.

f. Dic Methoden der Darstellung und Beobachtung von
Schwingungscurven, welche wir im Vorausgehenden kennen
bwnten, verlangen ausser der Lissajous’schegssubjoctiven
Beobachtungsmethode, der Vergriosserung des Maasstabes we—
gen keine Vergrtsserungsgliser, da eben jemer Maasstab der
Figuren an und fir sich gross genug ist, um dem blossen Auge
zu geniigen. In besondern Fillen ist dies jedoch anders: der
sehwingende Korper, ther welchen man diesen oder jenen
Aufschiuss baben will, kann oder darf nicht in so starke
Schwingungen versetzt werden, dass seine einzelnen Punkte
von dem unbewaffneten Auge in ithrer Bewodgung verfolgt wer-
den kinnen; oder es ist nicht erlaubt, ihn mit einem Spiegel-
chen an gewisser Stelle zu versehen, um so durch den Reflex
des Lichtes einen grissern Maasstab zu erzielen. In dieser Be—
zichung waren bestimmte Vorrichtungen ndthig, und mussten
bestimmte Apparate construirt werden, denen man passend
den Nawmen »Vibraticusmicroscope« gegeben hat. 75

2. Die Idee, welche diesen Apparaten zu Grunde liegt,
ist einfach folgendé. - Wenn man mit dem Auge pach:einem
leuchtonden Punkte hinsieht, z. B. einem Fixsterne, und nun
vor das Auge eine Linse bringt, welcl® bei vielen Beobachtern
durch die Brille schon gegeben ist, so kann man leicht den
Lichtpunkt eine Reihe von Curven am dunklen Himmel be-
schreiben lassen. Zu dem Ende ist nur nithig, jene Linsemder
die Brille vor dem Auge in gehoriger Schnelligkeit hin und her
in dieser und jener Weise zu bewegen. Denn da hierdurch
der in der Linsc gebrochene Lichtsirahl in seiner Bahn bestin—
dig abgelenkt wird, so beschreibt auch sein Bild auf der Netz~
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haut vine dieser Ablenkung entsprechende Bahn, welche bei
hinldnglich rascher Bewegung als zusammenhingende Licht—
curve wahrgenommen wird.

In game gleichor Weise kann man bei ruhenden Stiben
meines Kaleidophons, hei ruhenden Saiten, Membranen und
irgend welchen ruhenden tonangebenden Kdrpern, irgend einen
gehorig markirten Punkt derselben bloss durch die angedeuteie
Bewogung-giner Linse vor dem Auge eine Reihe von Curven
beschreiben lassen, deren Mannigfaltigkeit sehr gross ist. Was
wir aher bei ruhenden Korpern versuchien, konnen wir in
gloicher Weise versuchen, sobald jene in Schwingung versetzt
sind. Man lasse das Kntpfchen des Kaleidophons irgend eine
Curve beschreiben und bewege, wiihrend diese erscheint, die
Linse vor dem Auge, so ist klar, wie man nunmehr die Gestnalt
jener Gurve verindern kann, wie man in diesem Verfahren ein
Mittel besitzt, um jenés unterhaltende Spiel der Beobachtung
der kaleidophonischen Figur noch weiter zu treiben.

3. Unsere Hand wird bei diesen Experimenten der Linse
vor dem Auge nur sehr unregelmissige Bewogungen ertheilgm
kin#en, so dass es nicht lange gelingt, eine bestimmte Begve—
gung des schwingenden Korpers mit einer bestimmten Bewe-
gung der Hand zu combiniren, um so aus dem Anblick der
Schwingungscurve itber jene oder diese Bewegung bestimmte
Schlisse machen zu kénnen. Ganz anders wird die Sache aber,
wenn wir die Bewegung der Linse vor dem Auge abhiingig
machen von der Bewegung eines andern Kérpers, der eben
scine Bewegungen nach hestimmten Gesetzen und dauernd
ausfuhi#s wenn wir die Linse einfach befestigen an dem vor—
dern Ende eines Stabes, welcher am andern eingeklemmt ist
und zwar so, dass bei voller Ruhe des Apparats das durch die
Linse sehende Auge bequem jenes leuchtende Kntipfchen des
Kaleidophons oder eineti:leuchtenden Punki einer Saite erblickt,
und nun den Stab mit der Linse und das Stabsystem des Ka-
leidophons oder die Saite gleichzeitig in Bewegung selzen.
Kennen wir bei dieser combinirten Bewegung ihrer Natur nach
nur die cine Componente, z. B, nur die Bewegung des Stabes
mit der Linse, oder diese nicht, dagegen die des Kaleidophons
oder des Saitenpunkies, so leuchtet ein, wie bei der Combina~
tion heider Bewegungen eine resultirende entstoht, aus deren
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Anblick moglicher Weise die eine unbekanntc Bewegung nach
gewisser Richtung hin eine Aufklirung erfahren kann.

4. Diesc Andeutungen geniigen, um sich zu berzocugen,
wie man auf anderem Wege die Curven des dritten und vier—
ten Gapitels durch schwingende Korper dem Auge vorfihren
kann. Zu dom Ende hat man die Methode Lissajous’ in der
Art zu verindern, wie ich durch die Fig. 38, Taf. liI niber er-
ldutern mochte. A und B stellen zwei Unisonogabeln vor, so
dass das, von 8 nach 4 und B und durch die ruhende Linse L
ins Auge des Beobachters gelangende, Lichtbuischel bei der
richtigen Phasendifferenz von 4 und B eine Ellipse als Schwin-
gungscurve erzeugen wirde. Tritt nun zu der Bewegung von
A und B noch die der dritten Gabel M hinzu, so leuchiet ein,
wie sich die elliptische Vibrationshewegung mit iner gerad-
linigen combinirt und so nothwendig eine Schwingungscurve
entstehen muss, wie wir sie im dritten Capitel kennen lernten.
Wirde durch. die mehrmalige Reflexion die Intensitdt dos
Lichtatrahls, der zuletzt ins Auge gelangf, eine nicht zu ge-
ripge, so stinde nichts im Wege, statt dreier Gabeln vier zu-
sammenzustellen, nimlich zwei Paar Unisonogabeln, wodurch
die Gurven des vierten Capitels erhalten wiirden.

Es versteht sich von selbst, dass man auch meine Me-
thode: mit Hilfe schwingender Lamellen und cylindrischer
Stabe Curven darzustellen, in manniglacher Weise erweilorn
kann dadurch, dass man einem schwingenden Stabsystem ein
zweites gegeniiberstellt, dessen oberes Ende eine Linse trigt,
durch welche das Auge nach dem Kndpfchen des ersien Sy-
stems hinsieht. Wenn es sich aber darum handelte, @in mehr
constantes Verhalten der Formen bei den verschiedenen Gur—
ven herauszubringen, so wirde die durch die Fig. 38, Taf. 1lI
erliuterte Methode vorzuziehen sein.

5. Wenn es sich nicht bloss um gine Verschiebuhg cines
auf die Linse fallenden Btrahlenbiindels, sondern auch um eine
hinreichende Vergrosserung handelt, so bedarf es statt einer ein-
fachen Linse eines Microscops, und zwar verfahrt Lissasous hierbei
folgendermaassen. Auf zwei passenden GestellenFig. 39, Taf. 11l
wurden zwei Stimmgabeln eingeschranbt, die eine M so, dass
ihre Zinkenebene horizontal, die andere N so, dass diese Ebene
vertical stand. Ein horizontaler fester Querarm trug ein Mi-
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croscop F, dessen Objectiv aber mit dem Ocular nicht in einer
Rohre zusammensteckte, sondern das von letzterem getrennt
und in der richtigen Entfernung an dem einen Arm der hori-
zonialen Stimmgabel bei o angebracht wurde. Bewegt sich
demnach die Gabel M, so bewegt sich mit ibr das Objectiv,
wodurch dieselbe Wirkung fiir den Beschauer erzielt wird, als
hiitte man das ganze Microscop von den Schwingungen der Ga-
bel abhingig-gemacht. Ist nun Alles in Ruhe und der Beobach-
ter sieht durch F hindurch auf das obere Ende eines Zinkens
der verticalen Gabel, so ldsst sich auf diesem ein Punkt mar-
kiren, der Art, dass er als ein moglichst scharfer Punkt im Ge-
sichtsfeld wahrgenommen wird, entweder dadurch, dass man
mit einer Stahlnadel eine kleine Vertiefung im Metalle der Ga-
bel anbringt, oder dadurch, dass man ein kleines erhabenes
Punktchen anbringt, oder auf irgend cine andere Art. Sobald
die Bewegung der Gabel N stattfindet, wird dieser Punkt ia
gerader Linie hin und hergehen und der Beobachter wird die
Strecke dieser Linie in vetgrissertem Maasstabe als eine mar-
kirte Linie erkennen, und tritt zur Bewegung von N noch die
von M hinzu, so combinirt sich offenbar mit jener ersten gerpd-
linigen Bewegung noch eine zweite und der Punkt beschreibt
gine Curve, deren Form den Beobachter iher die Schwingungs-
verhiiltnisse der beiden Gabeln belehren kann. Sollen diese
Curven noch deutlicher im Gesichtsfeld auftreten, so kann man
mittelst einer Linse auf dem einen Zinkenende mehr Licht con-
centriren.

Mit Hilfe dieses Apparats ist es ein Leichtes, sich ohne ir—
gend eing Spur von musikalischem Gehtr, ohne irgend welche
Ricksicht auf die Schwebungen zu nehmen, eine Anzahl Uni--
sonogabeln zu verschaffen. Gesetzt ntmlich, man hitte neben
der Gabel N noch zwei andere Gabeln P und {, welche genaun
mil N unisonoklingend gemacht werden sollten, so verfihri
man, um dieses zu erreichen, einfach folgendermaassen. Man
giebt der Gabel N zunichst ibre richtige Stellung und beobach~
tet, nachdem sie und die Gabel M ins Tdnen gebracht worden.
sind, die, im Gesichisfeld des Microscops crscheinende, Schwin-
gungscurve. Soll sich diese ihrer Form nach mehr oder weni-
ger #ndern, sollen gewisse Uebergéinge von einer Form in die
andere, bedingt durch eine successive Aenderung der Phasén-
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differenz, in einem langsameren Tempo stattfinden, so kann
mansdies leicht dadurch erzielen, dass man die Gabel N ganz
unberihrt lisst und nur an M auf irgend eine Weise an einem
oder auch an beiden Zinken eine Belastung anbringt und diese
so lange verschiebt, bis man ehen befriedigt ist. Hierauf wird
die Gabel N entfernt und statt ihrer die Gabel P oder Q ange-
bracht und wiederum die Schwingungscurve beobachtet. Ist
diese an Form der hei der Gabel N beobhaghte _“‘V'ollkon’fmen
gleich und finden die Uebergdnge von einer Form' in eine an-
dere genau in derselben Zeit statt wie bei der-Gabel N, so
kann man iiberzeugt sein, dass die Gabel P genau unisono mit
N ist. Bemerkt man aber diese Ueberecinstimmungen in den
Curvenverhilinissen nicht, so wird man leicht ermiiteln kin-
wen, ob P zu tief oder zu hoch im Vergleich zowN. Man darf
niimlich nur an einem Zinken von P etwas Wachs anbringen,
am so die Gabel mehr oder weniger zu vertiefen. Bemerkt
man hierbei einen raschern Formeniibergang bei den Gurven,
so ist dies ein Beweis, dass man durch diese Belastung, also
durch das Tiefermachen von P, diese Gabel noch weiter vom
Unisono mit N entfernt hat; sie muss also umgekehrt efwas
hohee gemacht werden, dadurch, dass man gleichmissig die
heiden Zinken mit einer Feile oben etwas abfeilt.  Zeigt sich
aber bei dem Aufkleben von Wachs, dass die Uebergiinge in
den Curvenformen verlangsamt werden, so ist dieses ein Be—
weis, dass die Gabel P hierdurch, also durch Belastung dem
Unisono von N nither gefiihrt wird. Statt ciner Belastung am
obern Theile der Zinken erreicht man denselben Zweck auch
dadurch, dass man die Zinken an ihren untern Enden etwas
ditnner feilt. Thut man dies, pritft man immer nach jedem
Feilstrich die Gobel unter dem. Microscop, so kann es nicht
zweifelhaft sein, dass auf diese Weise das genaue Unisono er—
reicht wird. -
Aber nicht bloss gelingt es auf diese Weise, eine Unisono-
gabel zu schaffen; auch irgend ein Intervall lisst sich in der
~angedeuteten Manier zwischen P und N herstellen. Sollte z. B.
P und N eine genaue Terz hilden und ‘weiss ich aus dem An-
blick -der Curve, durch die Schwingungen von N und M er-
zeugt, dass diese eine Quinte mit einander machen, so wiirde
also, wenn P mit N eine grosse Terz bilden soll, P mit M eine
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kleine hilden ‘miissen, und man hat daftir zu sorgen, dass die
Schwingungscurve zwischen P und M die Gestalt erbalie,
welche gemiiss des Intervalles der kleinen Terz zum Vorschein
kommen muss.

6. Um speciell uber die Schwingungen der Saiten mit
Hilfe der Schwingungscurven Aufschluss zu erhalten, richiete
Lissadous einen Apparat ein, wie ihn die Fig. 40, Taf. IlI nher
verstnnlichi! Pehew: einem Kasten ist horizontal eine Saite ss
ausgespannt,“und um einen hestimmten Punkt dieser Saite zu
markiren, wurde sie an der Stelle, welche zundchst einer Pri~
fung unterworfen werden sollte, mit Russ uberzogen und die-
ser wiederum mittelst einer Nadel oder einem Messer an einer
kleinen Stelle entfernt, so dass an dieser das Metall zwischen
dem Russ hervorleuchiete. Stait dessen kann man auch in
einiger Entfernung von der Saite eine Linse, etwa eine Cylin-
derlinse [ aufstellen und mittelst dieser nach einem bestimme~
ten Punkt der Saite hin einen hellern Glanz verbreiten. Nach
einem so beleuchteten oder markirten Punkte sieht nun der
Beobachter durch das Microscep F, dessen Ohjectiv aber fur
siclisan einer horizontalen Gabel M befestigt ist, wihrend das
Ocular ein fir allemal fest an dem horizontalen Arm eines Ge—
stells angebracht ist. Wird nun die Saite in Schwingung ver-’
setat, indem man sie mit dem Violinbogen anstreicht, so fihrt
sie, je nachdem man diesen hilt, bald horizontale, bald mehs
schiefe ebene und wohl auch andere Schwingungen aus. Neh~
men wir an, sie schwiinge in einer Horizontalchene, so bewegt
sich der erleuchtete Punkt auf ihr in einer horizontalen Gera—
den nack der Zeichnung unserer Figur von vorn nach hinten
gerichtet. Bewegt sich statt der Saite nur die Gabel M und mit
ihr das Objectiv o, so wiirde jene erleuchtote Stelle eine hori-
zontale Gerade, zwischen rechts und links gerichtet, beschrei~-
ben, und leiten wir beide Bewegungen gleichzeitig ein, so bez
schreibt der helle Punkt offenbar eine Schwingungscurve.

Es ist einleuchtend, wie man in dem Vibhrationsmicroscope
ein Mitiel besitzt, um .in Betreff der Schwingungen einer Saite.
bei Streichinstrumenten Fragen zu 1vsen, welche bis jelzt einer
genligenden Losung wiederstanden. Die Fuhrung des Bogens
auf einer Violinsaite ist bekanntlich in unendlicher Mannigfal—
tigkeit moglich. Aber je nachdem sie so oder so eingelsitet
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und unterhalten wird, ist das Resultat, der Klang der Saite,
ein #8hr verschiedener, bald kurz abgebrochen, bald ruhig an-
haltend, bald zitternd und schnarrend ; und es ist naturlich zu
erwarten, dass alle diose verschiedenen Klangfarben, entspre-
chend den verschiedenen Streicharten, durch verschiedene
Schwingungsformen der Saite hervorgebracht werden. Welche
Form nun im einen oder andern Fall auftritt, lusst sich nicht
sowoh] durch unmittelbare Betrachtung v&schwﬁmm Saiten—
punkte in ihrer Bewegung erkennen, als vielmeht gerade da-
durch, dass man diese Bewegungen mit einer andern bekaun—
ten in der angegebenen Weise combinirt, und es ist in dieser
Beziehung ein Feld specieller Forschung erdfinet, dessén Be-
deutung dem einleuchtet, welcher mit den neuesten Ent-
deckungen von HeLmroLTz*) sich hereits bekannt.gemacht hat.
Von diesen moge denn auch hier der interessante und wich-
tige Satz, dass eine Saite, wenn sie einen Ton giebt, der
durch den Strich eines Violinhogens hervorgerufen ist,
so schwingt, dass jeder Punkt derselben auf der einen und auf
der andern Scite der Gleichgewichtslage sich mit constanter
Geschwindigkeit bewegt, wihrend wir erwarten soliten,
dass ‘diese Geschwindigkeit dem Sinus der Zeit propomonal
wire.

7. Bei der Nachweisung dieses Satzes benutzie Hrimuovrz
ein vom Mechanikus Kornig in Paris vervollkommnetes Vibra-
tionsmicroscop, dessen Einrichtung sich aus der Fig. 44, Taf.11
ersehen lisst und wobei mit Riteksicht auf das Vorhergehende
nur die Art und Weise aus einander gesetzt werden muss, auf
welche die Stimmgabel continuirlich zum Ténen gebracht wird,
ohne dass man sie anschligt oder anstreicht. Diese sinnreiche
und bedeutungsvolle Manier, Schwingungen einer Gabel her-
vorgurufen, geschieht durch den electrischen Strom und ist
auch meines Wissens eine Erfindung Lissasous’.

In der Figur 41, Taf. Il erblickt der Leser bei F das Ocu-
lar bei 0 das, an der Stimmgabel M befestigie, Objectliv des

Microscops. Die beiden Enden der Gabel liegen zweien, mit
einer Drahtspirale umgebenen, Eisenkernen E gegentiber. Wer-

%) Hermuovrz, Die Lehre von den Tonempfludungen. Braunschweig
bei“Vieweg und Sohn. Siehe besonders 8. 187 und Beilage V.
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den diese momentan magnetisch, so ziehen sie morrentan die
Enden der Gabel nach sich an, diese schwingen hierauf zuitiok
und nshern sich im zweiten Momente wieder den Eisenkernen;
lusst sich ito selben Momente der Strom wiederherstellen, so
wird offenbar die Schwingung der Gabel verstirkt. Lusst sich
demnach ein Strom einrichten, der im Momente sich schliesst,
wo die Zinken nach den Eisenkernen gemiss der bereits ein-
geleitoten Bysypgung gohen, und aufhort bei dem entgegenge—
setzten Gangé¥igo leuchtet ein, wie man durch einen solchen
Strom oder eigentlich durch genau intermittirende Strome eine
Gabel continuirlich in Schwingung erhaiten kann. Macht z. B.
die Gabel in der Secunde $12 Schwingungen, so missten
in dieser Zeit auch 512 Schliessungen und Oeffnungen des
Stroms stattfinden. Jedoch man begreift, dass man dieselbe
Gabel auch mit einem Strome von der Hilfte oder dem Drittel
oder tberhaupt einem aliquoten Bruchtheile jener 512 Unter—
brechungen und Schliessungen im Ténen erhalten kann. Denn
hiitten wir einen Strom von dem dritten Theile der Unterbre—
chungen, so wiirde allemal bei der driti-folgenden Schwinguug
der Gabel der Strom begtnstigend einwirken und der Gabel
Kraft verleihen, vermuge ihrer eigenen Elasticitat sich bis zum
nichsten Anstosse in Schwingung zu erhalten u. s. f. Hieraus
sieht man, dass durch eine geringere Anzahl von Unterbré-
chungen zwar die Gabel nicht aufhtren kann, Schwingungen
zu machen, dass aber jedenfalls die Intensitit der Schwingun~—
gen mit der geringeren Zah! abnimmt, und dass man die grosste
Intensitdt erlangt, falls man das Unisono der Unterbrechungen
und der Schwingungen der Gabel herstelit.

Um nurt wirklich solche intérmittirende Strome herzustel-
len, dient neben dem Apparate der Fig. 44, Taf. Il noch ein
aweiter Apparat: der sogenannte »Unterbrechere, dessen Ein-
richtung aus Fig. 42, Taf. Il zu ersehen ist. Auf einem Ge-
stelle von Holz ist eine Stimmgabel N befestigt, so dass ihre
FEnden einem Electromagneten E, gegentberstehen. Diese
Enden tragen ferner zwei Platindréhte und ragen mit diesen in _
die zu Napfchen ausgearbeiteten obern Enden der Messingstul-
chen kund k.. Werden diese Nipfchen mit Quecksilber gefullt,
bis dieses eben die Drithe bertihrt, so wilirde diese Berith—

rung gleichmdissig unterbrochen und wiederhergestellt werden,
MzLDR, Bchwinguugseurven, ]
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falls man die Gabel in 8chwingung versetzte. Um einen Strom
duggh die Gabel zu leiten und, diesen durch die Gabel selbst
zu bffnen und zu schliessen, und um dieses Spiel beliebig lange
zu unterhaltep, ist offenbar nur nithig, etwa bei k den Strom
eintreten zu lassen, damit er von hier durch die Gabel nach &,
von hier nach £, dann win den Electromagneten herum nach b, -
und von hier zur Batterie zurick gelangt. Denn beim ersten
Schluss wird E, magnetisch, die Zinken werdgp.qighoben; der
Strom wird unterbrochen, bis die Gabel ‘Mdder zurtick-
schwingt und s¢ wiederholt sich dieses. Der Vorgang, wie er
bei der gleichzeitigen Zusammenstellung von dem letzien Ap—
parate und dem in Fig. #1, Taf, lll statifindet, ist schematisch
in Fig. 43, Taf. 1] dargestellt, worin B die Batterie vorstellt,
von welcher aus der Strom in der Richtung d , Pfeils seinen
Weg einschligt. Damit hierbei in Wirklichkeit der muglichst
glinstige Erfolg erzielt werde, ist nur nothig, dass N mit M im
Einklange steht, was leicht, wenn dieser schon van vorn herein
annshernd erreicht ist, durch Verschiebung der Hikchen ¢
(Fig. 42, Taf.ll} und f (Fig. &4, Tal.Ill) bewirkt werden kenn.

8. Will man nun die, wit dem Violinbogen angestrichens,
Saite mittelst des Vibrationsmicroscops beobachten, so schwiirzt
man nach Hzimeortz dieselbe an der betreffenden Sielle mit
Tinte, reibt sie, weun sie trocken geworden ist, mit Klebwachs
ein und pulvert etwas Stirkemehl driber, so dass von lets~
terem einige Kornchen aul der Saite haften bleiben und so auf
dem dunklen Grunde gehdrig hervortreten. Angenomoen, eins
dieser Kornchen lage in der Mitte der Saite und diese gebe ih—
ren Grundton, so wiirde, wenn man die Violine in verticaler
Stellung vor dem Objectiv des Microscops befestigt, so, dass
das die Mitte bezeichnende Starkekornchen gerade in Mitten
des Gesichtsfelds erscheint, und die Gabel allein schwingt,
das Kornchen eine verticale, und wenn die Saite allein tnt,
eine horizontale Gerade beschreiben. Lasst man beide Bewe-
gungen gleichzeilig aufireten, so miisste nothwendig eine Figur
der ersten Horizontalreihe auf Taf, VI zum Vorschein kommen,
" wenn eben die horizontale und verticale Componente dersel-
ben Art wiren, d. h. wenn die Entfernung des bewegten
Punktes von der Ruhelage auf beiden Geraden: der horizonta~
len und verticalen, proportional dem Sinpus der Zeit wire.
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Eine dem entsprechende Curvenform erblickt man aber nicht,
woraus folgt, dass die beiden componirenden Bewegungehy: an--
derer Natur sein miissen. Da man das Verhiltnis der Elonga~
tionsweiten bei der horizontalen und verticalen Compunente
durch die Beobachtung mit dem Microscope genau erkennen
kann, so kann dies Verhiltnis in einer zu entwerfenden Zeich—
nung auch gétreu wiedergegeben werden. Gesetzt nun, in der
Fig. €4, Taf. ¥ whre mu und m» diesem Verhiltnis nach ge-
wihlt und Wir setzten voraus, die Bewegung auf uu, sei

gleichfdérmig, so wirde, jenachdem & =0 oder -;— oder ~§—

eine der drei gezeichneten Curven zum Vorschein kommen,
ecine Curve, welche genau in allen Theilen der im Microscope
erscheinenden entspricht. Wir ditrfen hieraus schliessen, dass
unsere Iypothese von der gleichformigen Bewegung auf der
horizontalen Geraden, d. h. die Bewcgung der Violinsaite oder
vielmehr ihres Mittelpunkts mit constanter Geschwindigkeil vor
sich gehe, nichts Anstossendes enthiilt, Ja, prufen wir die
Hypothese ftir andere Verhiltnisse von my und m», so hestii-
tigt sich ihre Richtigkeit, die sich aber ausserdem, wie HeLm~
HoLTZ gezeigt, auch auf theoretischem Wege bestitigen lusst.

Es leuchtet ein, wie man statt des Mitielpunktes jeden
andern Punkt auf der Linge der Saite in seiner Bewegung er—
forschen kann, wie man schliesslich hieraus die Bewegung der
ganzen Saite ihrer Natur nach kennen lernen kann,

g 7.

Apparate zur unmittelbaren graphischen Darstellung von Schwingungs-
curven,

4. Die Idee: durch einen schwingenden Ktirper, wie etwa
eine Stimmgabel, an deren einem Ende ein spitzer Stift ange-
bracht ist, die Schwingungen unmittelbar auf eine passende
Unterlage eingraviren zu lassen, rithrt von WiLnzrLy Weser her
und findet sieh deutlich ausgesprochen in dem musikalischen
Lexicon von SeaiLiing im Artikel »Akustik«, dessen Verfasser
der genannte Gelehrte ist. Unter den verschiedenen Methoden,
die absolute Tonhthe zu bestimmen, fihrt er nimlich auch

folgende als eine sehr directe an: man befestige an dem Ende
[l
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eines Zinkens einer Stimmgabel einen feinen Stift senkrecht
zurgBchwingungsehene derselben, versetze die Gabel in
Schwingung und fthre sie so iber eine ebene Unterlage hin,
doss die Spitze des Stifts hierbei einen auf der Unterlage
gleichmiissig aufgetragenen Ueberzug wegkratzt und somit eine
bleibende Figur erzeugt, deren Form offenbar von der Bewe-
gung der Hand und der Anzahl der Schwingungen abhingt.
Wird die Gabel in gerader Linie in der Richtymh#, Fig. 45,
Taf. IV verschoben, so ist einleuchtend, wie @r Stift eine
zickzackartige Curve beschreibt, deren Zacken wir nur zu
zithlen brauchen, um sofort mit Ricksicht auf die Zeit der
progressiven Bewegung die absolute Zahl der Schwingungen
zu erhalten.

2. Von dieser Idee ausgehend, sind in neugger Zeit durch
die Bemithungen WerThEm's, Scorr’s und namentlich des Me—
chanikers Kognia in Paris, einige Apparate construirt worden,
welche von der Wissenschaft nur freudig hegriisst werden
konnten.

Den soeben erwihnten Versuch kann man in der That mit
Leichtigkeit anstellen, wenn man auf horizonialer Unterlage
ein Blatt Papier aufklebt dieses ttber einer Oellampe mtighchst
regelmlssig mit Russ tiberzieht, und nun die Gabel in geeig—
neter Entfernung und parallel lhrer Anfangsstellung tiber dém
Blatte verschicht. Da eine solche regelmussige Verschiebung
mit der Hand nicht gut auszufithren ist, so kann man die Gabel
it einer Art Schlittenvorrichtung verschieben. Beénselben -
Zweck hiitte man offenbar auch dadurch erreicht, dass man die
Gabel ein fur allemal fest hilt und statt dessen das Papier
unter ihr wegzieht, ein Verfahren, das einfacher ist’ als das
erstere. Denselben Zweck erreichte man aber auch dadurch,
dass man das berusste Papier statt auf ebener Unterlage aufl
einem gut gearbeiteten Cylinder aufwwkelte und diesen um
seine Axe herumdrehte.

Will man in der That auf diese Art die absolute Zahl der
Schwingungen einer Gabel oder eines schwingenden Stabes
bestimmen, so ist offenbar nur nithig, den genauen Anfangs—
punkt und Endpunkt eines Zeittheils, etwa einer Secunde, auf
oder neben der zickzackartigen Figur zu bezeichnen, Sind
diese Grenzen mit Rucksicht auf die Zeit genau, so braucht
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innerhalb derselhen die Bewegung des Cylinders keine glgich~
missige zu sein: die Zahl der Zacken zwischen den Grenzen
giebt ein fir allemal die Anzahl dor Schwingungen an. Um
diese also zu erhalten, ist es nicht erforderlich, die Walze mit—
telst eines Uhrwerks in gleichméssige Drobung zu verselzen,
sondern es genfigt, sie mit der Hand herumzudrehen und auf
irgend ein, ise neben der Zeichnuhg der Gabel am Ende
der ersten, 2weiten elc. Secunde Marken zu machen, etwa 50,
wie ich durch die Fig. 46, Taf. IV erltdutern mdchte. Ueber
die Walze C, welche an der Curhel 4 auf gehtrigen Lagern
drehbar ist, hingt cin Pendel, dessen Kugel midglichst schwer
und unten mit einer ganz 4hnlichen Spitze versehen ist, wie
der ecine Gabelzinken vorn. Schwingt das Pendel in dem Bo-
gen ss hin und her, so macht es mit der Spitze, sobald es die
Lage cd nahezu erreicht, in dem russigen Ueberzug einen kur-
zen geraden Strich. Wird nun mittlerweile die Gabel zum
Tonen gebracht und der Cylinder umgedreht, so ist klar, wie
durch die Bewegung des Pendels in gleichen Zeitabschnitten
quer durch die Zickzacklinie der Gabel kleine Striche aa go-
macht werden. War das Pendel ein Secundenpendel, so
giebt die Zahl der zwischen zwei benachbarten Strichen wie
ac gelegenen Ein- oder Ausbiegungen der Gabellinie sofort
die absolute Zahl der Schwingungen an. Es ist aber keines—
wegs nothig, dass das Pendel ein Secundenpendel sei, da man
ja nach dem Versuch immer eine Reduction auf die Secunde
leicht vernehmen kann.

Da nach einmaliger Umdrehung des Gylmders das Schrelb—
stiftchen der Gabel wieder ins Bereich der schon markirten
Wellenlinie gelangt und somit diese bei weiterem Drehen theil-
weise in ihrer Doutlichkeit stdren witrde, so hat man, um dies
zu vermeiden, dem Cylinder noch eine progressive Bewegung
verschafft, dadurch, dass das eine Ende seiner Axe in einer
Schraubenmutter liuft, wodurch also die Wellenlinie der Ga-
bel sich schraubenformig um den Cylinder herum windet, ohne
die Erreichung des genannten Zweckes zu beeintrichtigen,

Was das Material betrifft, woraus der Cylinder angefertigt
werden kann, so thut man am hesten, wie es in der Werkstatt
von Koenie auch geschieht, Metall zu wihlen. Ich glaube je—
doch, dass man recht gut einen Cylinder von Gyps anfertigen
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kang, der Temperatureinflissen nicht nachgiebt und hinling-
lich genan abgedreht werden kann. Statt ihn zu herussen,
berusst man ein Papier, legt dies glatt um ihn herum und be~
festigt es in gehtriger Weise. Nach heendetem Versuch nimmt
man dies ab, wodurch der Cylinder zu weiteren Versuchen
wieder disponibel wird.

Bei deni Apparate ¥on Koexie werden die Mifigen, welche
in Fig. 46, Taf. IV unser Pendel macht, in anderer Weise ge-
zeichnet. Namlich ausser der Gabel, welche die Sinuslinie
beschreiben soll, ist vor dem Cylinder ein zweiter Apparat
aufgestellt, bei welchem durch den electrischen Strom ein
Kleiner Stift bald vorgeschoben wird, so dass er den Cylinder
berthrt, bald zurlickgezogen wird, jenachdem eben der Strom
sich schliésst oder offnet. Die regelmissige Schliessung und
Oeffnung des Stroms geschieht durch eine Pendelvorrichtung.
Aus dieser Einrichtung folgt, dass der zweite Stify neben der
Wellenlinie der Gabel eine gerade Linie eingribt, deren
Strecke anfingt mit einem Schluss und aufhsrt mit einer Oeff-
nung des Stroms. Anfang und Ende einer golchen Strecke
lisgen demnach um die Zeit einer Schwingung des Pendels
anseinander. In Pig. 47, Taf. IV ist ein Stick einer Wellen~
curve einer Gabel, die von einem Stromschlusse bis zum
ndchsten 62 Schwingungen ausfihrt, genau nach der Natur
wiedergegeben. Aus einer, mir soeben von Herrn Kognie in
Paris tbersandten, Sammlung von Photographieen akustischer
Apparate ersehe ich, dass man einfacher Weise die Pendel-
vorrichtlmg‘l‘ersetzen kann durch eine zweite Gabel, welche
gleichzeitig neben der ersten auf dem Cylinder schreibt, wo-
bei aber die eine ihrer Schwingungszahl nach bekannt sein
muss. Denn befinden sich zwei Wellenzlige nebeneinander,
und weiss man, dass die eine Gabel 500 Schwingungen in der
Secunde macht, und fallen etwa 30 von diesen Zacken nehen
25 der unbekannten Gabel, so ist die Schwingungszahl der
letzteren offenbar %E-;— . 25 gleich 416,6. '

3. Dieser soeben beschrichene Apparat wurde meines
Wissens zuntchst von Dusamer angegeben, nachher von Wrrr~
geim - und zuletzt von Komnig vervollkommnet, se dass er
eigentlich den Namen Phonautegraph von PueanMzL verdient.
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Die ahsoluie Zahl der Schwingungen einer Gabel zu bestim-
men, ist nicht die alleinige Nutzanwendung desselben. In
gleicher Weise lisst sich das Phiinomen der Schwebungen
graphisch darstellen. Zu dem Ende ist nur nithig, dass man
den obigen Versuch zweimal wiederholt von derselben Stelle
des Cylinders aus, wobei aber jetzt erforderlich ist, dass die
Bewegung degCylinders gans gleichfwig vor sich geht. Bei
der Darstellung des zweiten Wellenzugs belastet man die
Stimmgabel etwas, wodurch sie in derselben Zeit einige
Schwingungen weniger macht als bei dem Besohreiben des
ersten Wellenzugs. Da heide #ibereinander liegen, so wendon
sich die Stellen, an welchen die Schwebungen in Wirklichkeit
stattgefunden hitten, wenn man zwei Gabeln gleichzeitig auf
den Apparat hitte schreiben lassen, deutlich zu erkennen
geben.

In gleicher Weise lassen sich die Oberttne eines klingen—
den Kbrpers, wie einer Stimmgabel oder eines 8Stabes dar-
stellen, wobei offenbar die vom Grundton herrdhrende einfache
Wellencurve noch kleine, mehr eder weniger zahlreiche Kriu-
selungen oder Zilmohen bekommt. Jedoch wird hierzu - erfor-
derlich sein, dass man auf eine sichere Art einen Oberton stark
neben dem Grundtone hervorbringt.

4. Es giebt noch ein Mittel, wodurch man die Curven des
ersten Capitels direct darstellen kann in einer, dem Vorausge~
henden entsprechenden, Art. Dieses Mittel will ich durch
Fig. 48, Taf. 1V erldutern. M stellt eine Stimmgabel wor,
welche vorn an dém einen Zinken a eine Glassplatte 44 trugs,
welche durch ein Gegengewicht am andern Zinken a, &quili-
brirt und ausserdem so befestigt ist, dass die Gabel uber—
haupt Schwingungen ausfuhren kann. Ueber diese Glasplatte
wird eine 2weite Stimmgabel N so gebalten, dass eine kleine
Spitze, welche am vordern Ende von b befestigt ist, die Plalte
cben beribrt. Useberzieht man' die Glasplaite aber mit Russ
und setat beide Gabeln gleichzeitig in Bewegung, 8o ist klar,
wie durch die Bewegung der Glasplatte die eine, durch dieBewe~
gung des Schreibstifts die andere geradlinige Bewegung gegeben
ist, wie demnach bei gemeinsamer Bewegung jene Gurven ent—
stehen missen, die wir im ersten und sweiten Capitel betrach-
tet haben, Der Maasstab dieser Gurven wird zwar aicht sehr
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gross, jedoch wohl imsherhin so, dass man den Vorgang deut-
lich ibersieht. Brlichte man, wihrend beide Gabeln schwin—
gen, die eine Gabel M in eine’ progressive Bewegung, wie der
. Pleil andeuten soll, so wirde man, falls die Glasplatte lang
genug ist, graphische Darstellungen erhalten, analog denen,
welche mit Hilfe des eben beschricbenen Phonautographs er—
halten werden ktnnengain der That sche ich augggder eben er-
wihnten Sammiung von Photographicen, dass Hefr Koknie ho-
reits Apparate comstruirt hat, bei welcher zwei Stimmgabeln
mit den Glasplatten parallcl oder unter rochten Winkeln ‘gegen
einander verschoben werden ktnnen.

5. Von besonderem Interesse ist noch ein Apparat, wel-
cher von Scorr angegeben und von Koenig in Paris ausgefihrt
wurde: nimlich der Phonautograph von Scorr, welcher
sich von dem Dunamer’s dadurch unterscheidet, dass statt der
Stimmgabel eine  feine Membran benutzt wird, um mittelst
eines Stifichens ihre Schwingungen auf den rotirenden Cylin-
der zu uibertragen. Die nihere Einrichtung ist aus der Fig. 49,
Taf. IV zu ersehen,’ € war urspringlich ein etwa 50 Ctm. ian-
ges Ellipsoid, von Gyps gearbeitet und dazu bestimmt, an dem
einen offenen Ende d Schallwellen aufgunebmen und nach dem
andern Ende, das durch eine diunne Membran M ven Kaut-
schuk oder Goldschligérhaut geschlossen ist, zu tbertragen.
Spater hat Koente den Gyps durch Metall, das Ellipsoid durch
ein Paraboloid ersetzt. b ist ein leichtes, aber steifes Stift—
~ chen, das schief auf die Membran aufgeklebt ist, und dessen
Spitze bei der Bewegung derselben hin und hergeht, voraus—
gesetzt, dass nieht gerade das Fussende des Stifichens auf eine
Knotenlinie der Membran zu liegen kommt. Dieses zu verhin—~
dern, dient das Stibchen a; welches verschoben werden kann,
und so eine urspringliche Lage der Knotenlinie #ndert. Der
ganze bis jetzt beschriebene Apparat ist auf einem passenden
Gestell angebracht und wird bei einem wirklichen Versuche
soweit an den rotirenden Cylinder herangeschoben, dass eben
die Spitze von b gerade die berusste Fliche von letzterem
bertthrt und so ihre charakteristischen Furchen eingribt.

Die grosse Empfindlichkeit der Membranen einem tonen-
den Kérper gegenliber macht sie zu einer Reihe von Versuchen
dusserst schitzenswerth. “Sie reagiren nicht nur auf diesen’
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oder jenen bestimmten Ton ausschlies#ichy, sondern fast-jeder
Ton ‘setzl sie, wonn auch nur schwach in Erzitterung, und
zwar gilt dieses hesonders von ganz kleinen Membranen. Denn
das Trommelfel] unseres Obhrs verhiily sich beinahe allen Tonen
gegentiber gleichformig beziiglich auf die Fortleitung dersel-
ben. Deshalb Kann der eben heschriebéne Phomautograph da
gute Dienste leisten, wo es sich darygghandelt, den Ton einer
schwingenden Luftsiiule graphisch darzustellen, und ich bin
uberzeugt, dass diesor Apparat neben schot vorhandenen Re-
sultaten noch manches andere Nitzliche und Interessante hin-
zulicfert, falls man sich hemiht, und Herrn Koenig ist es wohl
schon gelungen, eine miglichst grosse Resonanzfihigkeil des
Schallbechers C und der Membran M mit einander zu verhin-
“den. Die graphische Darstellung zweicr und wohl auch meh-
rover gleichzeitiger Téne ven Blasinstrumenten, speciell die
Schwehungen, sowie namentlich die Darstellung der Obertine,
also der Klangfarbe cines bestimmten Instrumentes, falls jene
nicht allzu schwach sind, lisst sich in beschriebener Weise
darstellen.

Die Fig. 50 a, b, ¢, Taf. IV giebt einige Beispiele dieser
graphischen Darstellung. Zwei Orgelpfeifen ertonten gleich-
zeilig bei d Fig. 49, wobei die Curve a entstand, wenn Grund-
ton und Secunde, b wenn Grundton und Quinte, ¢ wenn Grund-
ton und Octave combinirt wurden.

Es liegt nicht in meiner Absicht, hier noch die Reihe der
Apparate vorzufithren, welche speciell auf dem Gebiete der
Physiologie Anwendung gefunden haben, und welche die Auf-
gabe losen sollen, eine Bewegung eines Korpertheils, wie etwa
die Herzbewegung, in graphischer Weise zu versinnlichen.

6. Noch moge hier erwiihnt werden, dass man, wie auch
Lissasous schon bemerkt, die Bewegung tropfbar flussiger Kbr—
per in optisch-mechanischer Weise versinnlichen kann. Ein
Geldss Wasser oder Quecksilber setzt man in ein dunkles Zim-
mer und leitet auf die Oberfliiche davon ein Lichtbiindel, so
dass dies von dem Spiegel der Flussigkeit auf eine gegenither—
stchende Wand zurlickgeworfen wird. Die geringste Bewe-
gung der Flissigkeit verindert die Lage des reflectirten Strahls
und erzeugt demnach cine Curve. Man kann mit Leichtigkeit
den refloctirten Strahl anstatt auf die Wand direct zunichst
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auf einen kleinen Spiegel, etwa an einer Stimmgabel befestigt,
leiten und von hier erst nach einer Wand hin lenken; ein Ver~
fahren, das in manchen Fullen genaueren Aufschluss tber die
Bewegung des Flussigkoilsspiegels liefert als ersteres, beson-
ders wenn es sich um die Schwingungszahl einer pendelartigen
Bewegung des Fltssigkeitsspiegels handeln sollte.
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Ueber Schwingungsflichen im Allgemeinen und ins
Besondere bei fadenformigen Kérpern.

8. 18.
Allgemeine Bemerkungen.

1. Bisher haben wir Schwingungscurven kennen gelernt
als das Resultat der Bewegung eines Punktes, der als Theil
eines vibrirenden Ktrpers gemiiss der Bewegung von letzterem
eine ‘bestimmte: Bahn durchlaufen musste. So haben wir bei
Stuben, welche an dem einen Ende eingeklemmt waren, einen
Punkt- des fréien Endes bei der Beschreibung ven Schwin-
gungsourven ins Auge gefasst. Offenbar wird dieser Punkst fur
objective oder subjective Darstellung der vortheilhafteste sein,
weil er bei den Bewegungen, die wir dem Stabe geben, mit
den grossten Elongationsweiten schwingt. Abgesehen hiervon
konnte man ohne Zweifel auch einen beliebigen andern Punké
auf der Lénge eines schwingenden Stabes mit dem Auge. fest—
halten und seine Bahn verfolgen, wobei einleuchtet, dass diese
verschiedenen Punkte auch verschiedene Bahnen beschreiben
mitssen, deren Verschiedenheit bedingt wird durch die rela-
tive und absolute Verschiedenheit der Elongationsweiten.

Fasst man nun auf einem schwingenden Ktrper eine con-
tinuirliche linienférmige Folge von Punkten ins Auge, s6 he—
schreibt diese Folge von Punkten bei der Bewegung des Kor~
pers eine Fliche, die ich kurz eine Schwingungsfliche
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nennen mbchte, und es ist offenbar nicht ohne Interesse, diese
eigenthitmlichen Flichen etwas niber kennen zu lernen, be-
sonders in solchen Fillen, wo sie sich deutlich furs Auge in
ihrer Continuitiit veranschaulichen lassen.

2, Denken wir uns einen dilnnen geraden cylindrischen
Stab an dem einen Ende m Fig. 54, Taf. IV cingeklemmi, aus
der Ruhclage heraus @ogen und smh selbhst tiberlassen, so
wird dersclbe bei seiner Grundschwingung sich so hewogen,
dass sein freicr Emdpunkt sowohl wie jeder andere Punkt sei-
ner Linge im Allgemeinen einc Ellipse beschreibt, deren Form
cinen Moment lang als constant angesehen werden kann, Se-
hen wir von der Biegung des Stabes ab, so ist klar, wie die
ganze Folge von Punkten, welche die Linge des Stabes bilden,
als Schwingungsfliche eine elliptische Kegelfliche erzeugt, de-
ren Spitze in m liegt. Ein solcher Stab, wenn er nur lang ge-
nug ist, kann aber ausser sciner Grundschwingung auch noch
eine Reihe von Partialschwingungen ausfithren, wobei sich auf

" seiner Lunge mehr oder weniger.Schwingungsknoten bilden.
Auch hierbei werden die Punkte zu beiden Seiten der Knoten—
punkte im Allgemeinen Ellipsen beschreiben, und man kann
sich mit Leichtigkeit eine Vorstellung von der Schwingungs—
fliche machen, die bei einer solchen Partialschwingung von der
ganzen Linge des Stabes erzeugt wird. Es ist aber auch mog-
lich, dass der Stab in einem gewissen Momente, oder lingere
Zeit hindurch das Bestreben hat, zwei oder mehrere Partial-
schwingungen zu gleicher Zeit auszufthren, z. B. neben der
ersten Partialschwingung oder Grundschwingung noch die
zweile zu machen. Die Schwingungsfliche, welche nun er-
zeugt wird, weicht begreiflicher Weige ihrer Form nath sehr
von den durch eine einfache Schwingung erzeugten Flichen ab,
jedoch wird man sich leicht iiberzeugen, dass jeder Durch-
schnitt, senkrecht zur Ruhelage des Stabes ausgefuthrt, als
Durchschnitt mit der krummen Fliche im Allgemeinen eine
Schwingungscurve liefert, der Art, wie sie in Gap. IV betrach—
tet wurden und von denen die einfachste die ist, welche der
Punkt m, beschreibt, nimlich eine Ellipse. ‘

3. Eine Saite, zwischen zwei fosten Punkten ausgespannt,
giebt bekanntlich eine grosse Reihe von einzelnen Tonen, die
wir Partialitne nennen, und wobei sie sich so abtheilt, dass auf
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der ganzen Linge eine ganze Zahl halber Wellenlingen sich
bilden, von denen jede durch zwei feste Punkte, Knotenpunkte
begrenzt wird. Eine solche Saite kann aber auch gleichzeitig
zwei oder mehr Partialitne erklingen lassen, wobei die Fliche,
welche sie beschreibt, eine complicirtere und unter Umstinden
sehr mannigfaltige Form erhdlt. Gesetzt nimlich, die Saile
liesse nur zwei Partialténe gleichzeitig erttnen, so kann:

der eine durch ebene, der andere durch ebene,
»w gy elliptische, ,, " ,» e¢bene,
w1 1n thene, " " ,, elliptische,
PN . elliptische, ' - 1 elliptisehe

Schwingungen crzeugt werden, so dass man vier Hauptformen
von Schwingungsflichen zu erwarten hat. Jede dieser Haupt—
arten bekommt dadurch wiederum eine grosse Mannigfaltigkeit,
dass die Phasendifferenz zwischen der cinen und der andern
einfachen Schwingung bald diesen, bald jenen Werth erreicht,
eine Mannigfaltigkeit, welche in diesem Falle schon eine un-
endliche ist, und vielmehr noch dann, sobald wir an die For-
men denken, welche bei dem gleichzeitigen Auftreien einer
grossern Anzahl von Partialténen zum Vorschein kommen.

Diese interessanten Flichen in Wirklichkeit und in siche-
rer Weise zn erzeugen, so dass das Auge des Beobachters ihre
Form deutlich und ohne Mtthe erkennt, war die Aufgabe,
welche ich in den letzten Jahren zu lésen mich bemiiht habe,
und es ist mir gelungen, eine Methode ausfindig zu machen,
welche meines Erachtens nichts zu wiinschen tbrig lisst, falls
man sich auf jene Formen der Schwingungsflichen beschrinkt,
welche durch das Zusammentreffen zw e i er Partialschwingun-
gen erzeugt werden. Ich habe einen Theil dieser Untersu-
chungen bereits friher*) versffentlicht und werde hier auf
diese Arbeiten insoweit zurtickkommen missen, als sie mit
spiter gefundenen Resultaten, namentlich in Bezug auf die ge-
genwirtige Arbeit, im Zusammenhange stehen. -

*) Pogg. Ann. Bd. CIX. S, 198 und Bd. CXL 8, 1.



04 ‘ Sechstes Capitel. (8. 19.

§. 19.

Beﬁchreib_ung eines Apparats zur deutlichen 8ichtbarmachung einfacher
Partialschwingungen. Combination zweier einfachen Partialschwingungen
mit dem Schwingungsverhiltnis 1 : 2.

1. Will man ein Seil in stehende Wellenbewegung ver-
setzen, so knilpft man es mit einen Ende fest und hewegt das
andere Ende mit der Hand in einem boestimmtien, der Spannung
entsprechenden Tempo, so auf und nieder oder in einem klei~
nen Kreise herum, dass durch eine Folge von fortlaufenden
Wellen schliesslich stehende erzeugt werden. Jedoch Jeder,
der diesen Versuch in gelungener Weise anstellen will, wird
bemerken, dass er mit besondern Schwicrigkeiten verbunden
ist, weil eben eine sehr geschickte Bewegung der Hand erfor—
derlich ist, die auf einige Zeit hin unmoglich wird. Aber Be-
wegungen, welche die Hand nicht regelmitssig ausfithren kann,
vollbringt mit Leichtigkeit irgend ein schwingender Kurper,
cin am Ende eingeklemmter Metallstab oder eine Stimmgabel,
und man begreift, wie man die unsichere Hand leicht ersetzen
kann durch einen schwingenden Kérper. Um diese Idee zu
verwirklichen, nahm ich eine Stimmgabel, schraubte sie so,
dass ibre Axe horizontal war, an geeigneter Stelle ein, befestigte
an einem ihrer Zinken einen Zwirnsfaden und spannie diesen
an einer andern Stelle durch einen Wirbel an. Das Anstrei-
chen der Gabel geschah durch ein sogenanntes Streichstib-
chen, das an einem Ende des einen Zinkens befestigt und mit
nassen Fingern gericben wurde. Sobald der Faden die, der
Anzahl der Schwingungen der Gabel entsprechende, Span—
nung erhalten hatte, bildeten sich beim Anstreichen die halben
Wellen mit den Knotenpunkten in schtnster Weise. Die Ga-
bel liess sich um ihre Axe drehen und ihre Schwingungen
wirkten demnach bald in dieser, bald in jener Ebene zur Ver-
ticalebene gensigt auf den Faden ein. Auch den Faden neigte
ich aus seiner horizontalen Lage heraus und fand ganz be-
stimmte Ablinderungen seiner Schwingungsweise.

2. Um diese Verschiedenheiten inder Form der Fadenschwin-
gungen bei verschiedenen Lagen des Fadens and verschiedenen
Stellungen der Gabel genauer zu erforschen, fand ich mich be-
wogen, folgenden Apparat zu construiren. A und B Fig. 52,
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Taf. IV stellon zwei Holzstiicke vor, von denen B zuniichst dazu
bestimmt ist, an eine Tischplatte fest geschraubt zu werden.
Um die Axe a des Stilck B lisst sich A um 90° Grad von vorn
nach hinten herumdrehen, und mittelst der Schraubenmutter s in
einer der diesen Grenzen entsprechenden Lagen feststellen. In
dhnlicher Weise dreht sich um die Axe a, die, etwa 1 Meter
lange, Leiste C und kann unter einera beliebigen Winkel, so-
weit ¢s eben die Tischplatte und die ilbrige Einrichtung des
Apperats erlaubt, durch eine Schraubenmutter festgestellt
werden. Das Sitick 4 irligt eine Stimmgabel, welche elwa
256 Schwingungen in der Secunde vollbringt. Diese Stimm-
gabel ist unten mit einem Schranbengewinde versehen und
kann so um einen beliebigen Winkel aus einer Anfangslage
herausgedreht werden. Der eine Zinken (in der Figur der
linke) trigt eine Hillse, welche auf einem Messingplittchen
anfgeschraubt ist, wie die Fig. 52 a, Taf. IV zeigt, der andere
Zinken das Streichstibchen. Auf der Leiste € ist eine Klemme
k verschiebbar und kann an irgend einer Stelle von C durch
eine Schraube festgestelit werden. Um nun stehende Wellen—
bewegungen zu erzeugen, zieht man durch die Hulse & einen
schwarzen Seidenfaden oder Zwirnsfaden oder auch eine ditnne
Saite, befestigt das eine Ende davon an dem Zaplen d, das
andere in der Klemme k und sireicht mit nassen Fingern die
Gabel an, Ist die Spannung durch Umdrehen des Zapfens d
gehorig regulirt, so wird der Faden in Bewegung gerathen in
einer Weise, die sogleich niher hezeichnet werden soll.

3. Den Einrichtungen des Apparats gemiss sind folgende
Hauptstellungen der Gabel und Lagen des Fadens mbglich.
Erstens: die Gabel steht so, wie in der Figur angedeutet,
ntimlich so, dass ihre Schwingungsebene zu gleicher Zeit durch
die Linge des Fadens geht. Diese Stellung wollen wir Pa-
rallelstellung der Gabel nennen und kurz mit P bezeichuen.
Zweitouns: die Gabel steht 50, dass ihre Schwingusigsebene
um 90° Grad gegen die Stellung P geneigt ist; diese Stellung
wollen wir Transversalstellung nennen und kurz mit T
bezeichnen. Eine zwischen P und T liegende Stellung werde
Mittelstellung genannt und kurz mit M bezeichnet. Bei je-
der dieser Stellungen kann der Faden entweder bhorizontal lie—-
gen, oder vertical oder auch schief gegen den Horizoni geneigt
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sein und es mgen diese Lagen einfach mit L;, L, und L,, be-
zeichnet werden. Alle diese Stellungen und Lagen lassen sich
erreichen durch Umdrehen der Gabel um ihre Axe und durch
Umdrehen: der Leiste C. Die Drehung um die Axe @ ist fir das
Folgende von keiner Bedeutung, und ich habe sie nur deshalb
angebracht, um Versuche iber etwaige Splralruhelmwn bei
schwingenden Saiten anstellen zu kiénnen.

Dies vorausgesetzt, leuchtet Folgendes ein: Die Gabel
sehwingt so, dass der Punkt mFig. B2 a, Taf. IV in einem kleinen
Bogen auf- und ahsteigt, Diesen halben kleinen Bogen kgnnen
wir als geradlinig ansehen und in zwei zu einander rechiwink-
lige Componenten zerlegen, von denen die eine horizontal (bei
der Stellung der Gabel in der Fig. 82), die andere vertical, je-
doch beide in der Sehwingungsebene der Gabel gelegen sind.
Ohne Zweifel ist: die ersters Componente grisser als die
letztere und wird daher sauch unter Umstéinden eine hedeu-
tendere Wirkung ausithen. Befindet sich der Faden in der
Lage L, so wirkt die erstere -Componente in longitudinaler
Richtung, letztere in transversaler auf den Faden ein. Befin-
det sich bei derselben Lage des Fadens die Gabel in der Stel-
lang T, so wirken beide Comoponenten transversal auf den Fa-
den. Nimmt der Faden bei irgend einer Stellung der Gabel
die Lage L, an, so wirkt die erstere transversal, die letztere
longitudinal ein. Steht die Gabel irgendwie und liegt der Fa-
den irgendwie in einer Lage L, so werden sich die beiden
Componenten ‘als longitudinale und transversale noch weiter,
aber in diesem beiderseitigen Sinne, zerlegen lassen, -*

&. Die Einrichtung meines Apparates gestattet diese bei-
den Schwingungscomponenten der Gabel in allen Grssen,
welche sie Uberhaupt annehmen kinnen, auf den Faden ein-
wirken zu lassen und mit Leichtigkeit die stehende Wellenbe-
wegung bei letzterem zu beobachten. Die Resultate dieser
Versuch#sind nun folgende, deren einzelne Begriindung ich in
den genannten beiden Abhandlungen gegeben zu haben glaube.

a) Die Schwingungen des Fadens, von dér transversalen
Componente herrithrend, sind doppelt s0 schnell als die durch
die longitutinalen erzeugten.

b) Besitzt der Faden eine solche Spannung, dass er mit
der Gabel genau umisono klingt, so schwingt er der ganzen
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Linge nach, 1 balbe Wellenlinge bildend, wenn die trans-
versale Componente einwirkt, Diese betreffende Spannung
wollen wir §_, nennen,
¢) Soll er dagegen bei der Einwirkung der longitudi-
nalen Componente dieselbe Schwingungsart ausfiuhren, so
muss er gemiss a die tiefere Octave von dem, bei der Span-
nung 8_, erzeugten Ton, d. h. dem Gabelione bilden. Diese
Spannung mige s_, heissen.
d) Soll er die Reihe der harmonischen Schwingungsarten
" durchmachen, so muss er so gespannt werden, dass die Hilfte,
das Drittel, Viertel u. s. w. von ihm denselben Ton glebt als
die ganze Linge bei der Spannung S_, oder s_.
¢) Aus dem unter 4 und b Bemerkten folgt, dass er bei
der Erregung durch die transversale Componente allein
1 halbe Wellenlinge bildet bei der Spannung S_,

2 rn 1 LH] 17 1" S—z
3 1 L LX) L3 " 12} S—l
i 3] X 1 1ty n LH] s—c.
5 7 2] 11 LR} 1 's—s
6 1 7 " [EES } B § S—a
4 - . - L * . -

wenn wir ndmlich die nach und nach geringeren Spannungen,
bei welchen die verschiedenen harmonischen Schwingungen
zum Vorschein kommen, mit negativen Indices andeuten.

f) Aus ¢ folgt aber dann auch, dass unter dem alleinigen
Einflusse der longitudinalen Componente der Faden bildet :
1 halbe Wellenlinge bei der Spannung s_,

" n non 1 L
1y LA L] LA " s—s
1 ) THT 2 Y
) T "on 11 S—g
tH] " noon tH) $g -

. . - . - - m“

R - L R )

g) Da aber die Spannung :
S_, gleich der Spannung s_,

- » t} LR} s""'!
S_¢ 4 ) ’ §_q
S_an 1 I’ S_ny
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so folgt, dass, so ofi der Faden unter dem Einflusse der longi—
tudinalen Compenente n halbe. Wellenlingen bitdet, bei un—
gednderter Spannung unter dem Einflusse der transversalen
Componente 2n halbe Wellentingen zum Verschein kommen.

A) Derams folgt aber, dass, wenn die longitudinale und
transversale Componente, wie es bei verschiedenen Stelungen
der Gabel und Lagen des Fadens in der That der Fall ist,
gleichzeitig wirken, dann zwei Schwingungshewegungen,
deren Schwingungszahlen sich wie 4 :2 verhalten, gleichzeitig
auftreten und der Faden dem entsprechend eine Schwingungs-—
fliche beschreibt, deren Form wesentlich von der, jeder Com—
ponente einzeln entsprechenden Schwingungsflicke abweieht,
eine Fliche, welehe senkrecht zur Ruhelage des Fadens
durchsehnitten, eine Sehwingungs cur ve liefert, deren Schwin—
gungszahlen sich aweh wie 1 : 2 verhalten.

i) Die Versuche mit Hilfe einer Gabel in der angegebenen
Weise, einen Faden in stehende Wellenbewegung zu versetzen,
zeigen jedoch, dass in den Stellungen der Gabel und Lagen
des Fadens, wo eine der Componenten die andere an Grosse
stark ubertrifft, meistens nur auch die der grosseren Compo-
nente entsprechende Bewegung entsteht. So z. B. zeigt der
Faden bei den Spannungen s_,, §_,, .... wenn sich die Gabel
in der 8tellung P der Faden in der Lage Ly befindet, nur die
Bewegung, welche von der longitudinalen Componente her—
rahrt, d. h. 4, 2 ... und nicht auch gleichzeitig die doppelte
Anzahl halber Wellew. So zeigt ferner der Faden m der Stel-
lung T und Lage Ly eder in der Lage L, und einer beliebigen
Stellung der Gabel meistens nur die Schwingungen, welche
durch die transversale Gomponente erzeugt werden, indem ja
letztere in d'en. angegebenen beiden Fillen so gross ist, als die
longitudinale Gomponente bei der Stellung P und der Lage Lj.

Es folgt aus diesen Angaben, dass die unter 4 angedeute—
ten Combinirungen zweier Schwingungsbewegungen mit dem
Schwingungsverhiltnis 4:2 nur aufireten ktnnen bei einer
zwischen der Stellung P und 7" liegenden Stellung der Gabel
und bei horizontalem Faden, oder bei irgend einer Stellung der
Gabel und einer geneigten Lage des Fadens.

k) Wird eine Wellenbewegung durch transversale Schwin-
gungen der Gabel erzeugt, so schwingt der Faden, wenn er
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genau die Spannungen besitzt, welche oben mits_,, s_, ..

hezeichnet wurden, in einer Ebene und zwar einer Ehene, die
rugleich durch die grossere transversale Componente lauft. So
z. B. bei der Stellung T'und Lage L, in ciner horizontalen Ebene,
hei der Lage L, und einer beliebigen Azimuthalstellung der Ga~
hel in einer Verticalebene und zwar von derselben Azimuthal-
stellung der Gabel. — Macht man jedoch die Spannungen ein
klein wenig niedriger, so gehen die ebenen Schwingungen in
clliptische und kreisformige tber, welche Schwingungsarien
sich auch dadurch hervorbringen lassen, dass man bei unge-
dnderter Spannung durch verschiebbare Gewichte, die von
vorn herein an den Gabelzinken angebracht werden, die Gabel
etwas hoher stimmt.

Auch die longitudinale Componente erzeugt hald ebene,
bald elliptische Schwingungen des Fadens, je nachdein man
stirker oder schwiicher streicht.

l) Aus diesen Mittheilungen geht hervor, dass man mit
einer Stimmgabel im Stande ist, cinen Faden (Saite) so in
cine stehende Wellenbewegung zu versetzen, dass die Schwin—
gungsfliiche, welche er hicrbei beschreibt, senkrecht zur Ru-
helage des Fadens durchschnitten, als Durchschnittsfigur eine
Curve liefert, die den zweiten Horizontalreihen der Curventafeln
V bis XT angehort. Fiir das Auge lisst sich dies einfach dadurch
deutlich machen, dass man einen schwarzen Faden withlt und
an verschiedenen Stellen feine weisse Punkte anbringt.

Offenbar kommt es auf den Moment an, von welchem zn
der verhandenen einen Bewegung noch die andere hinzutritt,
oder kurz auf die zwischen beiden Bewegungeh' béstehende
Phasendifferenz. Meine Versuche haben mich gelehrt, dass
man diese duréh langsameres oder stiirkeres Streichen, durch
cine kleine Veriinderung der Spannung lindern kann, so dass
man also im' Stande ist, eine grosse Reilie von Schwin@lings—
fitichen auf das Deutlichste dem Auge vorzuftihren.

§. 20.
Die harmonischen Bchwingungsfiichen dberhaupt.
1. Das Phinomen des gleichzeitigen Ertonens zweier oder
mehrerer harmonischer Ttne einer schwingenden Saite ist in-

teressaiil genug, um den Wunsch zu #ussern, in vergréssertem
. 7' *
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Maasstabe die Flache zu tibersehen, welche bei diesem Zusam—
menklang beschriehen wird, und diesen Wunsch zu erfullen,
habe ich ohige Methode, einen fadenformigen Korper in ste-
hende Wellenbewegung zu versetzen, so erweitert, dass man
mit Leichtigkeit im Stande ist, zuntchst den Zusammenklang
zweier beliebigen harmonischer Tone, webn sie pur nicht zu
den alizuhohen gehtiren, zu veranschaulichen, d. h. eine Reihe
von Schwingungsfliichen darzustellen, welche entstehen durch
das gleichzeitige Auftreten zweier Vibrationsbewegungen, de-
ren Schwingungszahlen sich verhalten wie 1:1 oder 1 :2 oder
4.3 oder 4:4 und wohl auch noch Verbindungen von hthern
harmonischen Schwingungen mit der Grundschwingung; ebenso
die Verbindungen zweier Schwingungen, deren Schwingungs—
verhilinis wie 2:3 oder 3: 4 ist. )

9, Zu dem Ende nahm ich zwei Stimmgabeln; eine davon
war so tief, dass sie nohezu das F der grossen Octave angab,
die andere dagegen nahezu das ¢ der eingestrichenen Octave, so
dass dicse Gabeln genau das Verhyitnis 1:3 besassen, falls
man nur die eine oder andere etwas erhihte oder vertiefte,
Die tiefere Gabel war zu dem Ende mit zwei, lings den Zin~
ken verschiebbaren, Gewichten versehen, welche nach dem
Stiele zu gertickt den Ton hoher machten und, in entgegenge~
setzter Richtung bewegt, ihn vertieften. Beide Stimmgabeln
wurden mit ihren Fitssen in zwei starke Holzsticke A geschraubt
und letztere mittelst Schraubzwingen an einem Tische befestigt,
sowie die Fig. 54, Tal.1V andeutet. An dem einen Zinken jeder
Gabel war einMessingplittchen r und s befestigt und mit einem
Lochelchen durchbobrt, so dass, wenn die Stimmgabeln richtig
centrirt waren, eine durch diese Lochelchen gelegte Gerade mit
den Axen der ersteren zusammenfiel. Ein Faden wurde bei a
durchs eine Plattchen s gezogen, von hier nach b durchs andere
und vo%jer nach dem Wirbelchen e, um so mittelst dieses die
geeignete Spannung zu erhalten. Das Anstreichen der Gabeln
geschah durch Streichen der Stibchen ¢ und d wittelst nasser
Finger. Um nun wirklich die Schwingungsflichen mit dem Ver-
hiltnisse 1:3 zu combiniren, spannt man den Faden so, dass,
wenn die hohe Gabel N allein angestrichen wird, men deutlich
drei halbe Wellen erblickt; setzt nun die grosse Gabel M allein
angestrichen den Faden mit einer halben Welle in Bewegung,
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so wird das gleichzeitige Anstreichen zum gewtinschten Ziele
fuhren; ist letzteres nicht der Fall, so kann man mittelst der Ge-
wichte den Ton der grossen Gabel reguliren, ohne die fur die
Gabel N bereits richtig getroffene Spanoung zu tindern,

Ist das Verhiltnis genau getroffen, so wird der Faden, wenn
regelmissig gestrichen wird, eine constante Bewegung annch-
men, im entgegengesetzten Fall dagegen eine Reihe von Phasen
durchlaufen, aber jedenfalls wird man selbst in diesom Falle
aus den Curven, welche die weissen Punkté des schwarzen
Fadens beschreiben, erkennen, dass sie in die dritten Horizon-
talreihen der Curventafeln gehoren.

Wir haben im vorigen §. unter % gesehen, dass der Faden,
wenn die Gabel transversal auf ihn schwingt, chene Schwin-
gungen vollbringt, vorausgesetzi, dass die Spannung genau ist.
Der Apparat Fig. 54, Taf. IV gestattet die Schwingungsebene
jeder Gabel cinfach durch Umdrchen der letztern anders gegen
den Horizont zu neigen, und da sich gemiiss & im vorigen §. die
Schwingungsebene des Faden® mitdreht, so kann man, wie es
auch in Fig. 54, Taf. IV dargestellt ist, die Schwingungscbenen
der Gabeln rechtwinklig zu cinander stellen, und somit alse
bewirken, dass zwei zu einander rechiwinklige oder irgendwie
geneigte ebene Vibrationshewegungen den Faden angreifen.

3. Unter k im vorigen §. wurde auch erwihnt, dass, wenn
man die Spannung ein klein wenig niedriger mache als der Ton
der Gabel, man denFaden in elliptische Schwingungen verselzen
kinpe. Wendet man alle diese Bemerkungen gehorig an, so las—
sen sich mit zwei solchen Gabeln eine grosse Menge von Schwin—
gungsflichen darstellen, von denen ich nur kurz noch Folgendes
anfuhren will. Bei einer Gabel allein erhdlt man immer wirk—
liche Knotenpunkte, falls eben hierbei der Faden nur einfache
Aliquotschwingungen macht; schwingt dagegen die zweite Ga-
bel mit, so kiénnen an Stellen der Punkte auch gerade Linien
oder Ellipsen auftreten, und zwar hiingt dies von der Zahl der
halben Wellen und davon ab, ob die Bewegungen, wenn jede
allein auftritt, elliptische oder ebene sind. Denn combiniren sich
Fig. 55, Taf. IV die Bewegungen A und B und ist 4 elliptisch, so
wird der Punkt n bei der combinirten Bewegung eine Ellipse be—
schreiben miissen ; combiniren sich A und C, so beschreiben die
Punkte n, wenn A ebene Schwingungen sind, gerade Linien,
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dagegen bei clliptischen Schwingungen ven 4 Ellipsen; combi-
niren sich Bund C, so erhiilt man entweder aufl der Fliche drei
Gerade von den Punkten 7, wenn niimlich Bund Cebene Schwin~
gungen sind, oder cine Gerade und zwei Ellipsen, wenn Ceben
und B elliptisch oder umgekehrt, wenn C elliptisch und B eben ;
combiniren sich B und D, so leuchtet ¢in, dass der Mittelpunki
des Fadens bei der combinirten Bewegung stets ein Punkt bleibt,
withrend die Stellen, wo die beiden andern Knotenpunkte der
Bewegung D hin zu liegen kiimen, entweder Ellipscn oder Ge-
rade beschreiben, jo nachdem B elliptisch oder eben ist.

Allgemein lisst sich in dieser Bezichung sagen: Wenn Mund
NzweiParttalschwingungen sind mit m und n Knotenpunkten, die
Endpunkte abgerechnet, so bleiben bei der combinirten Bewegung

a) diejenigen Stellen der Schwingungsfliche wirkliche Kno-
tenpunkte, an welchen eben cin Zusammenfallen der, den
cinzelnen Partialschwingungen angehirenden Knotenpunkte

stattfindet; .

b) bleiben ausserdemn noch m, und #, Knotenpunkte von 3 und

N ubrig, die sich nicht decken, sa zeigl noch die Fliche:

aa) an (m,+n,) Stellen Ellipsen, weun M und ¥ elliptisch
sind ;. ,

bb) an (m,=-n,) Stellen Geraden, wenn Mund N eben sind;

cc) an m, Stellen Ellipsen und n, Stellen Gerade, wenn
N elliptisch und M eben oder umgekehrt, an m, Stel-
len Geraden und g, Stellen Ellipsen, wenn M ellip~
tisch und N eben sind.

4. Es verdient jedoch noch bemerkt zu werden, dass 'die
Einrichtung des Apparates der Fig. 54, Taf. IV auch gestattet,
Schwingungsflichen zu erzeugen, deren Componenten nicht eine
ganze Zahl halber Wellenléingen betrdgt, und ich muss in dieser
Beziehung auf die letzte der eben erwihnten und in Pogg. Ann.
Bd. GXL-§. 1 von mir verofifentlichte Arbeit verweisen.

Schliesslich sei noch bemerkt, dass man den ganzen Ap-
parat, statt durch Streichstibchen die Gabeln ins Ttnen zu brin—
gen, auch so cinrichten kann, dass durch den electrischen
Strom die Gabeln in Bewegung gesetzt werden, ganz in der-
selben Weise, wic wir oben gesehen haben.



Zweiter Theil.

Allgemeine Theorie der Schwingungscurven.






Siebentes Capitel.

Aufstellung der allgemeinen und besondern Glei-
chungen unserer Schwingungscurven. Begriffsbe-
stimmung ihrer Lage und Form.

§ 1.

Die atlgemeinen Gleichungen der Schwingungscurven, welche sich in
geradlinige Vibrationscomponenten zerlegen lassen.

1. Wir haben im ersten Theile verschiedene Methoden
kennen gelernt, um cinem leuchtenden Punkte eine geradlinige
Vibrationshewogung zu ertheilen. Wir konnten zu dem Ende
namentlich einen Spiegel, eine Stahllamelle und eine durch
eine Stimmgabel erzitterte Saite benutzen. Wir haben auch
unter 8, §. 1 gesohen, dass der Ausdruck f. tang 28, oder wenn
8 sehr klein auch 2f.tang 8 die Grosse der Verschiebung des
leuchtenden Punktes von der Ruhelage angiebt, falls eben ein
Spiegel benutzt wird, der aus der Entfernung f nach einem
Schirme oder demn Auge ein Lichtbiindel refloctirt. War der
Drebungswinkel @ klein und f gross genug, so lehrte uns der
§. 1, dass der Ausdruck 2f.tang 8 auch dann die Grisse der
Verschiebung des leuchtenden Punktes vom Vibrationseentrum
angiebt, falls eben der Spiegel an dem einen Zinken einer
Stimmgabel angebracht wird. Denken wir’ nicht an einen
Spiegel, sondern an die Stahllamellen des Kaleidophons, deren
Endpunkt jene Gerade beschreibt, so giebt der Ausdruck
{.tang B jene Verschiebung vom Vibrationsmittelpunkt an,
wenn [ die Linge des Stickes und g der Winkel ist, der in
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einem bestimmten Momente von dem Stabe mit seiner Ruhe—
lage gebildet wird. Bezeichnen’ wir den Maximumwinkel der
Elongation mit b, ferner die Schwingungsdauer des Stabes mit
8, dic Schwingungszahl mit m, die, einem bestimmten Winkel
B entsprechende, Zeit mit ¢, so leuchtet ein, dass folgende
Gleichung besteht :

l.tang b |

{.lang 8 sin—zﬁlﬁt

6
oder wenn die constante Grosse /. tang b einfach mit A und die
variabele Grosse [. tang 8 mit @ bezcichnet wird:
2 mrt
5

Unbeschadet der Allgemeinheit dtrfen wir aber die Schwin—
gungsdauer als die Zeiteinheit, d. h. 8 als 1 annehmen und ach-
ten wir darauf, dass die Bewegung von einem bestimmten Mo—
mente & an gerechnet werden kann, mit andern Worten, dass
¥ dic Phasendifferenz der Bewegung, so giebt die Grosse

e=4. sin Amz (t4F)

die Verschiechung vom Vibrationscentrum in irgend einem Mo-
Momente ¢ an. Da ferner die Anwendung eines Spiegels, eines
Stabes oder einer Saite ete. viclleicht nur eine Aenderung der
Elongationsgrenze A zur Folge hat, so ist obiger Ausdruck fur
¢ als allgemeine Formel fur cine geradlinige Vibrationsbewe-
gung zu betrachten, natirlich nur unter der oft wiederholten
Voraussetzung, dass nur kleine Elongationswinkel berticksich—
tigt werden. )

2. Legen wir durch das Vibrationscentrum zwei recht—
winklige Coordinatenaxen und beziehen auf diese unsere Vi-
brationshewegung, so kann letztere nach der Axe der X und Y
in zwei Componenten & und y zerlegt werden, so dass

x=A.sin 2mmn ((4+3I). cos @

y =A. sin 2mn (t+9) . sin ¢
wenn eben ¢ den Winkel bedeutet, welchen die als positiv
angenommene Richtung der geradlinigen Vibrationsbewegung
mit der positiven X Axe bildet, der gleich 0% wenn jene mit
dieser, dagegen gleich 90°, wenn erstere mit der positiven
Y Axe zusammenfillt, Umgekehrt ist auch einleuchtend, dass,

e=4.8in



8. 214.]  Aufstellung d. allgemeinen u. besondern Gleichungen ete. 107

wenn ¢ bekannt ist, die letzten heiden Gleichungen unsere
urspriinglich gedachte Vihrationshewegung hestimmen.
Bestiinde nchen dem letzten Systeme zweier Gleichungen
noch ein zweiles, wiire also, um dies durch Indices anzu-
deuten,
o, == A, sin2m 7 (t+3,) . cos g,
Y, = A, sin 2m 7w (t+3,) . sin g,
und
Ty = A,y SIN2mg7r (t4-3,) . cOS @,
Yo = A, . sindmy7 (t+93,) . sing, ,
so wiirde das crstere eine erste, das letzlere eine zweite ge-
radlinige Vibrationshewegung bezeichnen, und wiire ein Punkt
gendthigl, beiden Bewegungen gleichzeitig Folge zu leisten, so
bestinden fiir dicse gleichzeitige Bewegung die Gleichungen
T =@ 4o,
Y=Y+,
d. h. mit andern Worten : die resultirende Bewegung, welche ein
Punkt einschltigt, der zweien heliebig gegen einander geneig—
ten geradlinigen Vibrationsbewegungoen gleichzeilig folgt, wird
dargestellt durch die beiden Gleichungen:
aw=A,sin2m 7 (-4+3,) cos @, + A, . sin2my7 ({43,) cos ¢,
y=A,sin2m, 7 (t4+3,) sinp, + 4,sin m,7 (14+9,) . sing,
Wiirde endlich vorausgescizi, cin Punkt solle 3, & .... p
geradlinigen Bewcgungen gleichzeitig Folge leisten, so wire
offenbar die resultirende Bewegung darzustellen durch die
Gleichungen :
x=A,sin2m,7 (t+9,) cos @, + A, sin2m, 7 (r+3,) oS g,
+4 sm‘i’maﬂ ((4=33) cos g + A, sin2m, 7 t+3,) cos @,
+ .0+ L + Apsin2mym (t+ p)cosq)p ®
y=A,sin2m, 7 (t+3,) sinp, + A sin szn' (t4,) sing,
+A8 sin 2my 7 (t49) sin @, + A sin2m, 7 (t+3,) sing,
+ ... “+ ... + Apsin2my,7e ((+-3) singy.
Denn ohne Zweifel erhalten wir aus diesen beiden Gleichungen
eine Gleichung
@ (.'D, y) =0
als Gleichung der resullirenden Schwingungscurve, falls wir
i Stande sind, die Variabele ¢ zu eliminiren.
3. Stellen die Gleichungen :
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@y=A.sin2mmn ({+9).cosp
Yyu=A.sin2mm ((4-3) .sing }
und :
xy==B.sin2nz (t4+3) . cosy }
yp=B.sin2nsx (t+d). sing
zwei geradlinige Vibrationsbewegungen vor, und setzen wir
voraus, es wire
m=n,
so wird die resultirende Bewegung auch dargestellt durch die

Gleichungen :
w=P.sind 4+ Q. cosi

y=P,.sini+Q,.cosl,
wenn wir ndgmlich 2mnt mit A und die constanien Factoren an
sin 4 und cos A im ersten und zweiten der obigen Systeme
beziehungsweise mit P, Q und P,, @, bezeichnen. Aus dlesen
heiden Gleichungen folgt aber :

x—P.sind _y—P, .sind
¥

Q - Q
d. h. 0
e x0Q,—y0
s l— PQJ_PI‘Q ’
ferner:
x—~Q. cos l=g/—Q,.cosL .
P P, ?
d. h.
aP,—yP
§ A=t =,
¢08 £ =0P,=PQ,

Erheben wir diese fir sin 4 und cos 4 gefundenen Aus—
dricke ins Quadrat und addiren sie, so folgt, wenn alles ge-
ordnet wird :

2. (P2 4+QF) +y* (Q*+P*)—2xy (QQ,+PP)) — (PQ,—P,Q}*=0
als Gleichung der resultirenden Schwingungscurve bezogen auf
unser rechtwinkliges Coordinatenkreuz, Es ist aber das Qua-
drat des Cogfficienten an ay weniger dem vierfachen Produkie
der Cosfficienten an x® und y* gleich :

k. (QQ,+PP)*—L. (P40 (P+0?)

8. QQ} PP,—-4 (P’Q:E+QEP;2)
—k. {PQ,—~P,Q)%

gleich:

gleich:
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und dieses negative Vorzeichen deutet an, dass die obige Glei-
chung zwischen « und y einer Ellipse angehort, d. h. also:

»zwei beliebige geradlinige Vibrationshewegungen, deren

»Schwingungszahlen aber gleich sind, liefern bei ihrem

»Zusammenwirken unter allen Umstinden eine EHipse

»(Kreis, Gerade).«

Daraus folgt aber auch, dass, wenn wir in obigem Sy-
steme @ von zwei Gleichungen p als gerad annehmen und
die Schwingungszahlen paarweise gleich selzen etwa

My=My=Mm; Mg=M,=n; etc.
dieses System von Gleichungen alle miglichen Schwingungs—
curven darstellt, welche sich in eineAnzuhl% elliptischer Com—

ponenten zerlegen lassen. Es folgt ferner, wenn p ungerad ist,

p=1
2

tische Componenten mit einer geradlinigen verbunden, voraus—

gesetzt wieder, dass bei P;‘ Paaren der gegebenen geradli—

dass wir die Sache so ansehen konnen, als wiren

ellip-

nigen Componenten die Schwingungszahlen gleich sind.

4. Ich will hieran noch den Beweis eincs andern Satzes
kntipfen, der im ersten Theile schon angefihrt wurde und
vielleicht noch eines schirfern Beweises seiner Richtigkeit be~
darf. Nehmen wir ndmlich an, es wiiren zwei elliptische Com-~
ponenten mit gleichen Schwingungszahlen gegeben, deren
Gleichungen wir nach dem soeben unter 3. Erirterten schrei-

hen durfen als:
x,= P sind 4 Q cosi
y,=P,sind 4+ Q,cos 4
und
ap=P sind+ Q' cosd
yo=P,'sind+Q,'cos 4,
so geben diese Componenten eine Resultante, deren Gleichun—

gen sind:
x=Rsind 4 Scosi

y =R, sind+ S, cosd,
d. h. nach dem Vorigen wiederum eine Ellipse. Da die gerad-
linige Vibrationsbewegung nur eine Specialitit der elliptischen
ist, so konnen wir nunmehr folgenden Satz als bewiesen aus-
sprechen :
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»Verbindet man eine heliebige Zahl elliptischer Compo-
vnenten mit einander, oder elliptischer mit geradlinigen,
wand sind die Schwingungszahlen aller dieser Componen—
sien gleich, so ist die resuitirende Curve eine Eilipse
»(Kreis, Gerade); und umgekehrt: eine Ellipse, als Schwin-
»gungseurve erhalten, deutet stets den Einklang der ein-
»zelnen Elemente unter einander an.«

§. 22.

Ableitung der Gleichungen fiir die Schwingungscurven des ersten Theils.

1. Wir haben im ersten Theile drei Hauptgruppen von
Schwingungscurven ins Auge gefasst und stehen jetzt an dem
Punkte, aus den allgemeinen Gleichungen ® die jeder Gruppe
enisprechende speciellere Gleichung ableiten zu konnen, be-
sonders mit Ricksicht aufl die Vorausselzungen, wélche bei
der Darstellung der Taf. V bis XI gemacht wurden, um so un—
mittelbar die Theorie durch die Zeichnung und umgekehrt der
Richtigkeit nach prifen zu konnen.

Aufl der Taf. V bis VII sind zwei geradlinige Vibra-
tlionsbewegungen combinirt und wir erhalten aus den Glei—
chungen @ die speciellen fur diese Combinationen, wenn wir
zundchst

Ag=4, ... Ap =0
setzen. Wir nahmen aber in den Zeichnungen der genannten
drei Tafeln auch an, dass die eine Gomponenie wit der © Axe
zusammenfalle. Daraus folgl, dass wir ausserdem noch
9,=0

selzen missen. Wir haben uns ferner im §. 5, 1 iberzeugt,
dass, wenn bei zwei gerad{inigen oder elliptischen oder einer
geradiinigen und eciner elliptischen Componente zwei Phasen—
differenzen fir die beiden Componenten urspringlich ange-
nommen werden, wir, ohne die Gestalt und Lage der fesulti-
renden Schwingungscurve zu 4ndern, die eine Phasendifferenz
gleich Null annehmen diirfen, wenn nur statt dor andern eine
der ursprtnglichen Annahme gemiiss verinderte Grosse ge-
setzt wird. Wir drfen demnach in ® auch noch 8, gleich
Null setzen und lassen wir jetzt an &, und ¢, den Index weg,
schreiben wir fur m, ein m, fir m, ein u, Ur 4, ein 4, fur A,
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ein B, so werden die Curven der Taf. V dargestellt durch die
Gleichungen :
@ = Asin2mr (t+8) + B. sin 8nnt.cos g } I
y=RB.sin2nat.sing . T
Fur die Curven der Taf, VI ist

P= 900,
mithin werden sie dargestellt durch die Gleichungen :
x=A.sm2mx(t+9I) | La
y = B.sin st J R
Fur die Curven der Taf. VII ist
P =10"

wmithin ist ihre Gleichung:
x = Asin2mzm ({-+3) + Bsin sl ... Lb.

2. Auf den Taf. VIil und IX {X ist nur eine Modification
von VII) sind Curven gezeichnet, bei denen die eine Compo-
nente geradtinig ist und mit der X Axe zusammenfillt, die an—
dere dagegen elliptisch wmd zwar so, dass die eine Axe der
Ellipse ebenfalls mit der X Axe zusammenfullt.

Nach der Principien, die im vorigen §. entwickelt wurden,
evhalten wir die allgemeinen Gleichungen von Curven it einer
geradlinigen und einer eliptischem Componente, wenn wir zu—
nichst

A4=A5=‘....A'p=0
und ferner:
my=m
My == Mg =0
setzen, mithin als:
x = A, sin2mm ({+3,) cos g, + 4, sin2m7 (t+3,) cos g,
+ Ay . sin 2n75 (t-+ Dy} cos gy
y = A, sin2mm (t+3,) sin @, + A, sin 2nz (1+3,) sin g,
-+ A sin 2n7 (14 ) sin gy,
Aber den Tafeln gemiss soll die eine Axe der Ellipse mit der
X, die andere mit der ¥ und ausserdem die geradlinige Coni—
ponente mit der X Axe zusammenfallen, welchen Anforderun—
gen entsprochen wird, wenn wir weiterhin
= @, = 0 und @, = 90°
setzen. Unsere Gleichungen werden dann
@ = A, sinmz (1+p-3,) 4 4, sin 7z (t4+9,)
Y= Agsin2n7r (I4-9y).
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Die beiden Componenten, welche die Ellipse erzeugen, sind
ohne Zweifel : .

Ay . sin2nzp (t-4-3,) und Agsinnm ((4-9y);
sollen diese Gomponenten eine Ellipse erzeugen, deren Axen
den Zeichnungen gemiss mit den Coordinatenaxen zusammen—

4
fallen, so muss noch 93=10 und 9, = w%{i gesetzt werden,

worin » eine beliebige ganze positive oder negative Zahl be—
deutet. Schreiben wir ferner fir
&, ein I
A, ein 4
A, ein B und 4, ein C,
so erhalten wir:
axe=A.sin@msz (1+3) + B.cos 2nmt } :
gy = C.sin2n7wl
als die Gleichungen, fur die Curven der Taf, VIII bis X.
3. Auf Taf. XI sind Schwingungscurven gezeichnet, de-
ren beide Componenten elliptisch sigd und zwar so, dass die
Axen der Ellipsen mit den Coordinatenaxen zusammenfallen,
Um tiberhaupt aus den Gleichungen © die speciellen Gleichun-
gen fiir beliebig gelegene elliptische Componenten und deren
Resultante abzuleiten, haben wir nach dem vorigen §. nur
ntithig

L I¥

m,==my,s=m

Mg =M, =7
zu selzen, und solien die Ellipsen noch so beschaffen sein,
dass ihre Axen mit den X und ¥ zusammen falien, so haben wir
weiter nur nothig, nach dem, was eben unter 2. erliutert
wurde:
Py=0: @, =90°
P=0; @, =90,

ferner:
bn4-1
= i ; dp=0
bn41
he=—p =0

zu setzen, fur 4,, 4, ein Aund B fur 4; und 4, ein € und D zu
schreiben, um folgende Gleichungen:

@ = A, cos 2mmt+ C.cos nmt

y=B. sin2msmt 4 D. sin2nmt
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als die gewtinschten zu erhalten. Aber diese Gleishungen ent—
halten zwei elliptische Componenten, zwischen demen keine
Phasendifferenz besteht; wollen wir dies vermeiden, ‘86 haben
wir nur nothig, diese der einen Componente noch hinzuzufiigen,
wodureh

x=A.cosmmt-+4 C.cos 2w (t-l-&)} 1

y=2B.sin@mzt + D, sinm7w ({4
wird.

Bemerkt wird nur noch, dass in den Gleichungen I, I
und Ty m grosser als n; in der Gleichung 11 fur die Taf. VIIT und
X m>»n, fur die Taf. I)\ dagegen n>m, in den Gleichungen 111
ebenso n>m vorausgesetzt wird. :

§. 23.

Lagen und Formverhiltnisse der Curven in Bezug euf ein rechiwinkliges
Coordinatenkreuz.

1. Ein Blick auf usdere Gurventafeln lehrt, dass fur ver-
schiedene Werthe von 9 dieselbe Gestalt' der Curve wieder-
kehrt, dass ferner die Regelnflissigkeit der Form {ur verschie—
dene Werthe von & auch eine verschiedene ist. Um diese Ver-
hiltnisse aus den oben aufgestellten Gleichungen nihér kennen
zu lernen, ist es winschenswerth, hier schon gewisse Defini-
tionen zu geben. Denken wir niimlich irgend #&ine Curve U
Fig. 56, Taf. IV und ein rechtwinkliges Coofdinatenkreuz mit
dem Mittelpunkie o, so sind es vier bemerkenswerthe Lagen,
it welchen wir init Rucksicht suf die urbildliche Lage und aufs
Coordlmteﬁkreuz die Curve zeichnen konnen, nimlich wie

, U, Uy, U,. Dié Lage U, ist identisch mit U, es.ist die
ef)enhlldllche unid ‘ich nenne sie im Folgenden kurz die
erste Lage. In deér Lagé U, erscheint das Urbild um die
X Axe (paraliel det Schrift lau’fend) herum gedreht; die Lage
ist die gegenbit@lic¢he beztiglich der X Axe und moge
kurz die zweite Lage heissen, In der Lage U erscheint das
Urbild um die Y Axe gedreht; die Lage ist die gegenbild-
liche beziiglich der ¥ Axe und werde kurz als dritte
Lage bezeichnet. In der Lage U, erscheint das Urbild um
180° um den Coordinatenmitielpunkt gedreht; wir konnen
diese Lage als invers ebenbildliche und der Kirze halber
als vierte Lage bezeichnen,

MELDE, Bcliwingungsourven. 8
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2. In einor dieser vier Lagen treffen wir, ausgehend von
einem hestimmten Werthe von'J, die Curven wieder an und
wir.wollen hier noch die analynschen Merkmale . dieser Lagen
kennzeichnen. Bedeuten

(@) und (y)
die Coordinaten irgend cines Punktes der Curve, wobei die
Klammern anzeigen sollen, dass.a und y sowohl positiv als
negativ sein konnen, so gehtren demselben Punkte der
Curve bei den verschiedenen Lagen folgende Coordinaten an :

Coordmaten der urbildlichen Lage } o, y)

S A il

“Goordinaten der 1t Lage +(x), +(y5 o

) 1 Qten v +(m)’ _(y)

2 1 Jten ' —(w)) +(.’/)

’ 2] ren ., '-(m)) "'(y)

Bezeichnen wir mit:
="t
einen Coefficienten am a, mit

=

einen Coefficienten am ¥, so ﬁndet ‘ ,
die erste Lage statl, wenn el_ez_ +1.

4y ZWeite ,, 2 G, gg=—14
y, dritte ,, y By==—1, ez—+4
» vierte 5, 4, n Gy —|

ist. ‘
3. Es ist ferner einleuchtend, dass, wenn die erst'e und
und zweite Lage 1dentlsch das Urbild symmetrlsch zur X Axe
gelegen sein muss; dass, wenn die erste und dritte Lage
ulentnsﬁﬁ, das Urbild svmmetnsoh zur ¥ Axe liegt; dass, wenn
dle erste und vierte 1dentlsch das Urbild eine Mlttelpunkts—
curve ist; dass endlich, wenn die erste, zweite und dritte
Lage ulenusch das Urhild symmetrisch zu beiden Axen liegt.
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Allgemeine Theorie der Schwingungscurven, welche
durch zwei geradlinige Componenten erzeugt wer-
den, insofern hierbei allein die Grosse % von
Einfluss ist.

§. 24.
fiwei Componenten unter einem schiefen WinKkel.

1. Die Gleichungen, welche dieser Gruppe angehoren, ‘s‘in.d
nach §. 22, 1: S
x=A.sin2mrm (t+3)+ B.sinWnzt. cos I
y =B .sin 2unt . sing. ‘ }
Wir wollen die Frage stellen, fur welchen Werth von & erhal-
ten wir eine Gurve, welche sich mit der durch die Gleichun-
gen I dargestellten in einer der vier, nach dem vorigen §. ni-
her bezeichneten, Lagen befindet oder mit andern Worten :
welchen Werth, mit @ bezeichnet, durfen wir fur.irgend ein
ursprilnglich ‘angénotiimenes % h ‘obige Gleichungen 1 ein-
setzen, damit
Y N XN
und
y==8&Yy
wird? , L
Eine Aenderung am « und y tritt offenbar ein, wenn wir {
und & indern, bezeichnen wir das veridnderte ¢ mit /,, so muss
unserer Frage gemiss
8 *
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A . sin2mzm (t,+ @) -+ B.sin 2nmt, . cos p=

d = g, Asin 2mz ({-+9) + &, B . sinnzmi.cosp ... (1)
und :

‘ B.sin2nmt, sin. =g, B.sinnat.sing ... (2)
sein.

Aus der Gleichung (2) folgt:
sin 2nmt, = &, sin 2nst

nrt, = A+ ( —4)1'6‘2 et

wenn A eine beliebige ganze positive oder negative Zahl be-
deutet ; folglich:

‘ t"""s'?" += (-—4)2'821!

Fuhren wu' dtesen Werlh von ¢, in die Gle:chung a ) ein, 50
folgt: '

4.sin an[-g% + ’(-4) ltsz.t+é] -+

+Bsin2nn[—2% + _(-4)lszt] 008 (p ==
—e,Asiana(t+#)+a;.B sip nzst. cos @ ... (3)
Ordnen wir alles nach den Factoren von sin Qm(zt cos 2mt,

sin 2nszt uiid cos irzt, so folgt, mit Riteksicht darauf, dass:

2’&, sip Smrot

singm (1) et = (1)

' cos an(—ﬂle,t.—.-. cos Ammt,
g 2=

oL 2 :

) cos 2z 5 = (=1}, zuletat

A{ (— 7l) ls,:.} cos QMQ;(% + €~))‘—-e1 cos anﬁ} sin 2mat +
+4 { sin 2mz (Q—% + Q)‘-“1 sin ans} cos 2mzt -+

+B {6,—s,} cos@.sin Wt =0. o (8)
Soll diese Glelchung aber fur ;eden Werth von ¢ hestehen,
30 muss

(—-1)‘1'.92 cos 2msr (—l—

a t @)= eicosﬁimm‘} en (B)
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sin2mn (‘élﬁ +0)=sgsin2mzd .. ()
) 82 = 81 ' ' saes (7)
sem, .
Aus (7) folgt, dass s, nicht gleich =1 sein kann, wenn
&, = — 1 oder umgekehrt, d. h., dass kein eipziger Werth von
@ existirt, welcher, anstatt 3 gesetzt, eine Curve lieferte, die
mit dar Curve fir 3 sich in der zweiten oder dritten Lage he-
fande, wie sofort ein Blick auf die Taf. V bestutigt. Mit Ruck-
sicht auf die Gleichung (7) werden die Gleichungen (5) und
{6) zu:

co8 smn(;;n + 9).—_ (=) *cos2mad ... (8)

. ! .
sin imrt(—g—; + G)= &, sin 2mmd . ceen (9)
Diese heiden Gleichungen bestehen allgeméin, wenti:
A ,
2m(g + @)= Bt Mot (— yhe, ammd

(worin u jede ganze positive und negative Zahl hedeutet), d. h.
wenn : '

@Qu+A)n—Am
T m.n
Ist nun A gerad, so folgt fitr jeden Werth von m und #

0= + (=0ke 3. ... (a0)

Y- PSR e (1)
mn

wo K jede‘ ganze positive oder negative Zahl vorstellt.

Ist aber A ungerad, so folgt fiir den ersten Faﬁ, unter
welcher Benennung wir verstehen wollen, dass m und % un-
gerade Zahlen, dass

K .
O=" —53 e (19)

fiir den zweiten (m gerad, n ungerad} und dritten
(mungerad, n gerad) Fall, dass

0=""" 09 L

sein muss.
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2. Mit Ritcksicht auf den Werth von'e,, der bei der er-
sten Lage + 1, hei der vierten —1, lassen sich die durch
die Gleichungen (11) bis (13) gegebencn Resultate in folgen—
dem Schema zusammen ordnen,

Lage. | A% Fall | 9w ¥all, | 3w Fall.
.. o= . T H=
. Eo [Fo
po | K 4 mn mn
mn. T
- 2+l o K e (1]
2mn 2mn 1
kte ——"—'i& mn L mn
mn 2K+-1 W+
0 2mn +3 2mn +3

Wir wollen dieses Schema durch ein Beispiel mit Rtick-
sicht auf Taf. V noch erlsutern. Angenommen n:m=2:3,

also den Jen Fall, und ‘9_1}8_: ‘welches sind die Werthe von

®, die eine zur Curve fiur & ebenbildliche oder invers ehen—
bildliche Curve liefern? Antwort: ersteres tritt ein, wenn

K. 1
9='T+Z§ oder
’ o 2K+
0= 1w
d. h. wenn wir uns nur auf positive Werthe heschrinken, fiir
6= 4 9 A7
"48 "E8 k8 T
oder: ®
AL A9
@"'z-g‘, -Eg, E' .

d. h. dberhaupt fiir:
o g= 38 AT e,

T 487 4B’ IR’ E8’ H8’ 8-
Letzteres tritt ein, wenn:

K |
O=5—1s
oder: :
PERLLC AL
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d. h. ftir:
7 15 23
O=15 ® B
oder:
0=E,_I§’ }—.E-.-...

d. h. tiherhaupt. fir:
o5 T 13 15 a3
TR 48’ k8’ ¥8’ i8' A8

3. Ein Blick auf das Schema [I] lehrt, dass die Werthe
von @, welche im ersten Falle eine 1ste oder 4t Lage anzeigen,
cinander gleich sind, Mit andern Worten heisst' dicses aber
nichts weiter, als dass, fur den Fall m und » ungerad, simmt-
liche CGurven Mlttclpunktscmen sind. Fudr den zweiten und
dritten Fall sind die @ nicht alle einander gleich, sondern nur
fiir bestimmte Werthe von +, welche zu hestimmen sehr leicht
ist. Denn entweder muss, wenn wir dicse bestimmten Werthe
mit -3, bezeichnen,

K oKi_y
mn mn

oder
Wt o 2ot
Imn T Amn !
sein*), d. h. es muss
‘ K, —K, L
S = = amn

sein, wobei L jede ganze positive oder negative Zahl vorstellt.,

Da die zweite oder dritie Lage, wie wir aus der obigen
Bedingungsgleichung (7} gesehen haben, uberhaupt. nicht vor—
kommt, so kann auch nicht die Rede davon sein, dass®ie erste
Lage gleich der zweiten oder dritten sei, dass mithin Gurven
fur irgend einen Werth von 9 existiren, welche symmetrisch
zu einer der Coordinatenaxen gelegen wiren, wie unsere Tafel
hestitigt.

4. Eine weitere Frage, deren L8sung an die Gleichungen 1
gekntipft werden soll, ist: Fr welche Werthe von 4 treten
die im ersten Theile als wvereinfacht« bezeichneten Curven

*) Da K in jedem Ausdruck fiir & beliebig ist, se miissen wir dies
hier auch durch Indices andeuten. .
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auf? Da diese Curven die cinzigen sind, welche Ritckkéhr-
punkte besitzen, so ktnnen wir auch fragen: fdr welche
Werthe von 3 erhalten wir Ritckkehrpunkte? Bezeichnen wir
dic Werthe von ¢, wo Bitckkehrpunkte staitfinden, mit z und
die betreffenden von % mit 4, so.1muss offenbar sein:

A.sin2mz (z4-t4-d) + B sin2nm (v4-t) . cos p ==
4 =4 .sin2mmw [t—t44) + Bsin2nzw [5—~1) .cosg ... (1§
una;
B.sin2am (v4f) .sing = B.sin2nx (v~} .sing .... (15)
Aus (15) folgi:

7t (ot-t) = Azt (—1) 2 (5 1)
)

Ti= a5+ (—nl)l(z—n )

oder:

oder: .
h [1+(=H
T= -1,
wit—(—0" " u—(-1Y
Der Werth A gleich einer geraden Zahl ist offenbar nicht zulids-
sig; fir 4 eine ungerade Zahl genommen, ergiebt sich aber:
2041
Tf-‘:“W y
und fihren wir diesen Werth in die Gleichung (1) ein, so
folgl, wenn wir Alles nach sin fmznd, cos 2mat, sin 2nst und
cos 2nszt ordnen:

24 cos &mm (?1;—;1 + 4 ) sin 2mzt +

_ *‘23.‘00527:7:(%;1) .5in2n7t.cosp=0 ... [46)
welche Gleichung nur bestehen kann, wenn

cos Qma(?%%{ + A';) =0

und
cosﬂm(%%%i =0,
d. h. wenn:
an(?%-;; +A') = 2“;'451

oder:
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241 2+1
==
oder:
wt-1p—(20+1)m '
4= E@,‘mfz? L e (1)
d. h. im ersten Falle :
K
=m’ ' . Caas (48)
imzweiten und dritten
2K <41
=_HI};,—‘ - seee (19)
Fur m=4, n=3 z. B., fiir:
: d=2K+4
4§ ¥
d. h.
| 3 5
I~ ® T
oder: .
2 6 10
1=3% % 9%
wie die Tal. V auch bestitigt.
§. 25.

Zwei Componenten unter einem rechten Winkel.

1. Die Gleichungen fiir diese Curven sind, wie wir oben

gesehen haben :

x=4.sin2mm (t+I)

Y =B.sin%nmt
und fragen wir, fir welchen Werth @ die verschiedenen La-
gen bei einer Curve, ausgehend von einem hestimmten Werth
von <, auftreten, so haben wir offenbar nur nothig, in der
Gleichung (3) des varigen §.

@ =90°

zu seizen, um so fort als weiter hier zu benutzende Bedin—
gungsgleichung zu erhalten:

L,

A.sin2mn[—2% + (—1) "ezt+@]=a,A.sin2mn (t4+9). ... (1)

Losen wir die Klammern auf, wie im vorigen §. bei der Glei-
chung (3) geschah, so ergiebt sich:
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A { {~—1) lazcos an(;—— + @)—- 8, cos 2mm9} sin 2mset 4

+4. {san%mn‘(g +@)—a sm%mn&} =0.

soll diese Gloichung aber fifr jeden Worth von ¢ hestehen, so
muss sein :
(—--4))'62 cos an(-é% .+ O) = g, cos 2mmd v ()
und
sin emn(g"ﬁ- +0) =g snmad ... (3
wobei die Gleichung (2) offenbar identisch ist mit folgemder:

cosﬂmn(% -+ @) ¥ (—4)1.91 g, c08 mard. ... (k)
Denken wir: x
) 8. &= {—1)
gesetzl, wobei, wemn

6 =28,
% eine gerade Zahl, und wenn
& =—8&

x eine ungerade Zahl sein muss; so wird offenbar heiden
Gleichungen (3} und (4) gentigt, wenn:

an(-;'— + 8) = @ueictr)met (—1) e, 2md
d. h., wenn:

0= Qu+A+xn—Aim

2mn
Ist 4 und x gerad, so wird, m und » mag beschaffen sein wie
es will:

N £+s:} ' ee (6)

Ist 2 gerad % ungerad, so wu'd
Qp +in—3.m

+ (=N F 8. )

O= — —& 9,
2mn
d h. im ersten und aweiten Falle:
2K+1
o=2Kl_ .5, e (1)
im dritten Falle dagegen:
K
@=_N’F‘& —'8119'. . (8)

Ist A ungerad, » ungerad, so wird :
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@=99n—(2v+1)m

) =+ &,
mn
d. h. im ersten und dritten Falle:
K41 .
== eer (O
‘ O=—rrm TP (9)
im zweiten dagegen:
| =ﬁﬁ+s‘3' ces (10)
Ist A ungerad, » gerad, so wird: ‘
@=(29+1)7;-ﬂ—”£2v+4)m+813’
d. h. im ersten Falle: '
' K
=—— e (10
imzweiten und dritten:
' K+4 -
@—-—-—g;n—n-——si'&. ....("2)

Achten wir darauf, dass in der crsten und vierien Lage
serad, in der zweiten und dritten % ungerad, ferner in der er-
sten und zweiten &, =-+1, in der dritten und vierten &,=—1,
so lassen sich dic in den Gleichungen (6] bis (12) gegehenen
Resultate in folgendem Schema zusammenstellen :

Lage. |  Aeter Fall, J Pter Fall, } Ater Fall.
p oy TTE
e | B4 g mn mn
mn" 2K+1 . (2Kt
-9 : —
2mn 2mn o
. L LS
P 1S L mn
mn 2K+ _ K +1 +9 .
mn mn - lla)
K K
2K 41 P —
gte T 48 mn mn
2mn 2K+1 ., 2K+A
S LA S
2mn 2mn i
K
p LSNP | S
fte B, . mn mn
mn T K41 2K +14
-G + 3 J
Qmn mn
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2. Vergleichen wir genauer.die Werthe von @ in diesem
Schema, so zeigt sich, wenn m und n ungerade Zahlen sind,
dass dic erste und vierte und folglich auch die zweite und
dritte Lage identisch oder dass simmtliche Curven in diesem
Falle Miticlpunktscurven sind. Daraus folgt aber auch, dass,
wenn filr gewisse Werthe von @ die erste und zweite oder
erste und dritte Lage einerlei, man Curven vor sich hat, dic
symmetrisch zu beiden Axen liegen. Nennen wir die betreffen—
den Werthe von 4 wiederum 3,, so folgt, dass in diesem Falle

K4 g 2B+
mn— " qmn T+
sein muss, d. h.:
"9 Y AT
="%mn
also bei der dritten Horizoﬁtalreihe unserer Tafel VI fur:
9, ] 3 _5_
=712 12°' 12
oder :
9 = 2 6 10

%% W U
Fur den zweiten Fall zeigt unser Schema die Gleichheit

der ersten und zweiten Lage und dem entsprechend die der
dritten und vierten an, woraus folgt, dass, wennm gerad und »
ungerad, die Curven simmilich symmetrisch zur X Axe liegen.
Im dritten Falle dagegen findet diese Symmetrie beztiglich der
Y Axe statt. Denn hier ist die erste und dritte und dem ent-
sprechend die zweite und vierte Lage identisch. Um zu sehen,
wann im zweiten Falle Symmetrien zu beiden Axen stattfin-
den, fragen wir nur, fur welehen Werth & =&, ist auch dic
erste und dritte Lage identisch? Offenbar wenn: *

L g =g,

mn
oder auch:

2K, 41 _ 2K, +4

amn ¥ omn
d. h. wenn tberhaupt

L

8§ = "= mn

in der sechstien Horizontalreibe der Taf. VI also fur:

_‘3}:
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4 2 3
Y=g 3 W

oder:
9, =0 i 8 12

'96° 96’ 96°

Um zu seben, wann im dritten Falle eine Curve symme-
trisch zu beiden Axen liegt, setzen wir nur die Werthe der er-
sten und zweiten Lage gleich und erhalten auch in diesem Falle

9, m
" Emn . _

3. Um schliesslich zu erfahren, fur welche Werthe & =4
vereinfachte Curven auftreten, setzen wir nur in der Gleichung
(16) des vorigen §

. ¢= 900)
wodurch sie zu folgender wird:
2041
in
welche nur bestehen kann, wenn
cos Qmw(%;:‘ +d) == 0,
d. h. im evsten Fallem otid n ungerad) fur:
K
4= M 3
im zweiten und dritten dagegen fir:
4 = %if-i—ﬂ
mn
ganz so, wie bei den Curven der Tafel V, was auch erwartet
werden konnte. ' :

24.cosUme

+ 4). sin 2mset == 0,

(E)

e (14)

§. 26.
Zwei Componenten unter einem Winkel von 0%

1. Die Erscheinungen, welche in diesem Falle auftreten,
sind auf Taf. VII fiir sechs verschiedene Verhilinisse vonm:n
dargestellt und zwar in doppelter Weise. In jedem der Feld-
chen erblickt man drei verschiedene Curven,. eine punktirte,
eine gestrichelte und eine stetig ausgezogene;. erstere beiden
sind die Componenten, letztere die Resultirende. Unter jedem
Feldchen ist die resultiende Curve projicirt zu erblicken, mil
den mehr hellen Umkehrstellen und den mehr dunkeln Stel-
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len, an welchen eben die Geschiwindighkeil eines, den beiden
Bewegungen folgenden, Punkies schneller und mithin die Be-
leuchtung weniger intensiv ist. Diese projectivischen Darstel-
luiigen entsprechen daher dem eigentlich physikalischen Vor—
gang, wie er sich bei geeigneter Zusammenstellung zweier Ga-
heln oder bei den Stiben meines Kaleidophons vollzieht. Be-
deutet m die Schwingungszahl bei der gostrichelten, n bei der
punktirien Sinuslinie, so ist die Gleichung der resultirenden
Curve, wenn wir die verticalen Linien als Axe der ¢t (y) die
mit der Schrift parallelen als Axe der & ansehen, wie schon im
§. 22, 1 erwiesen: ]
x=A.sin 2msm (t+3) + Bsin 2t N 8

Wir fragen, fiir welche Werthe von 4 sind die projec—
tivischen Darstellungen in ebenbildlicher oder in ge-
genbildlicher Lage in Bezug zur ¢ Axe oder, was dasselbe ist,
in erster und dritter Lage vorhanden? Denn die zweite Lage
ist ohne weiteres als identisch mit der ersten, sowie die vierte
mit der dritten zu betrachten. Nennen wir zu dem Ende die in
Frage stehenden Werthe von % und ¢ wiederum @ und ¢,, so
muss, wie wir auch bereits aus Gleichung (1) §. 24 sehen,

A. sin 2mzz (t, 4+ @) + B sin 2,

= & 4 sin 2mzr (t++9) + &, B sin nset v (1)
sein. Diese Gleichung besteht aber offenbar, wenn:
sin 2nset, = &, sin 2nszt e (2)

und’ gleichzeitig :
sin 2msr {,4 @) = &, sin mzw ({+I). oo (3)
ist, d. h. wenn: o
et == Arpae (—1) Ve, Inmi e 8)
und gleichzeilig:
2mm {t,4-9) mum-h(-—l)“a g (th9) ... (B)
Aus (4] folgt:

A
| =g (= e
aus {8): ‘ :
% ‘ .
=g (—1) %, t4e (—1)%, 9= 0O
und da diese fir ¢, gefundenen Werthe gleich sein milsgen:
x A A :
0= g — 5 — [ (=0 = (=0)]a, 4 (1% 5.

,ﬂ‘
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Soll aber diese Gleichung fiir jeden Werth von -t bestehen, so
muss

(=t —(=1%]=0
sein, d. h. es muss, wenn 4 eine gerade Zahl ist, auch x eine

gerade, und wenn l eine ungerade Zahl lSl, auch % cine unge-
rade sein, d. h. es muss

wn—Am % .
= +(—1)% 3 oo (6)
sein. Bei der érsten Lage isl
& =41,

mithin wenn :
# und A gerad,
unter allen*Umstinden ,

K e

wenn
# und 4 ungerad
im ersten Falle:

K
proveiins . (8)
im zweiten und dritten
2K+14
e vere (9
2mn g )

In der zweiten Lage andert sich offenbar nur das Zeichen vor
dem 9. !

Alle diese Resultato zusammengestellt ergiebt sich fol-
gende schematische Uebersicht :

Lage. | 4w=rFall. | 2w Fall. 3ter Fall. |
== S
— — ¢
fste (e ) _K.i,t} mn mn
mn QK41 2K +1 )
STl 9 -9
2mn 2mn
P PR
3te (fte ) |— 9 mn mn
mn 2K+ 1 2K+1
3 3 J
2mn 2mn

2. Diese Zusammenstellung zeigt, dass die erste und dritte
Lage im ersten Falle identisch, d. h. dass die projectivischen

©
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Darstellungen beiderseite symmetrisch um einen Mittelpunkt
liegen. Im zweiten und dritten Falle ist dies nur fir bestimmte
Werthe von 3, niimlich wenn:

K, K,

r—— - '= ’——"'+3’
mn
d. h.
L
%= gmn
und:
2K+ 2K+ 4
Ymn ! 2mn !
d. h, auch
L
%= Som
ist. Fir m=4 und n=13 z. B, folgt:
4 2 - 3
3, =0, FAE T 'Q'Z'
oder:
& 8 12
$,=0, 56’ 98" -§~6-

Es ist im ersten Theile §. 4, 5 darauf aufmerksam gemacht
worden, dass die projectivischen Darstellungen, wie sie auf
Taf. VII unter jedem Felde #rblickt werden, auch emtworfen
werden ktnnten, dadureh dass man die Curven der Tafel V
auf die X Axe projicirte, mit Rilcksicht auf die Erscheinungen,
wie sie sich an den Umkehrstellen zeigen. Es ist desshallr ein-
leuchtend, dass wir unser Schema [I;] auch unmittelbar aus
dem Schema [I] ableiten kiinnten, wenn wir nur recht auf die
Form der Curven der Taf. V achten. In der That bestéht der
Unterschied zwischen den betden Schemata rmut in der Bezeich-
nung der Lage, indem wir im Schema [I;] die vierte Lage auch
als dritte ansehen kbnnen odér die zweite als ersfe, was bei
den Curven der Taf, V nicht der Fall war.
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Allgemeine Theorie der Schwingungscurven, welche
durch eine geradlinige und eine elliptische oder auch
zwei elliptische Componenten erzeugt werden.

§. 27.

Eine geradlinige und eine elliptische Bewegung in ihrer Combination.

1. Die Gleichungen dieser hierher gehtrenden Curven, also
der Curven auf Taf. VIII bis X, sind nach §. 22, 2
x=A.sin2mrm (t+3) + B. cos nnt
y= C.sin2nml.
Bezeichnen wir wiederum mit ¢, und @ dic betreffenden Werthe,
fur welche ein g mit &y zasammentrifft, so folgt:
A . sin2m7 {t,+6) + Bcos 2nrf,
=g A. sin2mm (t4+3) 4 & Beos¥nmt v (1)

... 1L

und
sin2n7et, = &, sin 2nmi. e ()

Der Gleichung (2) wird gentigt, wenn:

mrl, = Arv4-(—1) J‘sz 2t
d. h. )
A .
’,='§;{"+’(—4) Ezt- cees (")
Fithren wir diesen Werth fir ¢, in die Gleichung (1) ein und
orduen wieder wie frither, so folgt:

A

A { (—1 ))‘ez cos 2mm [-27 + @] - &, C08 Qmm‘}}sin 2mrct+
. A

+ A 1sm 2mae [@ + 6 ] — & sin mer&! cos qmat 4

+B[(—4)z’—£,] cos nmrt=0 e (B)

MeLpE, Bchwingungscurven. 9
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und soll diese Gleichung fir jeden Werth von ¢ bestehen, so
muss zuniichst :
(mt)h g, =0,

d. h

A gerad sein, wenn & = ~+1

A ungerad sein, wenn g == — 1,
Mit Riicksicht hierauf sind die weitern Bedingungen fur das
Bestehen der Gleichung (4) dass

cos 2mm [% + 9] = 8, Cos 2mw Y oee (B)

und

siann‘[%ﬂ- + 9] = & sin Amm Y. . (6)

Da wir &, auch durch ein (—1)%* ausdrucken konnen, so wird
offenbar beiden Gleichungen (3) und (6) genuigt, wenn

2mm [—2% + @] =1 + (—1)%¢, 2mm$

d. h. wenn :
+(-4)”e,&. v (7)

Handelt es sich um die erste Lage, so ist ¢, =-+1; 4 und
# gerad, mithin, m und n miégen beschaffen sein %ie sie
wollen :

0=2 +3. et (8)
mn

Bei der zweiten Lage ist 6, = <+ 1; A gerad, x ungerad, mit—
hin im ersten und zweiten Falle:

K1 '
== e e veer (9
@ 2mn v . ()
und im dritten:
=X _s. s (10)
mn

In der dritten Lage ist &, = —1; A ungerad, x gerad, mithin
im ersten und dritten Falle:

o=+ _4 e A1)
2mn
im zweiten aber:
o=> _9. e (12)

mn
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In der vierten Lage ist ¢, = —1; A4 und » ungerad, mithin im
erstien Falle:

@=£—+& v (13)
mn
und im zwejiten und dritten:
2K+1
@'—‘?W*-‘&- s (44)

Ordnen wir diese in den Gleichungen (8) bis (14) gelegenen
Resultate wieder in ein Schema, so folgt:

Lage. | 1t Fall. rer Fall. | dter Fall.
o O= @ = 0=
{ste __I_‘_+19~ _k;+19 ' .I_(‘.’_&
mn mn mn
QK414 2K41 K
Rte Qmn dmn 3 mn 4 r -1
: 2K+-1 K _ K+,
Bte 2mn mn Imn
K 2K+1 2K 41
fte —
mn + 9 2mn _+ o 2mn +3

Priffen wir dieses Schema. Auf Taf. VIII ist fur m:n=3:2

und &= % die erste Lage vorhanden, wenn:

K )
@=—6—+1-8— d. h. fur:

487 487 48 7
Die zweite Lage fr:
0=-5_3 4 h fur:
6 48 '
5 3 11
@=""E, +'E§', +—4§

Die dritte Lage fiir:
g
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2K+1 LY
LT 15
—--*—-EE, —4_8-7 +E§

Die vierte Lage fur:

U1 B .
@-—-———"—g—'l'z'g‘d. h. fiir:
1 9

@"—-—l—m, +-Z§u..

Wollte man in der filnfien Horizontalreihe der Taf. IX die

5 . .
Werthe ® f(lr.‘)-—...--—‘i—8 bestimmen, so ist einleuchtend, dass

man aus dem Schema (II] die Zahlen des zweiten Falls zu be-
nutzen hat, denn jetzt ist m gerad und » ungerad.

2. Ein Blick auf unser Schema [{1} zeigt, dass unmittelbar
die Werthe in zwei verschiedenen Lagen nicht gleich sind, aus—
genommen im ersten Falle, wo wiederum die Gleichheit der
Werthe in der ersten und vierten und folglich auch der zwei-
ten und dritten anzeigt, dass wir es mit lauter Mittelpunkts—
curven zu thun haben. Um zu erfragen, ob in diesem Falle
Symmetrien zu beiden Axen vorkommen, setzen wir nur:

K, __2K,+1
mn TS "o "
woraus folgt :
__ 2L+
T hkmn
Fir m=3 und n=1 auf Taf. VI, also wenn:
5 o= 2 6 10

[} 24 ] '2—4‘ ] —QI ------

Im zweiten und dritten Falle ist die erste und vierte Lage
unter keinen Umstinden gleich, woraus folgt, dass in diesen
Fillen keine einzige Curve existirt, welche einen Mittelpunkt
besitzt, mithin auch keine, welche gleichzeitig symmetrisch zu
beiden Axen liegt. Eine Symmetrie zur XAxe findet im zwei-
ten Falle statt, wenn

2L 41
4= dmn '
im dritten, wenn
9 L

‘T Imn
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und umgekehrt, wenn es sich um Symmetrie zur ¥ Axe han-
delt, im zweiten Falle fir:

_ L

" 2mn’

3

im dritten fiir:
QL 4-4

I = .
! fmn

2. Wir wollen zusehen, ob bei der Combination einer el-
liptischen und einer geradlinigen Componente auch vereinfachte
Gurven vorkommen. Den Bemerkungen unter 4. §. 24 zufolge
wire die Entscheidung hiertiber in den Gleichungen

A. sin 2msr (z4-t4 ) + B cos nm (T-4-1)

d =A sin 8mm (t—1t+d) + B cos 2nz (z—t) ... (15)

un
sin 207 (z4-1) = sin 2nmw (T—1) ... (16)

zu suchen, Da letztere identisch mit Gleichung (15) im §. 24
und fir ..
20-+1

in

T =

besteht, so wiirde aus unserer jelzigen Gleichung (15}, nach
Einsetzung dieses Werthes und Reduction nach ¢, folgende zum
Vorschein kommen : '

2 Acos mm (2—%1 -+ J ) sin 2mzet
=0, .... (17)

— 2 B sin 2n7 (29':;1

4
welche offenbar allgemein nur besteht, wenn die beiden Fac-
toren an sin 2mset und sin 2nzt gleich Null sind.  Da aber dies
fiir den an letzterm Ausdruck stehenden Faclor unmiglich ist,
so folgt, dass die Gleichung tiberhaupt nicht bestehen kann,
dass also unsere gestellte Frage zu verneinen ist. (Fir den
Fall, dass n=m==1 ist, wird noch eine besondere Bemerkung
folgen.)

) sin 2n7rt

§. 28.
Combination zweier elliptischer Componenten.

1. Die Gleichungen der Curven, bei welchen zwei ellipti-
sche Componenten vorausgesetzt werden, sind nach §. 22, 3
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x=A.cos ¥mrl + Ccos 2 (t+3)
y = B.sin2mzt + D sin 2w (t+47) . ;
Um wieder zu einem Schema fir die Grssen @ za gelangen,
benutzen wir die Gleichungen :
A cos 2mot, 4+ Ccos Tnm {t,+6)

L

=&, Acos 2mnt + 8, Ccos 2nrm (t+F) e ()
und :
B . sin 2mznet, 4 Dsin 2z ({,+ @)
= &, Bsin2mzet 4 g, Dsin 2w (t-+9). e (2)
Diese beiden Gleichungen hestehen offenbar, wenn:
cos 2mnt, = &, cos Amart U )]
cos 2n7t (t,4- @) = &, cos n7r (149 ceee ()
ferner: ‘
sin ¥mrrt, = &, sin Immt e (8)
sin 2n7e (t, 4+ @) = &;sin 27w (t4+3) . ceen (6)
A

Schreiben wir fur &, einmal ein (—1)%, das anderemal ein.

(=1)*, so bestehen die Gleichungen (3) und (5), sobald:

mret, = At + (-—'I)}'eﬁmnt, e {7)
die Gleichungen (4) und (6), sobald: _
e (t,+ @) = x4 (—1) %8, 27 ((4-3) . ... (8)
Aus den beiden letzten folgt aber:
x A A :
@=-§;—§ﬁ+[(—4)u“(_4) ]Gzt"'(—")x"z‘?
oder da:
(=1)*=(=1) =0
sein muss : '
@=""=M L _1)%,9. e (9)

2mn
Bei der ersten Lage ist &, und & = -1, mithin x und 4 ge-
rad, mithin in allen Fillen:
o= 4. e (00)
mn
In der zweiten Lage 8,==+1; g,==—1, mithin auch hier x
und 4 gerad, mithin in allen Fillen:
K
= 3. v (14)
In der dritten Lage ist ;= —1, mithin » und 4 ungerad und
g==-1, mithin im ersten Falle:
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=1 _3 e (12)
mn
und im zweiten und dritten:
‘ K41 .
@ = T -3, e (13)

In der vierten Lage ist ¢ und g==—1, mithin im ersten

Falle :
K

O=—4+2, v (18)
mn
im zweiten und dritten:
2K 1
O="—+ 9. e (45)
Diese Resultate in ein Schema geordnet, ergeben:
Lage. {ster Fall. | Bt Fall. ter Fall.
Ate LS +3 LS -+ 3 LS + 3
mn mn mn
K K K
Qte pre _— P -3 v -3 e [11)
K 2K+ 2K 41
3te mn 4 2mn —3 mn
J
po K +9 2K 41 +9 2K+1 +9
mn 2mn 2mn

2. Ein Vergleich der verschiedenen Werthe von @ lehrt,
dass wir es im ersten Falle mit lauter Mittelpunktscurven zu
thun haben, dass dagegen im zweiten und dritien Falle keine
einzige existit. Um zu erfahren, wenn im ersten Falle eine
Symmetrie zur X Axe und mithin (weil die zweite und driite
Lage identisch ist) auch zu gleicher Zeit zur Y Axe aintritt,

setzen wir:

_£+3'=_A_’2_ -3,
mn mn
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woraus folgt:
L
% = -
Die Werthe in dem zweiten und dritten Falle sind fir jede Lage

dieselben. Wir erhalten eine Symmetrie zur X Axe fiir:

L
S = 2mn
und zur Y Axe fur:
2L41
=
fur m=3und n=4 Tal. X1 . B. fur:
| 3 5
Y= W W
oder:
2 6 10
Y=g 96’ 98"

3. Noch bleibt zu entscheiden tibrig, ob bei zwei ellipti-
schen Componenten vereinfachle Curven entstehen kionnen.
Setzen wir zu dem Ende: :

A . cos 2msr {T-+1) + Ccos 2nz (v4-t+ A1)

=A.cos 2mm (z—1)+ Ccosnzm (t—i4+) e (46)
und
B . sin2mzm (g4t} =+ Dsin2nr (vt4d)
=B.sin2mrw (v—1)+ Dsin2nz (t—t+d), ... (17)

50 bestchen diese Gleichungen, wenn:
cos 2mre (v4-1) = cos 2mrm (t—1¢)
08 7T (T t4+) = cos 2z (T—t+ )
sin 2mm (v-++t) = sin 2mzw (v—t)
$in N7z (T4-t4 4) = sin 2n7r (T—14+4) .
Dvie dritte von den vier letzten Gleichungen hesteht, wie wir
schon bei Gleichung {15)- §. 24 gesehen, wenn:
 2p4+1 -
T dm
welcher Werth, in die ubrigen Gleichungen eingefithrt, sie als
richtig bestehend zeigen misste. Die Einfithrung in die erste
der vier letzten Gleichungen liefert aber ein negatives Resultat
und wir ditrfen desshalb schliessen, dass aueh bei zweien el-
liptischen Componenten keine vereinfachten Curven auftreten,
jedoch wird der folgende §. hierzu noech einen Zusatz ent—
halten.
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§. 29.

Bemerknngen zu dem verstehenden Capitel,

1. Es durfte nicht uberflissig sein, iber die Methoden,
welche im Vorhergehenden angewandt wurden, um zur Auf-
klirung tber die allgemeinen Formverhilinisse zu gelangen,
hier eine kurze Betrachtung anzustellen.

Es wird dem Leser nicht entgangen sein, dass ich bei den
Fundamentalgleichungen 1, 1, I, Il und I z wei verschiedene
Wege eingeschlagen habe, um eben die Grisse @ zu finden.
Die Gleichung fir y in den allgemeinen Gleichungen I, 1,, 1I
gestatteten fir die ¥ariabele ¢ eine andere ¢, zu denken, diese
in eine Beziehung mit ¢ za bringen, in die Gleichung fur o« ein-
zuselzen und bei der Reduction nach ¢ die Methode der unbe~
stimmten Coéfficienten anzuwenden ; ein Weg, der als vollkom~
men streng angesehen werden muss.

Bei den Gleichungen I und III aber war es der Natur der
Gleichung fur y gemiss nicht moglich, die Grésse ¢, unmittel~
bar in eine Beziahung zu ¢ zu bringen, um sie dann in die Glei-~
chung fur x einfubren zu kinnen. Ich habe statt dessen bei
der Gleichung I die Grosse ¢, eingefithrt, die Gleichung (1) auf-
gestellt und nun einzelne Theile dieser Gleichung einander
gleich gesetzt, so dass wir zwei Gleichungen (2) und (3) er~
hielten woraus #, und spater eine Gleichung, woraus mit An~
wendung des Satzes von den unhestimmten Coéfficienten ¢ ent-
fernt werden konnte, um so schliesslich zu @ zu gelangen.
Auch dieser Weg wird bei niherer Betrachtung als vollkom-
men richtig bezeichnet werden milssen, und es unterliegt kei-
nem Zweifel, dass wir ihn auch bei den Gleichungen I, I, und
Il hitten einschlagen kinnen. Die Gleichungen (1) und (2)
§. 24 bestehen z. B. allgemein, wenn:

sin 2mz (t,+ O) = &, sin 2m7r (t-+F) v (1)
sin 2n7t, = &, sin 2novt cer (2)
sin 2nzt, = g, sin 2nswt )]

da (2) und (3) sagen s, milsse == ¢, sein, so herlicksichtigen wir
nur (1) und (2). Die erstere besteht, wenn:

Bt (4,4 0) = At - (— 1) e, 2w 14-9) ... (&)
die letztere wenn:
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e, = w7 + [~1)%e, 2nrrt. e [B)
Berechnet man aus (4) und (5) das f,, und setzt die Werthe
einander gleich, so folgt :
6= %-% +8, [(—-1)’--(.—4)“]z+(-1)1s,&
und soll diese Gleichung fiur jeden Werth ven ¢ hestehen, so
muss A und x entweder gleichzeitig gerad oder ungerad sein.
Unsere Gleichung fur @ heisst somit :
@=lfn—um
2mn
welche mit Riicksicht auf die soehen gemachte Bemerkung
uber % und 4 keine andern Werthe @ lief6i, als die Gleichung
(10) §. 24.

2. In dem Falle, wo eine geradlinige’ und eine elliptische
Componente zusammenwirkten, haben wir an der Gleichung
(A7) §. 27 gesehen, dass keine vereinfachten Curven auftreten
konnten. In einem bestimmten Falle ist dies jedoch moglich,
nimlich wenn:

-+ (_”18139

A= B
und
memn==1,
Denn in diesem Falle verwandelt sich die Gleichung (17)
§ 27 in
cosQ:'z:(g—g—::i +.4) = s5in 2z 2(’-H)
d. h.

91!(29*-‘ +A) = A,
wenn ¢ gerad und
en(g";” +d )= (k) 7

wenn ¢ ungerad, d. h. im einen Fille, wenn :
bo+1

i A==,
im andern:
bo+3 A= 241
k 2
d. h. allgemein fur:
A= fpu—1

2
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wo u und o beliebige ganze Zahlen bedeuten. Fir:

1 3 7
d=—pi+p+T
oder
2 6 14
A=—'—8—,+ R +—8—
wiirden demnach auf Taf. VIII bis X vereinfachte Curven ent-
stehen und zwar, wie man leicht den Annahmen
A=EB

gemiss erkennt, verticale mit der ¥ Axe zusammenfallende Ge-
raden, ein Resultat, das wir unmittelbar priffen kénnen. Denn
setzen wir in die Gléichungen
~ g=Asin2m (t43) + Acos 2t
y=Csin 2t
fur 9 den Werth

fp—1
i’ H
so folgt :
=0
y = Csin2nt.
Es braucht jedoch nicht
A=B
zu der Bedingung
m=n=1

hinzu zu kommen, sondern letztere gentigt schon, um untr
Umstdnden vereinfachte Curven zu liefern. Denn unter dieser
Voraussetzung wird die Gleichung (17) des §. 27 zu:

Acos%n( Q;H +d) Bsm%n(ge"") 0,
und da

sin2n(?9:1)=i‘1 ' .eee (6)

ist, je nachdem g gerad oder ungerad, so wird sie itherhaupt
‘bestehen, wenn:

2041 + B

2 b 0 M sarn

cos n( +4d ) T (7
Diese Gleichung deutet aber an, dass sie tiberhaupt nur

hestehen kann, wenn

A>B
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wie man bei genauerer Ucberlegung der ganzen Verhiltnisse
auch unmittetbar erkennt. Denn wir haben es in unserem
Falle mit dem Einklang zu thun; die Schwingungscurve hierfuir
ist eine Ellipse, die vereinfachten Schwingungscurven kinnen
demnach nur Gerade {oder ein Punkt) sein, und diese miissen
nothwendig durch den Mittelpunkt der elliptischen Componente
laufen, weil wir im angenommenen Falle zu gleicher Zeit Mit—
telpunktscurven besitzen, deren Mittelpunkt mit dem Coordi-
natenmittelpunkt zusammenfallt. Denken wir die geradlinige
Componente uy, Fig. 26 b, Taf. Il so auf Fig. 25 a, Taf. Il ge-
legt, dass die 0 Punkte und, wie es den Zeichnungen gemdss
sein muss, py, mit der kleinen Axe (B) der Ellipse zusammen-
fallen, so kann bei dieser Lage den Anfangspunkt einer ver—
cinfachten Curve von obiger Beschaffenheit nur der Coordina-
tenmittelpunkt bilden, und liegt dieser nicht gleichzeitig aunf

my,, ist also my, nicht > B, so ist jener Anfangspunkt und
mithin auch die vereinfachte Curve nicht moglich. Setzen wir

Beispiels halber
A=2; B=1,
so folgt:
i

3 ok SR =
cos 2 i +d)—-— 9 )

welche Gleichung fur das obere Zeichen besteht, wenn:
20+1 )
Qn(—T— +J) =57,
d. h.

worin aber ¢ nur gerad angenommen werden darf. Fiurg=~2,
also wenn:

; A 3 11
d-—"ts—‘+T= Té-.

Der Leser, welcher sich die Mithe nehmen will, durch Zeich—
nung dicse Resultate zu prifen, wird leicht dazu gelangen,
falls er nur die Ellipse und die Gerade in 12 Theile theilt statt
in 32 und falls er mu doppelt so gross macht als die halbe Axe
der Ellipse.

Auch dieses allgemeinere Resultat ktnnen wir unmittelbar
pritfen, wenn wir in den Gleichungen
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w=A.sin 27 (+3) + Bcos 2nt
y=C.sin2xt,
das t eliminiren, wodurch entsteht:

A.cos2n®. L Asin2ad ) 1-L B]/4 h
T=A.COSATJ . —6'+ sin A7t -—-—C—z-;--i- —--af

und nun die Gleichung (7) benutzen. Ihr zu Folge ist namlich:
20-+1 . 241N . _+ B
cos 2T (—T ) cos 27 A4 —sin 2 (WT sin2nd=:%t e

oder:

sin2rA=1 _j?f

s
cos 2w A =V'I ——% .

Denken wir in dicsen letzten Ausdriicken filr 4 ein 3 gesetzt
und in die letztere Gleichung fiur a eingeftthrt, so folgt mit
Riicksicht auf die beiden Vorzeichen der Wurzel:

m=A-V4—-§—:- %—xﬂl/;:—’—’;f iBV@

oder :

und demgemiss:

Cax
el Vi e (8)
als Gleichung einer Geraden, welche durch den Coordinaten—
ursprung geht. Zugleich zeigt aber auch die Gleichung (8],
dass sie nur reell hesteht, so lange
A> B
ist.

k. Wir wollen auch die Bedingungen kennen lernen, un-
ter welchen beim Zusammenwirken zweier elliptischen Com~
ponenten, die beide im Einklange stehen, eine vereinfachte
Schwingungscurve, d. h. eine gerade Linie entsteht. Die Be~
dingungsgleichungen (16) und (17) §. 28 werden jetzt zu:

A. cos 8 (T41) 4 Ccos 27w (T4t )
=A. cos 27 (T—1) + Ccos 8w (v—14-A) e (9)

und
B.sin27% (z+t) + Dsin27z (4144

= B.sin 27 (t—{) 4 Dsin 27 (v—t+A) o (10
Ordnen wir in beiden Gleichungen nach sin2mt und cos 27,
so folgt zuntichst aus (9)
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— 24 sin2mr — 2 Csin 2 (z4+4) =0.

oder
sinfr (z+d) A "
sin 2nrw c e (1)
und ebenso aus (10)
cos 27 (g+A) B
“ostmr  — D" e (12)

Losen wir die Klammern in diesen beiden letzten Gleichungen
auf, so folgt auch:

cos 2w . 4 sin27wd . cotg 27 = — _‘2-

und

cos¥md—sindnd . tang s = — 3.,
d. h. wenn wir in ersterer die cotg durch tang ausdrticken und
aus beiden dann tang 27% eIiminiren

— (sin2md)? (-— — — ¢08 2n4>(-— == = CO0S erd)

oder:
— (sin2nd)? = —g -—g— +(— D)cos 2 d + (cos2nd)?
oder:
A B
—_— - - T (C D)cos%nﬂ
oder:
cosQnd=—%{% .. (13)

als gesuchte Bedingungsgleichung.
Setzen wir z. B. zwei ganz gleiche Ellipsen voraus, also:
A=Cund B=D,
so folgt: :
A €08 2L == — 1,
welche Gleichung besteht, wenn:
vd = +1)7
oder:
A= f’.@;"_‘ e 18
ist. Setzen wir diesen Werth in die fur den jetzigen Fall be-
stehenden Gleichungen

r==4. {cos 27t 4- cos 2 (l4- }

y=1h. $sm2nt+ sin 27 (t+3) | - (19)
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fur 9 ein, so folgi:

x=0
und

y=0
zim Beweis, dass im angenommenen Falle die resultirende
Bewegung Null ist, oder dass die vereinfachte Schwingungs-
curve auf einen Punkt reducirt ist.

8. Es ist durchaus nicht tberflussig, in Betreff der Vor-
zeichen des ¢ und & hier noch bestimmte Bemerkungen hinzu-
zufligen. Was zundchst die Grisse & anlangt, so ist einleuch-
tend, dass wir sie iiberall als eine positive Grisse ansechen
konnen, da ohne Zweifel eine negative Phasefiflifferenz stets
durch eine gehorig gewihlte positive ersetat werden kann. In
unserer bis jetzt gegebenen Theorie darf jedoch unmittelbar 3
sowoh! positiv wie negaliv genommen werden. Was negative
3 und die hiermit zusammenhingenden @ und 4 anlangt, so
ist es leicht, die Curven auf den Tafeln fiir sie zu finden. Denn
es bedarf keiner grossen Ueberlegung, dass, wenn wir die
Phasendifferenz 0 statt unter die am weitesten links stehenden
Curven, sie unter die am weitesten rechis stehenden setzen
und nun die Phasendifferenz von rechts nach links schreiben,
diese Werthe als negative Grossen anzusehen sind.

In den Gleichungen fiir unsere Schwingungscurven lassen
sich zwei Bestandtheile unterscheiden, von denen jeder aus
-einem oder zwei Gliedern besteht. Der eine gehort der einen,
der andere der andern Vibrationscomponente an. Jeder dieser
Bestandtheile enthilt die Grosse £. Wir haben von vortr-herein
den Sinn der positiven Bewegungsrichtung filr beide Gempo~
nenten festgestellt, wodurch auch der:megative sich ergab,
und es ist einleuchtend, dass, wenn wir ¢ durch ein «{ er-
setzen, dies zwar beide Componenten betrifft, aber, wie der
Gang unserer Rechnungen lehrt, fur die Endresultate von kei~
nem Einflusse sein kann., Anders wiirde aber die Sache wer-
den, wenn wir ingeinem Bestandtheile das Zeichen an ¢ #n-
derten, ‘also voraus setzen, die eine Vibrationsrichtung solle
sich umkehren. Ohne dass ich diesen Fall, dessen Behandlung
aber leicht ist, nach allen Seiten hin erledige, mochte ich ibn
nur durch ein Beispiel niher bezeichnen. Wir haben eben am
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Schlusse von 4. gesehen, dass, wenn gleiche elliptische Com-
ponenten zusammenwirken und
2+

= —

2
angenommen wird, als vereinfachte Schwingungscurve die ex-
treme Form, niimlich ein Punkt, auftritt. Aendern wir aber fur
die eine Componente, also die Glieder
A cos 27t und B sin 27t
das Zeichen von ¢, wodurch sie zu
Acos2mt und — Bsin 27t
werden, und setzen in den so veriinderten Gleichungen (18)
“w=A{cos 2t + cos 2z (t+-F) |
y=B{—sin 2mt + sin 2 ({43}
an die Stelle von 3 ein u—gtd—, so folgt:
x=0
y=—QBsian.!
Setzen wir bei der andern Ellipse, also bei den Gliedern
Acos2n (t+9) und B sin 27 (t4-9)
ein — ¢ stati £, so liefern die obigen Gleichungen (15)
w=0
y=+QBsin2nt.}
Diese Gleichungen (16) und (17) zeigen eine vereinfachte
Schwingungscurve an, aber nicht einen Punkt, sondern eine
mit der Y Axe zusammenfallende Gerade, deren Linge =2B-
ist und worauf im erstern Falle, der zur Gleichung (16) fuhrte,
die Bewegung umgekehrt ist wie im zweiten, welcher die Glei-
chung-{47) nach sich zog. .

6. Die letzie Bemerkung, welche ich dem Vorausgehen—
den hinzufugen muss, betrifft einen in der Lissalous’schen Ah-
handlung enthaltenen Irrthum. Auf unserer Taf. VI, also der,
welche Lissajous seiner Abhandlung beigegeben, habe ich un—
ter die einzelnen Curven zwei Werthe fur & gesetzt: die freien
sind die meinigen, die eingeklammerten gie Lissasous'schen,
und es fragt sich, woher diese Unterschiede? Zur Losung die-
ser Frage mtge zuniichst das Endresultat der genannten Ar-
beit, so weit es eben in Betracht kemmt, folgen. Lissasous
sagl:

. (16)

e (17)
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»Ainsi, pour résumer la discussion précédente dont nous
allons tirer parti dans la mise en équation de nes courbes :

1°. Quand # (mein m) est pair et #' (mein n), impair, la
courbe est symmétrique par rapport & I'axe des a (dieselbe wie
bei mir}.

2°. Quand 7 est impair et n' pair, la courbe est symmétri-
que par rapport & l'axe des y.

3% Quand n ot %" sont impairs, la courbe a un centre qui
est Porigine des coordonées.

4" Sis (mein ) augmente on diminue de

2K6 2K9 2K0
' 2n, ' 2
la courbe conserve sa forme.
5%. Si ¢ augmente ou diminue de
2K 414
2n
la courbe est remplacée par sa symmétrique par rapport a
l'axe des y.
6% Si s augmente ou diminue de
2K+1

e ¢

la courbe est remplacée par sa symmétrique a Paxe des .

7% Si s augmente ou diminue de

2K+ g
“onn’

il y a trois cas & considérer:

Si n est impair, n' pair, la courbe est remplacéé*par la
symmétrique par rnpport a l'axe des x;

Si n est pair, «' impair, la courhe _est remplacée par la
symmétrique & 'axe des y;

8i n et n' sont impair, la courbe est remplacée par sa sym-
métrique par rapport a I'un quelconque des axes.

8%. Sil'on change s en —s, il y a trois cas & considérer:

Si n est impaig, »' pair, la courbe est remplacée par la
symmétrique par rapport a Vaxe des y. ‘

Si n est pair, n’ impair, la courbe est remplacée par ]a
syramétrique par rapport a I'axe des .

Si n et #’ sont impair, la courbe ne change pas.«
MELDE, Schwingungscuryen, .40

6;5'

8
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Die Grisse @ ist nach Lissasous die Zeit, innerhalb wel-
cher n und gleichzeitig n’ Schwingungen sich vollziehen, also
das, was ich als Zeiteinheit als 4 angesehen habe; offenbar
ist dann s ein Theil dieser Zeit 8, wie die Lissajous’schen
Gleichungen auch bestitigen. Priifen wir obige Resultate in
Bezug auf ihre Allgemeinheit und Richtigkeit, indem wir die
auf Taf. VI in Klammern gesetzten Phasendifferenzzahlen be-
rlickstchtigen.

Angenommen werde erstens :

; 1
n=3 n'=1; S=-¢
und gefragt: wgnn die symmetrische Curve zur Axe der y auf-

writt? Nach 50 Hur

( _1__ + 21((—;—1 8
ferner nach dem dritten Absatz in 7° ebenfalls fir
(& 1y 2Dy
8 6

d. h. wenn wir K=0,1, 2, 3 .... selzen und nur positive
Werthe berechnen fur:

(D)o (F+ D)o (2+2) 5, (++D)o...

d. h. fur:

7 15 23 34
'ﬁa,'ﬁa’ﬁa,ﬁa aves
ein Resultat, das man sich ausser dem Werthe ;—2 6= -g—- 8

vergeblich bemilht, als richtig zu erkennen.
Apgenommen werde zweitens :

e, 3
“}‘*53 n —2 8——4—3

und gefragt, wann kehrt die zur Axe der & symmetrisch ge—
stallete Gurve wieder? Nach 6% fur:

(52 5r)

ferner nach dem ersten Absatz in 70 fiur:

(16 2K+‘) 8

Der erstere Ausdruck liefert die Werthe
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7 15 23
—sa’Té‘-o’Té o
der zweile
Q'I .
0, 5 ,48 6 ...

welche ersteren Wcrthe als richtig, letztere mit Ausnahme von

f; & als falsch erkannt werden milssen.

Wir wollen uns bei diesen beiden Beispiclen begniigen
und zusehen, wo die Fehler liegen. Lissasous hat einfach darin
gefehlt, dass er in der Rechnung die Griisse s als einen Theil
der Zeit 8, auf den Tafeln aber als einen Theil einer hLori-

zontalen Schwingung oder der Zeita:— ansieht. Er hat also
nach meinen Annalimen und Bezeichnungen §. 4, 1 dic Zeit-
sy . | . .

einheit und die cht,—m— far identisch gehalten. Unsern Be-

merkungen in §. 4, 1 zu Folge miissten die Lissasouvs'schen Zah—
Ien unter den Curven erhalten werden, wenn wir im ersten

- 1
Beispiele s = — lassen aber statt

8
2K+ in 3 %-Ig:l:—l—
6 e !
und im zweiten Beispiele § = -% lassen und statt QK;.-‘ und
?Tgi ein 3. QK:-'I nd 3. K;; setzen. Wir wollen dies

bei dem ersten Beispiele thun. Der Ausdruck

(b2,

liefert dann die Werthe : _
5 13 2
R A
cin Resultat, welches zwar keine falschen Zahlen angiebs, aber

z. B. nicht den Werth —8—- enthilt, fur welchen chenfalls die

Curve symmetrisch zur YAxe liegt. Die Lissasous'sche Theorie
miisste ferner meine Phasendifferenzzahlen liefern, wenn man

. . 1 1 .
im ersten Beispicle anstalt s= 5 cins= - setzte und die

24
Werthe des Ausdrucks
40*
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A 2K+1
%~ 6
ausrechnete. Sie sind :
5 43 A
"2_4" + "'QT ] 'éz' cesny
welche Zahlen zwar symmetrisch zur y Axe gelegene Curven
anzeigen, aber ebenfalls nicht alle.
Vergleicht man aber den Ausdruck
st K+1
6
mit den, unserer Frage gemiss durch das Schema ], angegé“?&ﬁ
benen, Werﬂ%‘v so ist er identisch mit
' 2K-1
mn +3;
meiner Theorie nach treten die verlangten Curven aber auch
auf fur

K1 _9
‘ 2mn
d. h. fur
AK+1 ____ll_
[] 2%
d. h. fur
3 mo19
24! U 2 T

auf, und stellen wir sie mit den obigen zusammen, so erhalten
wir die Zahlenreihe :

3 85 14 43 19 A

9% W W W U
welche Reihe nunmehr aber vollstindig befriedigt.

. Diese wenigenWerkungen diirften hinreichen, um sich
zu itberzeugen, dass"ds den oben angefihrten Lissasous'schen
Resultaten in genannter Beziehung an Allgemeinheit und Rich-
tigkeit gebricht.
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Besondere Eigenschaften der Schwi geurven.
es g m%n’v g

§. 30.
Die Maxima und Minima.

1. Die Curven der Taf. V werden in Bezug auf y einen
Maximalwerth erhalten, wenn (siehe Gleichung I)
sin 2nswt = 41,
einen Minimalwerth, sobald
sin 2nawt = — 1
ist. Ersteres tritt aber ein, wenn:

2nn’t=h+4
2
d. h. ot
x4 \
L= i’ - cee (1)
letzteres wenn:
kx4-3
i= " oo {2)

_Betrachten wir ¢ immer als positiv, wodurch (jedoch mit Rtick—
sicht auf die Bemerkungen in §. 29, 5) der Allgemeinheit kein
Eintrag geschieht, so findet das erste Maximum fur

%x=0
d. h. : \
{oe= Tr?

statt. Beachten wir ferner, dass die Curve vollendet ist, wenn
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1
t=1+ In
geworden, d. h. z alle Werthe von 0 bis n durchlaufen hat, so
folgt, dass das y iberhaupt » Maxima und wie leicht erkenn-
har auch n Minima hekommt.

Da hierbei die Grisse & gar nicht in Betracht kam, so wird
die Zahl der n Maxima und Minima fir alle 3 dieselbo scin.
Man muss jedoch wohl dabei beachten, dass hier nur Maxima
upd Minima mit Ricksicht auf die Zeit verstanden werden,
dass aber wohl zwei ueitlich verschiodenc Maxima oder Mi-
nima rdumlich zu einem werden kinnen. Was die absolute
Grisse der Maxima und Minima anlangt, so erkcnnt -man aus
der Gleichung fir , niimlich:

y =B .sin®nzt.sing,
dass sie alle gleich ,
B.sing;
d. h. mit andern Worten, eine gerade Linie im Abstand
+ Bsing und — Bsing mit der X Axe parallel gelegt, berthrt
die Curven hezichungsweise in n Maximal- und n Minimal-
stellen.

Die Maxima oder Minima fur & wilrden offenbar gefun—

den, wenn man den leferentlalquotlent% =0, d. h.

m A.cos 2mm (4] + 2nmwcos@B.cosnmt =0 ... (3}
setzte und diese Gleichung nach ¢ aufléste. Letstere Gleichung
(3) lasst sich auch als

oS 2mzr ({-+F) Beosg
cos 2nmgd A
schreiben und man bemerkt, wic die Maxima und Minima nicht
nur von m, n und %, sondern auch von 4, B und ¢ abhingen.
Gesetzt es wire
m=2; n=1 und p=45°
so hiesse die Bedingungsgleichung zur Auffindung der Maxima:
und Minima:

_ n
= ol

c052.2. 7 (t+&); 1 BV}
cos 2t TT% T4
oder : ©
2cos 2 (t4+H?P—1 4 BVE
c0s 27zt T TA

oder:
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k{cos 279 . cos 2t — sin 27cd . sin ﬂnt}“—ﬂ

BV
A

— —
-—

. cos 27t .

Bezeichnen wir
cos 27et mit u

folglich:
sin 27t mit 1 —u?,
ferner :
cos 2729 mit P
sin 2z% ,, Q
B n

so konnen wir obige Gleichung etwas anders geordnet auch
schreiben:
iP%2 4 Q| —?) — 8PQu Y 1 —u*+Ru—2=0
oder auch
§(P?— Q%) 12+ Ru+4Q*—2 = BPQu ) 1—*
oder wenn wir diese Gleichung ins Quadrat erheben und nach
Potenzen von u ordnen: '
16 (P2—Q¥)?+64P*Q*|u* +8 (P*— Q) Ru® +
+z8(P”——Q’) (4Q?—2) —64PPQ*+ R*|u? +-

+2R(4Q*—u+ (4Q*—2)* =0 v (B)
d. h. wenn wir einfachere Bezeichnungen einftihren :
Awt + B + Cul +Du+E=0, L))

worin die Bedeutung der Cotfficienten unmittelbar einleuchtet.
Um demnach im gegebencn Falle die Maxima und Minima auf-
zufinden, hiltlen wir einc Gleichung wasn vierten Gerade
aufzulosen. Setzen wir ferner beispielshalber um die Glei-
chung (#) zu vercinfachen
P=
voraus, d. h.
L008 2770 = sin 27

welches eintreten kann fitr
21‘[3‘ =
d. h. »

Pla

2
16"’
so folgt statt der Gleichung (4), wenn man beachtet, dass:

F=

—
_—

| =
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P=0Q= —

161+ (—16+R%u? = 0.
Dicse Gleichung besteht aber einmal fitr
u=cos2mt=0,
d. h. fur
2t = &—1 b7
oder :
1 3 5 7

l= —

DO T T , cen (6)

von welchen Werthen aber offenbar nur die beiden crsten
T und % zw berucksichtigen sind, weil sic innerhalb der
Grenze t==0 und ¢=1, also innerhalb der Zeit liegen, in der
die Gurve ganz vollendet ist. Die Gleichung besteht ferner aber

auch, wenn:
16uP 4 (—164R?) =0

d. h,
H2
= +V —_—— L (7
u=x 1 ~16 {7)
Bilden wir den zweiten Differentialquotienten, so folgt :
27,
%—;—' = —lkm’r*A . sin2mz (t+9) — in*n?cos @ Bsin 2zt
d

oder wenn wir {ur unsern specicllen Fall dic betrefflenden
Werthe {itr m, n und -9 einfithren:

2 "
o _ — 167%4 i%sQ.?ﬂt—-/L-nz]/—l'— B.sin2nt.
di? - 2
Nehmen wir, um noch mehr zu specialisiren, an, cs wiire:
A=B=1,
so wiirde die Gleichung (7) ibergehen in:
L4
1 51
u=Zy I-gm==%V 5 ®)
Bilden wir unter der zuletzt gemachign Voraussclzung den
zweiten Differentialquotienten, so folgt:

d&r /10 .
o o 2008 2 — % 4]/___ sin 2
R 167 cos 2. et — o 5 - Sin2zt.




§. 80.] Besondere Eigenschaften d. Schwingungscurven, 153

Nohmen wir aus {6} die Werthe ;—— und % [ur ¢ und setzen sie

in diese letzte Gleichung ein, so folgt einmal :

‘iuf 162 — 42}/ L=t (1= 1)

das anderemal

7 = 1672+ mﬂ/__m (4 +]/

mithin tritt fur dic Werthe ¢ = -}- und { = %ein Minimum ein.

Nehmen wir aus (8) die beiden Werthe filr » und fthren sie
in die Gleichung fur den zweiten Differentialquotienten ein, die
auch als

%&;= — 167 (2 cos 2m2-1)—m2]/;—|/ { — cos 2nt®
geschrieben werden kann, so folgt:
1 VT
—_4® — L
dt” =—tb= ( ’) b Vz 32
= — b —§+V_4- . V_L
4- 2 32
LE I
= b (22 —
=~ (T +5)
I (15+ —‘-)

d. h. dic beiden Werthe -l-V-—— und — Vg% fir » einge-

fithrt, machen das @ zu einem Maxin#m. Also im ange-
nommenen Falle hekommen wir zwei Maxima und zwei Mi-
nima. Um noch die *absoluten Grissen derselben zu finden,
fuhren wir die Werthe von % aus (6) und (8) unmitielbar in
die Gleichung fur z, d. h.

@ = cos % 27l +V-;— . 8in2mt

cin. Die Minimalwerthe liefern

a:*=—4+]/-
r=—t1-)T.
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Dic Maximalwerthe aber, wenn man vorher

o =2 cos 27t* — | +l/_;_|/ 1 —cos 27t?

geschrichen denkt, einmal wie das anderemal :

1 5 1 17
wl=mz_-2-— 1+V—‘ V T=16"

Diesc Resultate werden sofort in ihrer Bnchhgkeit erkannt,
wenn man sich fur die betreffenden Annahmen dic Curve
zeichnet. Die Minima fir x sind verschieden; die Maxima
aber, da man eine vereinfachte Curve erhilt, {allen zusammen.

Ueberhaupt aber dilrften die bisherigen Betrachtungen
hinreichen, um sich von der Richtigkeit des Folgenden zu
iiherzeugen. Wir sahen oben, dass unter der Voraussetzung

m=2

ecine Gleichung vierten Grades schliesslich zum Vorschein kam,
welche, aufgelost, im Allgemeinen fiir & vier verschiedene
Werthe liefern wurde, und zwar voraussichtlich zwei einem
Maximum und zwei einem Minimum angehorig. Da m als gros—
sere Schwingungszahl vorausgesetzt wird, so ist einleuchtend,
wie im Allgemeinen, wenn man obige Umformung des Werthes
fur c(% vornimmt und alle sinus durch cosinus oder auch um-
gekehrt ausdriickt, schliesslich eine Gleichung resultirt von der
Form:

A= BuP =t O =2+ ... Pu+R=0, e (9)
deren Auflosung zu m Maximal— und m Minimalwerthen fahren
wiirde. -

Da diese Gleichung schon flir m =3 vom sechsten Grade
wird, so ist begreiflich, wie die Aufsuchung der betreffenden
Werthe eine sehr umstindliche werden kann, Es kam hier auch
nur darsuf an, maglichst die Ucbemeugung zu gewinnen, dass
eine G]exchung von der Form -

x=A.sin2mmz (t+F) + B. sin 2t
fir & im Allgemeinen m Maxima und m Minima liefert.

Weit leichter als dic Aufsuchung+fer Maxima und Minima
bei dem g ist die der Maxima~Maximorum und Minima-Mini-
morum; denn die ersteren werden ohne Zweilel eintreten,
wenn:



8. 30, Besondere Eigenschaften d. Schwingungscurven. 155

sin 2mz ((4+F) = +1 o (10)
und gleichzeitig
sin2ngpt== <41, ceee (18)
die letzteren, wenn:
sin2mrc (t49) = — 1 e (49
und gleichzeitig
sin2nmi= —1 .. (13)
wird. Ein Maximum-Maximorum findet daher stalt, wenn:
2ma (4 = “;-4
und: °
Inmt= iﬂ—'—;—*— 7€,
d. h. wenn:
(b1 ) e (GA4-1) im0
=
dmn
oder da 4un — kAm = LK gesetzt werden kann, wenn:
K (n—m)
G= ‘mn dmn - (16)

d. h. ein Maximum~Maximorum findet nur fur einen bestimm-
ten Werth von 4 statt. Fir

n=1; m=3
z. B. fur
K 4
Y=g
oder fiir:
1 1 3 b
SO R R
oder : .
& & 12 20
‘9—'"“‘2"Ea +"§Z1 "Q'Z’ ”Q]’v

wie sofort die Tafel V bestiitigt.
Ein Minimum-Minimorum tritt ein, wenn:
bx-3
2

27!t==-l+—3n

2

mrr (t-4F) ==

b3

d. h. :
(kx43)n— (42+3)m

9=
im.n

oder:
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g= K 3n—m e (15)
mn &.mn .

ist; in obigem Beispiele also fur:

K L]
M
d. h. fur:
1 ] 4 3 5
3=——2~——-’ —""6'-, +"-6—, F, "6_ ------ .
oder :
9= 12 B8 1220

In einem weitern Beispiele, worin
m=n=|

fir
S=0,1,2.....

2. Es wurde im ersten Theile tfter bemerkt, dass die
Curven auf der Taf. VII in der Richtung der 2, m Maxima, und
m Minima zeigten. Die Gleichung fur diese Curven (die Glei-
chung I;) ist . '
=Asin2mr (t+9) + Bsin2nmt
und es enthdlt das unmittelbar Vorausgehende oline Zweifel
auch ftr die Curven und horizontalprojectivischen Darstellun-
gen das, was im Allgemeinen in Betreff der Maxima und Mi-
nima zu berlicksichtigen ist. Wir haben im Allgemeinen m
verschiedene von m, n, A, B und 3 abhiingige Maxima und
ebenso viel Minima zu erwarten.

3. Weit einfacher gestalten sich die Verhilinisse, so weit
sie die Frage iber Maxima und Minima betreffen, wenn man die
Curven der Tafel V auf ein anderes Coordinatensystem bezieht,
nimlich: auf ein System, dessen Axen mit den Geraden zu~
sammenfallen, worauf die beiden geradlinigen Gomponenten als
wirkend zu denken sind : also kurz auf ein schiefwinkliges Sy-
stem, dessenXAxemit der urspriinglichen einerlei, dessen neue
Y Axe aber hiermit einen schiefen Winkel ¢ bildet. Da wir,
um diese Verinderung vorzunehmen, nur

statt o0 oin P —Y-CO8P _ ;YOO
sing sing

statt y ein I
sing
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zu setzen haben, so verwandeln sich unsere Gleichungen I in
folgende :
w=A . sin2mn (t+9) 4+ Bsin nsrtcos ¢ — Bsin2nmicos @
y=B.sin%nmt
oder in:
a=A.sin2mr (t-+F)
y=2B.sin2nmt . }
Suchen wir die Verhiltnisse, von denen die Rede ist, bei
diesem neuen Coordinatenkreuz kennen zu lernen. Die Maxima
bei y treten ein, wenn:
sin 2net e= - 4

e (16)

d. h. . "
%+
Qnmt = )
oder:
_ hwt
_ T in
Thre ghgolute Grisse ist = B, ihre Anzahl = n. Die Zeit zwi-

schen zwei aufeinanderfolgenden Maximis betragt
E(n-1)1  hxd

n in
oder:
4
%" .
Die Minima fur y treten ein fur
: t= b3
n

Auch hierbei verfliesst von einem zu dem nichstfolr~den eine
Zeit gleich w Zwischen einem Maximum unu dem unmittel-

bar folgenden Mininum liegt daher die Zeit:
Elr+1)4+1 43
in in

oder:
i

!
woraus folgt, dass genau in der Mitte zwischen zwei Maximis
ein Minimum und umge'i{ehrt eintriffy.
Ein Maximum fur o tritt auf, wenn:
A sin2ma (t-49) = =+ 1
d. h.
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2mre (t4-3) = h‘;‘ 7
oder:
e |
=" m ?-
Ebenso ein Minimum fir:
& :
— A3 -9,
im

Wihrend also die Maxima und Minima von y nach jeder Rich—
tung hin von . unabhiingig sich zeigten, ist dies bei a zwar
nicht der Fall, jedoch erkennt man sofort, dass die Anzahl der
Maxima und Minima gleich m, dass die Zeit zwisclien zwei anf

cingnder folgenden Muximis und Minimis gleich roel zwischen

einem Maximumn und dem uiichstfolgenden Minimum oder um-—
— : .

gekehrt gleich am dass ferner die absolute Grisse der Maxima

und Minima gleich 4, dass mithin die Curven in cin schigfwink-
liges Parallelogramm eingeschrieben werden kénnen, wic wir
uns im ersten Theile, einer andorn Schlussweise zur Foige he-

reits tiberzeugt haben.
Es ist ein Leichtes, aus den beiden Gleichungen (16) die
Grosse ¢ zu eliminiren, um so schliesslich die Gleichung

@ (x,yy=0
zwischen @ und y zu erhalten. Es ist nimlich:

arcsin —- = mm ({43

A
und
arcsin -%— == 2nmi

mithin

] . ax 1 .Y

- arc sm-j — %—arc sin — 23 =0
oder:

narcsin 2 —marcsin & = 2mpmd 7

y B

oder auch:

y="Rsin {:—;arc sin% —2nn&} . o (18)

Den gréssten Werth erlangt @ offenbar, wenn
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d = A
. h
‘are sm% = -4—%1
geworden, oder:
y=B.sing {:; 4n2+‘| -—211«9} . e (19)

Aus dieser Gleichung kinnen die absoluten Grissen der zu den
Maximalwerthen von a« gehorigen y gefunden werden, wenn

man nach einander
=0, 14, 2 ....

setzte. Auch konnte uns diese Gleichung bei gehriger Be-
nutzung zu solchen Werthen von 3 verhelfen, fur welche ver—-
einfachte Curven auftreten. Nehmen wir beispielshalberm=2;
n==1, so ergicht sich:

=B.sinn{[m+‘I

)

“und offenbar treten vereinfachte Curven auf, wenn zwei aus
dieser Gleichung als benachbarte folgende Werthe von y ein—

ander gleich sind, d. h. wenn :

- 2&}

sinzw { fmﬁ ! —'24} = sinﬂ{ﬂ—_:—”-ﬂ - 24} 1
also wenn:
(25 —24)=An+(—4)‘n{i(1'%lﬂ —24)
oder:

41:—4 - (_‘)k i(_,c_";'_,'_)...ﬂ — A= 24[4"(-’1)2]’

wobei 4 aber nur ungerade Werthe annehmen darf. Fir A=1;
%==0 also, wenn:

d. h.

&. Die simmtlichen Resultate, welche wir soeben unter 3
gewonnen, gelten unmittelbar auch fur die Gurven der Taf. VI.
Denn die Gleichungen dieser sind ja keine andern als die Glei—
chungen (16}, wenn man sie nur im Sinne eines rechtwinkligen
Coordinatenkreuzes auffasst.
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5. Bei den Curven unserer Taf. VII bis X, deren Glei-
chungen II oben gegeben wurden, hat wiederum die Auflindung
der Maxima und Minima bei dem y keine Schwicrigkeit. Es
treten deren je n auf und zwar sind sie der absoluten Grisse
nach gleich C. Die Gleichung fur o lautet:

a'=A.sin2mmn (t+3) 4 B. cos 2nzut

und es leuchiet ein, wie auch diese Gleichung, nach ¢ differen-
dx
K3 i
Gleichung 2mtex oder 2ntn Grads liefert, je nachdem m oder »
die grossere Schwingungszahl ist. Wir werden also anch im
Allgemeinen beziehungsweise m oder n Maxima und m oder n
Minima filr o zu erwarlen haben. Rine Vereinfachung, erzielt
durch Vertauschung des Coordinatensystems, steht nicht zu er-
warten. Die Auffindung der Maxima-Maximorum und Minima-
Minimorum fir a unterliegt dagegen keiner Schwierigkoit.
Ersterc treten auf, wenn

sin 2mz (4+9) = +1
und gleichzeitig:

cos 2nrrl = =1

wird, d. h. wenn:

tiirt, ein liefert, das gleich Null gesetzt, schliesslich eine

e (14+9) =22

und gleichzeitig :
mmt = U
oder kurz, wenn:
(bn+1)n—4dm

G=
dmn
oder wenn:
s=r 41 r (20)
mn sdm
Fiir m=4; n=3, z. B, wenn:
9= K 1 BR+6
I T A T
d. h. fir:
6 14
3.—..W, 96

Fiur m==2 und n==3 z. B. wenn:

o K _8K+6'
=gt T s
d, h. fir:
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6 44
S W8 e
Die Minima—-Minimerum treten auf wenn:
sin 2mr (143 = —1
und gleichzeitig:
cos mmt= — 1

d. h. wenn:
mr (14+3) = -(—&(%-g)—'m
und : )
et = (21-!-”9’!-’
d. h., wenn:
(4n43)n—2 24+ 1)m
P == T
mn
d. h. wenn:
g= K dn—2m e (2)
mn Amn
Fir m=n==1 «z. B. wenn:
.o 8K 42
d. h.
2 40 18
=% F %

Fur m=1; n=2 (Tal. IX) wenn:
K 1 8K4-8
3=§+§F*ﬁ“
d. h. fur:

6. Was die Maxima und Minima der Curven auf Taf. XI
anlangt, so ist die Auffindung bei dem @ wie dem y mit den-
selben Schwierigkeiten verbunden, wie es hei den bisherigen
Fiillen fur das « allein war. Da n bei der Taf. XI die grossere
Schwingungszahl ist, so werden die Differentialquotienten
lf;’- und dy g]uch Null gesetzt, schliesslich zu zwei Gleichun—
gen vom Qnten Gerade fuhren, so dass wiederum fur & wie fir
y, n Maxima und n Minima zu erwarten sind. Leichter ist das
Auffinden der Maxima-Maximorum und Minima~Minimorum.

Erstere finden fr 2 statt, wenn in den Gleichimgen Il :
MRLDR, Schwingungscurven. 14
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©0S 2mart = 4 1
: cos 2n7r (t4+F) = + 1
filr y wenn:
sin2mmt = + 1
y sin 2n7wt {{4-F) = 41,
d. h. fiir £ wenn:
mart = Un
N7 ({49 =2
oder '
am—An,

©omn

9=

d. h. fir:
K ‘
F=— e (22)
mn
Fir y wenn :

Qmaert == Im;"' P

27 (L4-43) = ﬂé—b—d— 7r

'

d. h. wenn;
G L _n—m .. (23)
mn  fmn
Nach (22) also fgr = unter der Voraussetzung, dass n=m=A,

wenn :
9=0,1, 2 ...

“und nach (23) auch fur y, wenn:
d=0,1, 2 .....

Fragen wir: wenn ein Maximum-Maximorum von x und
ein Maximum-~Maximorum von y gleichzeitig aunfirete, so mils—
sen die Werthe von 3 aus (22) und (23) erhelten, gleich sein,
d. h. es muss:

oder:
(K, —~K)} =n-—m

sein. Da links nur immer oine gerade Zahl enisteht, so leuch—
tet ein, dass tiberhaupt nur Werthe von X, und X,, existiren,
wenn n—m eine gerade Zahl, d. h. wenn n und m gleichzeitig
ungerad, aber auch dann nur, wenn n—m eine durch 4 theii-
bare Zahl ist; also z. B. fur (n—m) =0 oder n—m = 4: d. b.
fur n=m=1 oder: n="5und n=1.
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Ein Minimum-~Minimoram von ¢ findet statt, wenn:
cos 2zt = — 1 '
cos 2nm (t+49) = —1
fur y wenn:
sin 2mat = — 1
sin 2nw ((4-9) = —1
d. h. fur o wenn:
it = (Qu-t- )7
T (t4-F) = (A1)

3=@L+nm—@w+nn'
2mn
oder:
K n—m
Y= T T e (24)
ist. Fir y wenn:
st = 4“;‘3
e (t4-9) = “'_;‘3— .
9= {42+ 3)m— (bx+3)n
hdmn
oder:
,9,_-..If~_§.:_(.,’f___1ll)_ cee (25)
mn fmn

ist. Fir n=4; m==4; z. B. wenn:

sk _ o _8k—18

P16 32
d. h. fir: .
2 6 A4
: == 3w |

Die richtige Benutzung der letzten vier Gleichungen (22), (23),
(24), (2b) kann auch noch die Fragen lésen: bei welchen Cur—
ven trifft ¢in Maximum-Maximorum von @ mit einem Minimum-
Minimorum von y oder umgekehrt ein?

§. 34,
Die Beziechung der Bchwingungscorven zur Cylinderfliiche. Stereo-
scopische Eracheinungen.
1. Die Gleichung einer Sinuslinie, wenn y die Ordinate,
x die Ahscisse, [ die Liinge, welche ein Berg und Thal zusam-
men einnimmt, {erner B die grisste Ordinate bedeutet, ist:
an*
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y=B.sinf’-’7‘-‘£ e (1)

und ich will eine solche Curve eine »einfache Sinuslinie« nen—
nen. Gehen dagegen auf die Linge I nicht ein Wellenberg und
Wellenthal, sondern n, so ist die Gleichung einer solchen
Curve, die kurz eine »fachec heissen mige :
e
. l
Ohne Zweifel wird diese Gleichung aber eine allgemeinere,
.wenn wir dem a eine Constante hinzuftgen, d. h. dem y eine
Phasendifferenz ertheilen und statt (2) schreiben
sin 7 (x4-d)
—T

Wir wollen die Aufgabe stellen: Welches sind die Glei-
chungen jener riumlichen Curve, welche entsteht, wenn
wir die ebene Curve, deren Gleichung (3) ist, gerade mmal
um einen geraden kreisfirmigen Cylinder herum-
wickeln, und zwar so, dass die Ordinaten y parallel laufen
mit der Axe des Cylinders?

Ist: .

y = Bsin e (2)

y=B8 e (3)

“ X st == AR (4)
die Gleichung der Cylinderfliche, so muss, wenn [ gegeben ist,
der gestellten Aufgabe gemiss A so gewihlt werden, dass:

{
= %mn
oder, wenn A gegeben ist, ! so gewihlt werden, dass
l=2mAn
d. h.
y=B.sin{-£Z.(m+d)}. eee (B)

ist. Um nun unsere Aufgabe zu lisen, ist bekannten Grund-
sdtzen gemdss nur niithig, statt

. x
« ein 4, arctang =
zu setzen, um sofort in den Gleichungen:

4= Bsin [ﬂ—;—zz(A.arctang% + d)]
P+ t= A

- (6)
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die gesuchten Gleichungen der r#umlichen Curve zu besitzen.
Eliminiren wir aus ihnen z, so ergiebt sich die Gleichung fur
die Projection der riumlichen Gurven in der oy Ebene. Da aber

_z
|
so folgt, dass diese Projectionsgleichung:

y= Bsin{"—:lz [A . aresin % +d] }

arctang

i
== arcsin—,

oder

arcsin L = 2 arcsin o 4 % .d
B m A " mAT
oder
. & .y n : .
narcsmm[—marcsmj—=-~7l—.d wn {7)

ist, welche Gleichung sofort mit der Gleichung (17) des vorigen
§ identisch wird, falls wir

n
Ve d=— 2mnmd
d. h.
d= —2mAnS
oder auch gemdiss der Bedeutung von 2mAmw
d= —13,

oder auch, da nichts im Wege steht, { als Einheit zu wahlen,
einfach

d= =39
setzen, und unser Resultat wiire etwa in folgender Weise aus-
zudritcken:

»Bedeuten « und y die beiden geradlinigen und recht-
ywinkligen Componenten einer ebenen Schwingungscurve mit
»den resp. Schwingungszahlen m und n und besitzt die er-
»stere eine Phasendifferenz gleich -+, so kann diese chene
»Curve auch dadurch dargestellt werden, dass man eine
»n fache Sinuslinie mit der Phasendifferenz gleich — & (auf
vdie Ordinaten bezogen, vergl. §. 5, 4) mmal um einen ge-

sraden kreisformigen Cylinder mit dem Umfange - herum legt

»und die so entstandene rimmliche Curve auf die durch die
»Coordinaten der Sinuslinie bezeichnete Coordinatenebene
voder auch auf eine hierzu parallele Ebene projicirt.«
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Da ein Auge dieses Projiciren unmittelbar bei dem Anblick

der rijumlichen Curve vornimmt, so hahen wir also nur nothig,

raus moglichster Entfernung nach dem Cylinder in der Rich-

stung der Z Axe hinzusehen, um sofort die Curven der
»Taf. VI zu erblicken.«

2. Wir haben jedoch nicht nuthig, die Phasendifferenz hei
der ursprunglichen Sinuslinie zu berticksichtigen, sondern wir
dtirfen sie urspriinglich gleich Null annehmen, unmittelbar
die, durch die Gleichung (2) bezeichnete, Sinuslinie um den
Cylinder legen, und eine Drehung des Cylinders vornehmen,
um sofort alle ebenen Curven der Taf. VI mit den verschieden-
sten Phasendifferenzen in der Projection zu erblicken.

Denn die Gleichungen der ridumlichen Curve sind nunmehr

y = Bsin [,%‘(A arctang =) | e (8)

? 4 5% o= A?
oder die Gleichung der Projection in der XY Ebene:

. [N v L
y == Bsin (W arcsin -zm) . (9)

Denken wir nun den Cylinder und mit ihm die Curve (R) herum-
_gedreht, so werden wir, um statt (9) zur verindertén Projec-
tions-Gleichung zu gelangen, nur statt «

‘ xeosw —zsinw
statt z )

TENW 4 5c05W

zu setzen haben, um die Gleichungen (8) zu verwandeln in:

. [N 2CO8 W — FSinw
y mBsm(-u— arelang —e————e 10
m & 8inw - 7 COs W wee (10)
a2t = AP

sowie bei der Elimination von 5 die Gleichung (9) in:

axcosw — y Ly sinw}

wsinw+ J AS—a?. cosw
oder mit Rucksicht auf die Reduktionsformel:

¥
Vi+v?

xeosw — Y AA—x*. sinwt

4

n
= Bsin {-— . arctan
¥ p g

arctang u == arcsin

nach einer kurzen Rechnung auch :

: n :
y=RBsin {— arcsin
m

oder
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.Y . @meosw— Y A—aPsinw
marcsin -E'— = fnarcsin A .

Setzen wir aber:

V At

i~ = CO§ T

% = sinr, mithin
A o ‘ A4
50 ist:
xeosw — Y A2zt . sinw .
= 8in (r—w)
. A
mithin
. @cosw - AA—axt.sinw *
aresin = e
A
== arcsin il w
v .
mithin
.Y . X
m arcsin 4~ = narcsin—- =~ nw v (14
7 y i (11)

welche Gleichung sofort unsere Gleichung (17} des vorigen*§.
liefert, wenn wir

nw = mnd

oder ‘

w == 2mrrd :

wihlen, und hiermit ist folgender Satz, dessen Richtigkeit

schon Lissasous, jedoch nach geometrischen Griinden darge-
than hat, analytisch streng bewiesen:

»Legt man die ebene Curve, deren Gleichung

y=B.sinmnt

»ist, mmal um einen geraden kreisformigen Cylinder mit dem

»Radius
1

4= gz
»so herum, dass ihre Ordinaten y mit der Axe des Cylinders
wparallel laufen, so entsteht auf diesem eine riumliche Curve
»von solcher Beschaffenheit, dass, wenn man den Cylinder
smit ihr um einen Winkel w dreht und dann ihre Projection
»in einer mit der ursprtinglichen XY Ebene parallelen Ebene
ventwirfy, diese Projection einé Schwingungscurve vorstellt,
»welche in zwei geradlinige mit der urspringlichen X und ¥
»Axe parallele Vibrationscomponenten mit den beztglichen
»Schwingungszahlen m und n, und den Elongationsweiten
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»A und B zerlegt werden kann und wobei die erstere Com-

»ponente eine Phasendifferenz
w

=

»erhilt.«

Ebenso leuchtet ein, wie ein in der Richtung der ur-
sprunglichen Z Axe aus moglichster Entfernung nach der
riumlichen Curve sehendes Auge bei dieser Revolution des
Cylinders ebene Schwingungscurven von genanntem Charakter
zu sehen glaubht.

Um diese Verhiiltnisse wirklich durch den Versuch kennen
zu lernen, kann man wohl auf mancherlei Weise verfahren.
Am besten und einfachsten wird es sein, wenn man einen
dinnwandigen Glascylinder nimmt und auf ihm die raumliche
Curve in irgend welcher Weise bezeichnet,

3. Diese interessalite Beziehung der Curven auf Taf. VI
zur geraden kreisformigen Cylinderflache gestattet noch in an-
derer Beziehung, wie LissaJous gezeigt hat, eine netie Anwen-
dung. REs wurde soeben angefulnt, dass das aus moglichster
Entfernung auf den Cylinder sehende Auge cine ebene Schwin-
gungscurve erblickt und es wird dies nattirlich auch dann noch
der Fall sein, wenn das Auge nither heran geht. Blickt man
aus grossever Nihe mit beiden Augen den Cylinder an, so
wird statt der ebenen Erscheinung die r#umliche auftreten.
Denn die beiden Bilder, welche die beiden Augen von der
ridumlichen Curve bekommen, sind verschieden. Daraus folgt
aber, dass man auch aus dem Anblicke zweier ebenen Curven,
wenn sie dem Unterschiede, wie er durch den Anblick mit
heiden Augen zum Vorschein kommt, entsprechen, sobald jene
beiden ebenen Bilder unter das Stereoscop gebracht werden,
die rdumliche Curve auf dem Cylinder zu sehen glaubt. Um
die beiden ebenen Bilder, welche zum réumlichen Bilde im
Stereoscop zusammengesetzt werden sollen, su erhalten, hat
man offenbar nur ndthig, nach unsern im ersten Theile ange-
fihrten Methoden, fur zwei verschiedene Werthe von & die
ebenen Zeichnungen zu entwerfen, Gesetzt, die bgjden Seh-
axen bildeten beim deutlichen Sehen einen Winkel von 15? mit
einander, so milsste man zwei Curven zeichnen, bei denen die

Winkel w und w - 15° stattfinden oder da 15° = {g, zwei ebene
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. . w
Curven, bei welchen <cinmnal ‘9":%’ das anderemal

=2 & -—-4~~ Gehen wir also fur das Bild, mit dem
mm ~ 2h.m
linken Auge gesehen, von einem Winkel w = 0 aus, so misste

in dem Bilde furs rechte Auge eine Phasendifferenz gleich

&

3 41.m in der Zeichnung wieder gegeben werden.

&. Die bisher besprochenen Eigenschaften der Schwin-
gungscurven bezogen sich offenbar nur auf dic Curven der
Taf. VI und es konnen nicht unmittelbar dieselben Sitze auch
bei schiefern Cylinder und fur die Gurven mit zweien schief-
winkligen Componenten also der Taf. V angewandt werden.
hre Gleichungen sind, wie wir wissen

x=A.sin2mn (t+9) + Bsin2nni.cosg
y=B.sin2nmt.sing.

und es ist leicht, auch aus diesen Gleichungen das ¢ zu elimi~
niren. Die unterste liefert:

A . Yy
t= % . arcesm mB.sinqj ,

welcher Werth, in die obere eingefiibrt,

. 4 . y
x=4.sinems {% aresin Bring +&}+y.cotgtp v (18)

macht. Im ersten Theile §. 4, 6 war die Rede ven Wellen-
curven oder Sinuscurven »zweiter Ordnung.« Bezeichnen wir
die Abscissen einer solchen Gurve mit y, die Ordinaten mit a,
die Schwingungszahlen mit m und n, die Phasendifferenz mit
d, die Lange mit /, die Elongationsweiten mit 4 und B.cos ¢,
so ist die Gleichung einer solchen Sinuscurve zweiter Ord-
nung :

x=A,sin

2
-—’f‘ﬂl’iﬂ+3.sm2"f”.cos¢ e (43)
und wir wollen sie um einen geraden kreisfosrmigen CGylinder,
dessen Gléichung

y* + 5t = B*. singp* e {14
sein soll, nmal herumlegen und die so entstandene riumliche
Curve wieder auf die XY Ebene oder eine hierzu parallele
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Ebene projiciren.  Soll dies aber tberhaupt mdglich sein, so
muss der Radius des Cylinders, niimlich B.sin ¢, in bestimm-
ter Weise mit [ zusammenhidngen, es muss niimlich:

[ = 7. B.sing veee (A8)
oder wenn wir [ als Einheit annehmen:
1=2nrB.sing co {16)

sein, Letzterer Apnahme gemiss wird die Gleichung (13) zn
x=A.sin2mmx (y+d) + B.cos . sinnmy.
Selzon wir hierin stalt y gleich*) :

: : ¥
B.sing.arcsin Fong
cin, so stellen die Gleichungen:
a;=A.siann{B.sin«p.arcsin- y +d}+
B.sing

. 4 : . y v (A7)
+B.coscp.smﬁn.{&squarcsm B.sinqa—} )
y* + 3* = B?sin¢*
die Gleichungen der riumlichen Cylindercurve vor und die er~
stere von ihnen unmittelbar die Gleichung der Projection in der
XY Ebene.  Gemiss der Gleichung (16) ist aber
. 4
B.sing = oyt
welcher Werth an zwei Stellen in die oberste der Gleichungen
(17) eingefubrt

. 1 . y oo
x=A.sin2mzn {% . arcsin Baing e d} +
“+y.cotg @
liefert, eine Gleichung, die vollstindig indentisch mit der Glei-
chung (12), als der Gleichung der Curven auf Taf. V gemacht
wird, wenn wir nur auch statt d ein & schreiben.
Dieses Resultat lisst sich aber in folgender Weise aus-
drucken:
»Wirken zwei geradlinige Vibrationscomponenten mil
»den Schwingungszablen m und », mit der Phasengiffercnz 3,

*) Auch in dle Gleichungen (6} und (8) hitten wir unmittelbar anstatt
eines Arctang. einen Arcsin. einfiihren ktnnen.
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»den Elongationsgrenzen A und B, zusammen und zwar unter
seinem Winkel = ¢, so lisst sich die hierdurch resultirende
sebene Schwingungscurve auch durch Projiciren ciner ritum-—
slichen Curve darstelien, welche letztere dadurch erhalten
swird, dass man cine Sinuslinie »zweiter Ordnungc nmal um
seinen geraden kreisfsrmigen Cylinder herumwickelt, falls
sman nur diese Sinuslinie vorher so construirt, dass ihre
_»Componenten die Elongationsgrenzen 4 und B cos ¢, ferner
shezichungsweise die Schwingungszahlen m und n, sowic
sdie Phasendiffercnzen & und 0 erhalten, falls man ferner die
»Ordinaten der Sinuslinie zweiter Ordnung mit der Axe des
wCylinders parailel laufen lisst und, wenn y und x diese
»Coordinaten bedeuten, die entstandene riumliche Curve auf
»die XY Ebene oder eine hierzu parallele Ebene projicirt.«

8. Wir haben in 2. geschen, dass din verschiedenen Pha-
sendifferenzen auch dadurch erhaiten werdon konnten, dass
man bei der Sinuslinie, welche um den Cylinder herumgelegt
wurde, - die Phasendifferenz gleich Null machte und dann den
Cylinder drehte. Wir wollen auch in unserm jetzigen Falle das
9 gleich Null sctzen, dic Sinuslinie zweiter Ordnung, deren
Gleichung nunmehr:

a=A.sin2msy 4 Beos @ . sin2nwy
ist, nmal um den Cylinder
y*® -+ 5% = B¥sin ¢
herum legen, letztere dann um cinen Winkel w drchen und

zusehen, was fir cine Projection entsteht. Ist w gleich Null,
so ist die Gleichung der Projection:
. 1 . y -
w=A.sin2mse {m aresin ﬁﬁﬁ} +y.cotg @

und um sie fur einen Winkel w zu erhalten ist nur niithig,
statt y ein
yeosw — 5. sinw

zu setzen. Dieses liefert aber:

. 1 . Y.COSW — ZSinw
a=A.sin 2m7w } —— aresin 4 : +
T B.sing

=+ (i cos w—5 sin w) colg @
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oder wenn man auf die Umformungen achtet, welche der Aus-

yCcosw — Fsinw

druck arcsin gestattet, falls vorher statt z

B.sing
V B sing® — *
gesetzt wird,
x=A.sin2mm ——L (arcsin y _ - w) -+
T B.sing

+ (ycosw— ) B*sing®—y*sinw) cotggp .... (18)
Diese Gleichung ist aber, auch wenn w = —2umwd gesetlzt

wirde, nicht identisch mit der Gleichung (12), sie gehtirt viel—
mehr einer Curve an, welche sich in die beiden Componenten :

oA 2 innre(1m 22
ax=4.sin2ms (t er)+B.cos¢p_.stnn(t 27115)} e (19)
y==Bsin @ . sin 2n7vt

zerlegen liisst. Bei genauerer Betrachtung, welche hier nicht
weiter angestellt werden soll, wiirde sich zeigen, dass dieses
letztere System von Gleichungen nicht immer zuriickgefithrt
werden kann auf das System I, dass es mithin im Allgemei-
nen unmdglich ist: durch Drebung des Cylinders mit der rdium-
lichen Curve

@ = A.sin¥msry 4~ B.cos @ . sin 2nmy

y? 4+ z* = B?sin ¢?
die verschiedenen Phasendifferenzen in der Projection zu er-
zeugen. .
6. Die Gleichungen fur die Curven der Taf. VIITbis X sind :
x=A.sin2mn (t+3) 4+ B.cos tht}

: e (20
7= B.sin2nsrt (20)

und auch diese Curven konnen leicht durch Projiciren einer
raumlichen Cylindercurve erhalten werden, nidmlich der Curve,
welche auf dem Cylinder entsteht, wenn die Sinuslinie zweiter
Ordnung, deren Gleichung:

x=A.sin2mzm (y +-9) -+ B.cos 2nmy e (21)
auf dem Cylinder

y? 4zt = C? e (22)

nmal herumgelegt wird. Denn die Gleichungen der rdumlichen
Curve sind :
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A s Y . sind
w==A.sin 2mzx [Carcsmc +0] ~+ Bcos @nn[Car(,smC] o (29)

y2 -+ !52 = CZ’
wovon die obere unmittelbar auch als Gleichung der Projec—
tion in der XY Ebene angesehen werden muss. Eliminiren wir
aber aus (20) das ¢, so folgt:

x=A.sin2msx {—L aresin - -+ 3 } -+

s c
-+ B.cos2n —Lnrcqin s
.cos 2nm e TS i

welche Gleichung sich mit der obersten in (23) als identisch
herausstellt, falls wir nur bedenken, dass dort C der gestellten

L
Aufgahe gemiss gleich Ty SCID MUSS.

Auch jetzt witrde sich zeigen lassen, dass durch Rotation
des Cylinders die Phasendifferenzen nicht in continuirlicher
Folge verindert werden kinnen, sei es nun, dass man die
Curve (20) oder eine mit andern Phasendifferenzen versehene
vorher um den Cylinder herumgelegt hitte.

7. Noch bleibt zu untersuchen iibrig, ob man auch die
Curven der Taf. XI durch Abwickelung eciner Sinuscurve auf
einem geraden kreisfirmigen Cylinder und durch Projiciren
der hierdurch entstehenden riumlichen Curve erhallen konn.
Die genannte Eigenschaft der Sinuslinien und der geraden
kreisformigen Cylinderfliche hat ihren Grund darin, dass die
Abscissen bei der Aufwickelung in Kreishigen ubergehen,
welche letztere, aufl eine durch den Mittelpunks gehende Ge-
rade projicirt, sich in Sinuslingen verwandeln, wihrend die
Ordinaten ungesndert bieiben. Die Abscissen konnen daher
nach der Projection auch nur eine Componente liefern von der
Form A4.sin 2mm (i4-3) und alle Schwingungscurven, deren
eine Componente diese Form besass, konnten somit durch Auf-
wickelung und Projection wieder dargestellt werden. Da aber
bei den Curven der Tal. XI beide Componenten von der Form

A.sin2mzt 4 B.sin 2nz (43}
sind, so lisst sich zwar die eine in der genannten Weise dar—
stellen, die andere dagegen nicht, und es ist somit unmiglich,
durch Herumlegen der Sinuslinie »zweiler Ordnung« um einen
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Cylinder und PrOJectmn auf eine Ebene die Curven der Taf. XI
zu erhalten.

Zum Schlusse dieses Paragraphen mgchte ich zur nihern
und einfachen Bezeichnung der Sinuslinien eine Bemerkung
machen. Ich habe oben den Fall, wo n ganze Wellen (Berg
und Thal zusammengenommen) auf die Linge == [ oder auch
die Linge = 1 gehen, eine »nfache« Sinuslinie genannt. Wird
hiermit eine mn fache« zweite Sinuscurve combinirt, so erhalten
wir die Gurven der Tafel VII und solche Sinuslinien habe ich
»Sinuslinien zweiter Ordnunge genannt, so dass also die Com -
ponenten als Sinuslinien verster Ordnunge zu bezeichnen
wiren. Demnach ist auch verstindlich, dass eine Sinuslinie
»dritter Ordnunge als Resultante aus drei Sinuslinien »erster
Ordnunge anzusehen ist. Sollten diese Bezeichnungen Auffil-
liges enthalten, so kann man cinfach etwa folgende anwenden,
Nehmen wir die Linge ! als Einheit an, so ist uns jede Com-
ponente und mithin auch die Resultante bekannt, falls die
Schwingungszahlen, die Elongationsweiten und die Phasen-
differenzen der ecinzelnen Componenten hekannt sind. Be-
zeichnen wir diese hei ciner ersten Bezeichnungsweise mit m, ¢
und &, bei einer zweiten mit b, » und & u. s. f,, so wiirde
die Bezeichnung »Sinuslinie (;mgyl¢ und »Sinuslinie (Frg« je
eine Componente, dagegen die Bezeichnung »Sinuslinie
{amg + png)« die Resultanie aus den beiden Componenten vor-
stellen, und diese Bezeichnung wiirde sofort alies Wesentliche
enthalten, um die Resultante zeichnen zu kénnen. So wirde
2. B. der Ausdruck »Sinulinie (,2 ¢ 4 31,)« die dritte Curve in
der zweiten Horizontalreihe der Taf. VII anzeigen.

§. 32.

Benutzung der svereinfachten Curven« zur Bestlmmung der absoluten
Tonhéhe,

1. Die Abhandlung Lissasous’ enthilt noch eine sinnreiche
Anwendung der Schwingungscurven bei der Bestimmung der
ahsoluten Tonhshe und zwar mit besonderer Rucksicht auf
Stimmgabeln, wiewohl diese Anwendung keineswegs als auf
letztere tongebende Korper bheschrinkt anzusehen ist. - Das
Wesen dieser Methode wird klar, wenn man Folgendes heach-
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tet, dessen Darstellung in einer von der Lissasovs'schen abwei~
chenden Form zunichst von mir gegeben werden soll.

Bisher wurde vorausgesetzt, m und n seien ganze Zahlen,
und es lag in dieser Voraussetzung filr unsere Theorie keine
Beschrinkung. Fir unsern jetzigen Zweck soll eine der
Schwingungszahlen diesen Charakter verlieren und eine ganze
Zahl nebst einem sehr kleinen Bruchtheile der Einbeit vor-
stellen. Wird letzterer mit & u bezeichnet, so wiren die bei~
den Schwingungszahlen jetzt:

mu
und
n.

Das Folgende bezieht sich ferner nur auf die Curven mit zweicn
geradlinigen Componenten und zwar am einfachsten auf die
der Taf. VI. Die Gleichungen fur diese Curven, sobald die
eben angegebenen Schwingungszahlen benutzt werden, sind
dann :

x=A.sin2(mF*u)n i+ e (1)

y=>nB.sin2nzt. v (2)
Die rechte Seite der Gleichung (1) kann auch anders geschrie-
ben werden, indem

Asin@(mEy)n{i+Y) = Asin2mn (t+ KE

oder

‘“3+3)

=Asin 2mzw [t+("_‘—"—¢-t- i‘l-‘g +19)]
ist. Setzen wir demnach der Kiirze halber:

+“t+”‘9 +9=0, e (3)
m

durch welche Bezeichnung angedeutet. werden soll, dass @ eine
von ¢ abhdngige, mithin variabele Phasendifferenz ist, so
wird die Gleichung () jetzt zu :
x=A4sin2mz ({+6,) b e (8)

und ist der Form nach mit der Gleichung f{iir  in I, insofern
tibereinstimmend, als auch bei ihr die Schwingungszahl eine
ganze Zahl ist. Im Folgenden handell es sich um den Anblick
einer Curve; die Zeit, welche nothig ist, um die Curve ganz
im Gesichtseindruck zu behalten, ist nur eine geringe und,
wenn auch die Phasendifferenz variabel ist, so wird das Auge
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doch einen Moment lang eine Curve mit constanter Phasen~
differenz vor sich zu haben glauben, d. h. wenn ich (=i+47¢
annehme, so wilrde in dem Momente 47 und die unmittelbar
darauf folgende jedoch sehr kurze Zeit das Auge eine Curve zu
erblicken glauben, deren Gleichungen:
x=A.sin2mn {t-+74+6;,,)
y=B .sin2nm ({+1)
oder was hiermit einerlei ist, eine Curve, deren Gleichungen
sind :
=4.sin2mm (t+6O,, )
y=2B .sin2nxt.
Denn sind
x=A, sin2mm ({+ D)
y=B.sin2nx ({+d)
die Gleichungen einer Schwingungscurve, so kann nach den
Lehren des ersten Theils §. 5, 1 hierfir ein anderes System
gesetzt werden, in welchem die Phasendifferenz am y gleich 0,
dagegen statl D eine andere Phasendifferensz 3 eingetreten ist,
also ein System :
x=4.sin2mzn ({43
y==B.sinnmt.
Eliminiren wir aus dem erstern Systeme ¢, so folgt:
y=2h.sinnx (5;-;‘ . arcsin —%’— —D+ d),
dagegen bei der Elimination aus dem zweiten Systeme :
=B.sin2mx (—L— arcsin - —&) .
2mze A
Um also statt dem ersteren Systeme das zweite zu erhalien,
wiire nur nothig
F=D—d
zu setzen, wie unmittelbar auch einleuchtet, wenn man die
Lehren des §. 8, 1 gehtirig beachtet.

Soll das Auge nur vercinfachte Curven erblicken, so
muss den Lehren des §. 25, 3 zu Folge @, und @, so he-
schafien sein, dass im ersten Falle, wo m und n ungerade Zah-
len vorstellen : '
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iin zweiten und dritten Falle aber:

@, = 21(,4-4

mn
2K, <1
kmn

Denken wir vorliufig nur an den ersten Fall, so wiirde, wenn
z gerade die Zeil zwischen zwei unmittelbar aufeinander
folgenden vereinfachten Curven vorstellt,

Oryr=

K B
9:2 m e (5)
K41
@t+t= Smn vens (6)

sein mussen. Subtrahiren wir aber (5) von (6) mit Ritcksicht
auf die Bedeutung von @, und @, ,, so ergiebt sich:

LU
m = 2mn
ader auch:

1
””i@'ﬁ-’ . cenn (7)

woraus folgt, dass zuntichst zur Bestimmung von g nur n und ¥
nothig sind. Letzteres kann aber mit Hilfe der Uhr bestimmt
werden, falls nur ¢ klein genug, d. h. falls nur die Ueber-
ginge der Curvenformen langsam genug vor sich gehen.

Da bei unsern letzten Ableitungen als Zeiteinheit die Zeit
verstanden wird, innerhalb welcher die eine Gabel n die an—
dere m Schwingungen vollendet, so ist offenbar = als eine, nach
diesem Zeitmaass gemessene, Grosse anzusehen, Wir wollen

. .ooom
nun annehmen, es wire neben dem Verhiltnisse "y auch noch

die absolute Zahl der Schwingungen einer Gabel und somit
auch annshernd die der andern gegeben, d. h. es wiiren gege-
ben die Zahlen '
N
und
N.m

n
so ist die Zeiteinheit, welche sich hierauf bezieht, die Secunde,
und wollen wir diese Zeiteinheit verwandeln in Zeiteinheiten

der Formel (7) entsprechond, so beriicksichtige man Folgen-
MELDR, Bchwingungrcurven, 42

?
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des. Beobachtet man in der That mit Hitife der Uhr zwischen
dem Momente ¢ und ¢{+7 eine Anzahl T Secunden, so vollendet
die eine Gabel 1 Schwingung in der Zeit

'

N
n Schwingungen in der Zeit

n

N
Secunden, welche letztere Grosse, absolul gemommen, als
Zeiteinheit in der Formel (7) anzusehen ist, und offenbar haben
wir bei der Einfuhrung der Secunde als Einheit statt ¢ ein

T T.N

n n
N
zu setzen, wodurch unsere Gleichung (7) wird

1
. pu== TN cee (8)
Kennt man demnach die absolute Zahl der Schwingungen
einer Gabel und die Zeit zwischen zwei aufeinander folgenden
vereinfachten Schwingungscurven, so lisst sich u finden. Auf
1 Schwingung von der Gahel, welcher das m angehtrt, gehen

demnach X oder
m

]
2m.T.N

Schwingungstheile mehr oder weniger; auf N, -n": Schwingun~

=

gen aber ..
Ll
o e 9]

mehr oder weniger, d. h. wihrend die eine Gabel N, die an-
dere N -%l—Schwingungen vollendet, vollendet letztere anch noch

1

+* T d. h. sie vollendet in der Secunde uberhaupt:

-—-—+—
—QT. XEE) ("0)

Beispiel. Gesetit, die eine Gabel mache 500 Schwin-

. . M 5
gungen in der Secunde und es sei - =3 ferner ver—
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{liesse von ciner vereinfachten Curve bis zur niichsten die Zeit
von 7,8 Secunden, so folgt, wenn N_500 angenotmen wird,
fur den Werth von (9)

-
—2.3.70,5 !
d. h. die andere Gabel macht in der Secunde
) A
500, - g5 2.3.75
oder
] ]
—
833 - 3= 5
Schwingungen.

Ob das + oder — Zeichen anzunehmen ist, ob mithin die
hohere Gabel etwas zu hoch oder zu tief, kann leicht durch
den Versuch gefunden werden, indem man die Gabel ein klein
wenig belastet : erfolgen die Ueberginge langsamer, so fibrt

die Belastung die Gabeln dem Verhaltnis % ndher, die eine

Gabel ist demnach etwas zu hoch, das u ist als positiv anzu~
sehen; erfolgen die Uebergtinge rascher, so entferat die Bela~

stung die Gabeln vom Verhiltnis — dic neue Gabel ist etwas

zu tief und p ist als negativ anzusehen.
Sind m und n nicht beide uwngerad, so ist statt der Glei-
chungen (5} und (6) zu setzen: .

2K+4

0= dmn
2K, +1
@t+r= imn

oder wenn man zwei unmittelbar folgende vereinfachte Curven
berticksichtigt:

» 2K+1
Q= T
Oppp= 2(K+1)+1
+r fmn .
aus welchen beiden Gleichungen folgt :
e
m = mn

oder
T
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q
=
H==om
was wiederum mit (7) {thereinstimmt und woraus hervorgeht,

dass eben die Gleichungen (7), (8), (9) und (10} fur alle drei
Fille, welche bei dem Verhiltnis vomi:n eintreten konnen, gil-

tig sind.
Bedeutet die Zahl T nicht die Zeit von einer vereinfachten
Curve zur niichstfolgenden, sondern liegen deren p dazwischen,

. A . T
so ist offenbar statt T in obigen Formeln ein 7 zu setzen, wo-

durch sich (9) und (10) verwandeln in:

____'_____p
u 37n ")
N.m P
T T
3T wee (12)

Beispiel. Lissasous nimmt in einem Beispiele an, dass
3

% =3 T=25 Secunden, p=1; werden diese Werthe in

(11) eingesetzt, so folgt, nach der weitern Annahme, dass
N gleich 500:

i
=t
b==93.2"
mithin fir die Anzahl von Schwingungen in 1 Secunde:
3 4
A UL
500. o X 37957%
oder fir die Zeit von 25 Secunden:
18750 *+ —1— ,
wihrend die andere Gabel in dieser Zeit :
12500

Schwingungen vollendet.

2. Der vorausgehende Lehrsatz zeigt, wie die Schwin~
gungscurven da benutat werden kdnnen, wo es sich um ge-
ringe Tonhthenunterschiede handelt. Er kann also eine sehr
passende Anwendung da finden, wo man das Phinomen der
Schwebungen genauer kennen lernen will; er kann angewandt
werden da, wo es sich um die wechselseitige Einwirkung der
Resonanz hei zwei tonenden Kérpern handelt; er kann da sehr
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passend angewandt werden, wo man Tonhthenunterschiede
kennen lernen will, hervorgebracht durch die Aenderung der
Elongationsweite. Wird, in Beziehung aul den letzten Punkt,
cine Gabel z. B. sehr stark erschuittert, so sind ihre Elonga—
tionsweiten gross, und die Gabel schwingt in Folge dessen el-
was langsamer, als wenn man sie in schwache Erzitterungen
versetzt. Man kann, falls eine zweite Gabel rechtwinklig ne-
ben der ersten aufgestellt wird, aus dem Anblicke der Schwin-
gungscurve erkennen, wie die urspritnglich vorhandene Pha-
sendifferenz nach und nach cine imdere wird; man wird sogar
im Stande sein, das etwaige Gesetz der Zunahme der Schwin-
gungen mit der geringer werdenden Elongationsweite zu be-
stimmen.

3. Der genannte Satz gestattet aber, wie Lissasous gezeigt
hat, auch noch eine andere sinnreiche Anwendung. Sind zwei
Gabeln 4 und B annithernd dem Intervalle nach bekannt und
kennt man ausserdem von einer, etwa von B, genau die An-
zahl der Schwingungen, so kann letzterc auch fur dic Gabel A
gefunden werden, indem sie ja nach (12} gleich

m P
NT{ + 5T eee {13)
ist. Hat man noch cine dritte Gabel C, welche mit B cin Ver-

hillinis %’— bildet, so ist nach demselben Satze die Anzah! der
’
Schwingungen fitr € zu berechnen nach der Formel :

m, »
N-a‘—i T ceen {18)

Liegen nun aber 4 und € so nahe neben einander, dass sie
Stssse geben, vielleicht p’ in der Zeit 7', so dass also der Un-
terschied ihrer Tonhthen gleich:

P
‘ T
ist, so leuchtet ein, dass auch die Gleichung
m P m, P p :
A Y S N B VAL A LN
[Nn "QnT] [N'n, -Qn,T,]mT‘r e (19)

bestehen muss, d. h.: ist die rechte Seite vou (13} bekannt
und auf der linken Seite -gi , %’-, fernerpund p,, Tund 7,,
(]

so lisst sick N berechnen.
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Beispiel. Wir wollen nach Lissajous annehmen, es
wiire ;
7 6  m, 5

Nach (15) folgte dann:

(=D Fe - )

oder
'

Paldl(r b ]

N=42.[T, -2 (n,T, nT) )

Durch die Beobachtung ergeben sich ferner bei dem Verhiilt-
5

nis ——:
6

12 vereinfachte Curven in 41”4
" 43"14
folglich im Mittel :
12 vereinfachle Curven in 42",4
d. h. es ist:
p,=12; T,=42" 4.
Ferner bei dem Verhiltnis .%;
30 vereinfachte Curven in 64"
,y 637,
folglich im Mittel ;
30 vereinfachte Curven in 63”,6
d. h. es ist:
p=30; T=163"6.
Es ergeben sich ferner:
180 Stissse in: 1'—59",2
w 159" 4
folglich : )
180 Stssse in: 1'—59",3
d. b. es ist:
P =180; T'=119",3.

6
so ist in obiger Gleichung das = Zeichen zu wahlen. Die Aus—
rechuung der rechten Seite von (15), nach Einselzung der Zah—
lenwerthe, hat keine Schwierigkeit, nur witrden wir ganze
Schwingungen erhalten, wihrend Lissajous nach giner Formel

Da beide Verhiltnisse LA nund g—sich etwas ‘zu tief finden,
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rechnete, die halbe Schwingungen lieferte. Um das End-
resultat der Lissasous'schen Beobachtung und Rechnung an-
zufithren, sei bemerkt, dass er drei Reihen von Beobachtungen
anstellte :
Die erste ergab N =127,80
,y Zweite ,, ,, =128,48
sy dritte ., =128,07
Mithin das Mittel N= 128,08
halbe oder 64,04 ganze Schwingungen.



Eilftes Capitel.

Theorie der optisch-akustischen Wellenapparate
in ihrem Zusammenhange mit den Schwingungs-
curven.

§. 33.
Allgemeine Bemerkungen,

1. Um das gehirige Verstindnis gewisser Principien und
einzelner Abschnitte in der Lehre des Lichts und Schalls zu
erleichtern, haben sich mehrerc Physiker das Verdienst erwor—
ben, Apparate zu construiren, durch deren Mechanismus dic
Bewegung eines schwingenden Kérpers, namentlich die hypo-
thetische Bewegung der Aethertheilchen oder wenigstens ein
bestimmter Moment derselben dargestellt werden kann. Die
Interferenzen zweier Licht—- und Schallstrahlen, die Erschei-
nungen der Stésse und Combinationstsne, die Bewegungsfor—
men einer schwingenden Saite, die Bewegung der Aethertheil-
chen im polarisirten Lichte, eine Reihe von Farbenerscheinun—~
gen: alles dies sind Gegensti@inder deren Erlduterung durch die
Wellenapparate der Herren E1SEXLOHR, WHEATSTONE, PLiicKER,
FesseL, Lissasous, Scrurze und GEBRLING in hohem Grade er—
leichtert wird.

Ich habe die Absicht, im Folgenden in theoretischer Form
auf allgemeinere Vibrationserscheinungen aufmerksam zu ma-
chen, welche sich ehen durch einen Mechanismus im Sinne der
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genannten Apparate darstellen lassen, um hierdurch zu zeigen,
wie die Erscheinungen, welche durch die genannten Apparate
wirklich bis jetzt versinnlicht wurden, theilweise nur speciel-
lere unter allgemeinern Erscheinungen sind, und obwohl in
dieser Beziehung manche der im Folgenden gefundenen Re-
sultate zunichst nur theoretisckes Interesse haben, so schlies—
sen sie die Hoffnung nicht aus, geeignoten Orts eine nutzliche
Anwendung zu ermoglichen.

2. Indem ich die 4ussere Einrichtung der genannten Wel-
lenapparate als bekannt voraussetze, mochte ich sie doch im
Allgemeinen verliufig mit Rilcksicht auf das, was sie leisten,
classificiren.

Entweder kommt es darauf an, eine Bewegung in ihrem
continuirlichen Verlaufe zu veranschaulichen, oder nur be-
stimmte Momente dieses Verlaufs zu fixiren, Letztere Aufgabe
zu losen, ist der Zweck der Apparate von EisexLons und WHgAT-
stone, wihrend die erstere Aufgabe durch die Apparate von
Priicken, Fesser, Lissajous, Gerine und Scrvize gelost wird,
wobei sich jedoch selbhstverstéindig durch Einhalten der Bewe~
gung auch bestimmte Momente fixiren lassen. DiegenannienAp~
parate charakierisiren sich ferner danach, ob sie nur ebene
oder nur ridumliche oder heide Darstellungen gleich-
zeitig machen solien. Nur ebene Darstellungen liefern die
Apparate von Eisexvonr, Scrurze und Lissaiovs; nur rdnm-—
liche (mit gowisser Ausnahme} der Apparat von Whzar-
stoNE; ebene und rdumliche die Apparate von GFrLiNG
und der PLicker-FessEL'sche.

Um die Theilchen eines schwingenden Kérpers zu ver-
sinnlichen, werden bei allen Apparaten kleine auf Drihten
sitzende Knopfchen angewandt, und um die Drihte mit den
Kndpfchen continuirlich zu bewegen oder, einem bestimmten
Momente der Bewegung entsprechend, zu ordnen, dienen
Wellenleisten, Wellenf@chen und Schraubency-~
linder. Mit dem Namen »Wellenleiste« will ich ein nach der
Sinuslinie ausgeschnittenes, schmales Bret, mit dem Namen
sWellenflichec dagegen einen nach der Sinuslinie ausgeschnit-
tenen breiten Klotz, wie bei dem WaesTsTone'schen Apparat,
bezeichnen. Die Benennung »Schraubencylinder« wird passen—
den Orts ihre Erlduterung finden.



186 Kilftes Capitel, (8. 34

§. 3L
Der Bi8ENTOHR'sche Wellenapparat,

1. Herr Geheimerath Ersexvonn fuhrt in seinem Lehrbuch
der Physik*} einen Apparat an, welcher dazu dienen soll, die
Combination zweier in dieselbe £bene fallender Wellen zu einer
cbenen Resultante zu veranschaulichen. Zu dem Ende ist eine
Reibe von Driihten oben mit Knipfchen versehen, und letztere
schon in einer Sinuslinie geordnet, wihrend die untern Enden
aller Drihte in gleichem Niveau liegen. Schiebt man nun un-
tér dieses System von Drihten noch eine Wellenleiste, so
leuchtet ein, wic nunmehr die Kntpfchen sich in einer von den
heiden Componenten verschiedenen Curve anordnen milssen.
Die Erscheinungen, welche dieser Apparat versinnlicht, sind
namentlich: die Interferenz zweier ehenen Wellen, die
Schwebungen und Combinationsténe. Die Elongationsgrenzen
sind filr beide Wellen wohl meistens gleich angenommen.
Sehen wir davon ab, bezeichnen wir die Schwingungszabl der
urspritnglich vorhandenen Sinuslinie mit n, ihre Elongations—
weite mit B; die Schwingungszahl bei der untergesetzten Wel—-
lenleiste mit m, ihre Elongationsgrenze it 4 und rechnen wir
der letzteren auch eine Phasendifferenz gleich d zu; bezeich—
nen wir ferner die Coordinaten der resultirenden Curve mit y,
die Abscissen mit x, so stellen die Gleichungen:

Y, = Asin2mm (x4-d) v (1)
¥, = Bsin 2nmx v ()

die heiden Componenten und
y = A.sin2mm (x-+4d) -+ Bsin2mme e ()

die Resultante vor.

2. Ein Blick auf die Gleichung (3) lehrt, dass sie iden-
tisch mit der Gleichung T, §. 22. Denn wir brauchen ja nur
hei ihr um diese Identitit einzusehen, statt = unter dem Si-
nuszeichen oin ¢, statt d ein & siiidenken. Daraus folgt aber,
dass die resultirenden Curven keine andere sind als die,
welche auf Taf. VII dargestellt wurden; es folgt ferner, dass,
wenn man die resultirenden Curven bei dem Ersenvomr’schen
Apparat auf eine in der XY Ebene liegende mit der ¥ Axe par-

*) Achte Aufl. 8§, 188. Neunte Aufl, 8, 33,
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allele Gerade projicirt, man die Darstellungen erhilt, welche
Taf. VII unter den cinzelnen Feldern erblickt werden; oder mit
andern Worten, der Eisentomr'sche Apparat kann auch zur
Erlduterung derjenigen wirklich physischen Erscheinungen
dicnen, welche auftreten, wenn ein Punkt gentthigt ist, auf
eincr Geraden zweien Vibratienshewegungen gleichzeitig zu
gehorchen.

3. Nehmen wir, wie es hiiufig in optischer und akusti-
scher Beziehung gestattet ist, A==B und m=n=1 an, so stellt
. die Gleichung

y=A.sin2mw (@+d) + Asin2rx e (8)
die resultirende Curve aus zwei gleichzeitig wirkenden, und
pur durch die Phasendifferenz verschiedenen ebenen Wellen-
componenten vor. Sollen sich letztere vollstindig aufheben,
$0 MUss :

sin 27 (x+d) = — sin2wx S (8)

e (x4d) = Am— (—4)’2‘27:.«:

d=2 ity

sein, oder, da der Factor am « gleich Null, d. h. A ungerad
anzunehmen ist,

2K+

: 2

sein; d.h. die. Phasendifferenz muss eine ungerade
Anzahl halber Wellen betragen.

Sollen sich die beiden Componenten im Maximo verstdr-
ken, so muss die eine Componente in demselben Sinne wir-
ken wie die andere, d. h. es muss:

sin 27t (@ --d) = -+ sin 2w

d=—g-+m[(—f|)’v-u

=

oder
d ==

sein; oder anders ausgedrilckt: os muss dic Phasendiffc—
renz gleich ciner geradon Anzahl halber Wellen
sein.

4. Fragen wir ferner: Wann hat die auf der Linge =1
enstehende Resultante die Eigenschaft: dass sie beiderseits
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A . . :
von der Liinge = Tsymmemsch liegt? so lost uns diese Frage

offenbar die Benutzung der Gleichung:

y=A.sin2mn (%- +m+d) +B.sin2mt(—;- -+ x ).==

. 1 ; " 1
=A4.sin2mm ('ﬁ' —m-i—d) +B.sm2nn(§‘ — w)
oder was hiermit identisch ist, die Benutzung der Gleichung :
24 .cosqmm (—;— + d ) sin 2max 4

+ 2 Bcosnm.sin2nmwx = 0. e (B)
Da aber diese Gleichung fir jeden Werth von & bestehen soll,
S0 Muss

1
cosEmﬂ(—g- +d) =0
cosnsr =0
sein. Letzteres ist der ganzen Zahl n wegen unmdglich und
unsere Frage ist dahin zu beantworten: dass bei der Combi-

nation zweier ebenen Wellen fir keinen einzigen Werth einer
Phasendifferenz eine Resultante zum Vorschein kommt, welche

symmetrisch beiderseits von der Linge —12— lage. Ein Blick auf

die Curven der Taf. VII wird dies bestitigen.
Fragen wir ferner, ob es nicht fur einen andern Werth

als —;f- muglich ist, einen Werth, welchen ich allgemein mit o

bezeichnen will, so misste statt der Gleichung (8) die Glei-
chung :
2 A. cos ¥mz (a--d) sin 2mex 4

+ 2Bcos 2nas . sin M= 0 veee (6)
bestehen. Diese besteht aber, wenn
cos 2nan = 0 v (T)
und 8 :
o8 2mz (a-td) e= 0. vee (8)
Aus (7) folgt.
241 )
2narr = —g 7
oder: ot
= 0¥ .. (9)

bn
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und wird dieser Werth in (8) eingefithrt, so ergiebt sich der
zugehorige Werth von d als
(Bt A ) — (2 +1)m

d= T e (10)
d. h., wenn m und n ungerad, als
K
d - m, suee (‘ 'I)
wenn m gerad, n ungerad oder umgekehrt als ;
2K+1
d= rrmeal e (12)

Ein Blick auf die Curven der Taf. VII wird die Richtigkeit der
Formeln (9) und (10) bestitigen.

FEine Ausnahme der zuletzt gegehenen Grundsiitze bildet
der extreme Fall, wo m=n=={ und A=25 ist. In diesem Falle
lehrt nirolich die Gleichung {(6) bei aufmerksamer Betrachtung,
2K 41

2 H
symmetrisch beiderseits der Linge = « liegt. Denn dies ist
der extreme Fall, in welchem zwei ebene Wellen in der Comn—~
bination sich aufheben, d. h, eine gerade Linie bilden.

Fragen wir zuletzt noch, fur welchen Werth von o und d
besitzt die Curve die Eigenschaft, dass:

A sin2mz (a+ac+d) 4 Bsin 207 (a4-x) =

=—A.sin2mx (a—x-+d) — Bsinmzx (a—x) .... (13)
ist, so lisst sich fur diese Gleichung zunichst selzen:
24.sin2mzsm (a<+-d) . cos 2mzmx 4+

dass fur jeden Werth von a, falls nur d = die Curve

+ 2 B.sinnam. cos Inrx =0 e (14}
und diese besteht, wenn : .
sin2nar =0
d. h.
nam = A
oder: )
:’G=§;'- [ (‘15)

Dieser Werth, in die weitere, rum Bestehen von {4) nothige,

Bedingungsgleichung :

- sin?mmw (a4-d) =0

eingefihrt, liefert:
__ xn—dm

e oot (16)
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oder wenn x und 4 gerad, fur jeden Werth von m und n:
%
d= pont v (A7)
wenn » gerad und A4 ungerad, im ersten und dritten Fall
(m und n ungerad, m ungerad und n gerad) :

2K-41
=g veer (18}
im zweiten :
K
d= v (19)

wenn % ungerad, 4 gerad, im ersten und zweiten Falle wie bei
(18), im dritten wie bei (19); wenn x ‘und A ungerad, im er-
sten Falle wie bei {19), im zweiten und dritten wie bei (18).

Diese theoretischen Betrachtungen mit der weitern Be—
nutzung dessen, was in §. 30, 1, 2, 3 tber die Maxima und
Minima der Curven auf der Taf. VII gelehrt wurde, werden
hinreichen, um Fragen zu beantworten, welche sich zunichst
an den EisenLour’schen Apparat kntipfen.-

§. 35.
Der Wellenapparat von (. SBOHULZE,

1. Herr O. Scrunze, Orgelbauer in Paulinzelle, hat einen
Apparat construirt und in Pogg. Ann. Bd. 100, S. 583 seinen
Leistungen nach beschrieben, der deswegen erhthtes Interessc
in Anspruch nimmt, weil durch ihn auch stechende Wellen und
Longitudinalwellen veranschaulicht werden konnen, und weil
er genau und mit Leichtigkeit die Componenten neben der Re—
sultante tibersehen lsst. Denken wir uns hei bei dem Ersen~
LoBr’schen Apparat beide Wellen in fortschreitender Bewegung
entweder in demselben oder in entgegengesclziem Sinne: so
ist es diese Idee, welche durch den Apparal von SchuLze ver—
wirklicht wurde. Zwei Wellenlgisicn werden progressiv ver~
schoben, jede setzt an der vordern Seite des Apparats die
Knopfchen der Componenten in Bewcgung, und durch einen
sinnreiclien, den Orgelbauer verrathenden, Mechanismus er~
zeugen diese beiden Componente eine Resultante, welche an
der obern Seite des Apparats erblickt wird. Alle die Bewe—
gungen, der Cownponenten wie der Resultante, sind ebene.
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Versuchen wir es, die einfachsten Erscheinungen, welche sich
nun hierbei zeigen, auf theoretischem Wege zu ermitteln.
2. Stellen wicderum

y, = A.sin2mz (x+d) e (1)

Y, = B .sin2nnx v (%)
die heiden Gomponenten vor, und werden diese Componenten
progressiv bewegt, so kinnen wir diese Bewegung ana]ftisch
dadurch anzeigen, dass wir dem @ noch eine Variabele ¢, und
t, hinzuftigen, so dass nunmehr die Componenten wiren:

y,=A.sin2mn (x4-dxt)

Y, = B.sin2nz (xkt,).
Ist die Bewegung in beiden CGomponenten gleichformig,
so ist

t=t=!l

anzunehmen; ist sie in der einen Componente, etwa y,, gleich

Null, so ist

t,=0

ty=t
zu setzen. Geht die Bowegung in beiden Componenten nach
derselben Seite, so sind bei ¢, und t, die gleichen Zeichen,
geht sie in einer Componente umgekehrt wie in der andern, so
sind bei ¢, und t, die entgegengesetzien Zeichen zu wiihlen.

Die resultirende Bewegung bei gleichfirmiger Bewegung

der Comwponenten wird dargestellt durch die Gleichung:

y = A . sin2mz {x+dxt) + Bsin iz (21} v (3)
und wir sind im Stande, in jedem Momente die Form der Curve
zu erkennen, falls wir nur ¢, dem betreffenden Momente ent—
sprechend, in die Gleichung (3) einfithren, d. h. falls wir dem
t einen constanten Werth beilegen.  Gesetzt z. B., es wiire
d= 21711 und ¢ irgend cine Contante =, so folgt: .

y == A.sin2mn (a, -+ 54;:-1 + 'z) + B . sin2nx (x:ke)
oder wenn noch

A=B; m=n==|
angenommen wird :

y=A.sin2n(m+ —%— ir) + A .sin 27z (xX7)
d. h.
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y=—A4.sin2x (xks) + 4.sin 27 (xte)
oder
y=0
d. b. unter den gemachten Voraussetzungen reducirt sich die
resultirende Bewegung auf Null.

Bewegen wir aber die eine Componente in umgekehrter
Richtung, so folgt in einem bestimmten Momente der Bewe-
gung, fur welchen t=17 ist, dass

y=4A. sin%n(m -+ -%—i"r)+fl.sin2n {7
und nunmehr ist die resultirende Bewegung nicht gleich Null,
sondern gleich:
= A.sin27w (xd7) + Asin 27w (x37)
oder
y=F24.cos2mwx.sinnr. v (B)
Diese Gleichung zeigt aber offenbar eine stehende Wellenbe—
wegung an, falls man sich nur statt ¢ wiederum f geschrieben
denkt. .

3. Bezeichnen wir mit « und y die Coordinaten -einer
ebenen Curve, mit ¢ eine Zeitvariabele, mit M eine Schwin-
gungszahl, mit 4 eine Phasendifferenz, so stellt die Gleichung

y=F(x).sin2Mn (t+3) )
jede denkbare ebene stechende Wellenbewegung einer in den
dussersten Grenzen nach der Curve F(r) geordneten Punki-~
reihe vor und zwar so, dass jeder Punkt hierbei einfache, in
der Zeiteinheit sich Mmal wiederholende Schwingungen bei-
derseits der Ruhelage ausfithrt. Meiner, nun einmal angewand-
ten, Bezeichnung nach will ich eine solche stehende Wellenbe~
wegung eine ebene stehende Wellenbewegung erster
Ordnung nennen. Jeder Ausdruck, welcher die Variahelen @
und ¢ enthilt, und sich in zwei Factoren F(x) und sin 2Mrr (t+9)
zerlegen lisst, zeigt cine stehende Wellenbewegung der ge-
nannten Arf an, im entgegengesetzten Falle dagegen nicht. Un-
sere Frage ist nun, unter welchen Voraussetzungen ist os mig—
lich, dass zwei Componenten :

y, = A.sin2mz (@ 4dt)

Y, = B . sin2nmw (x31)
eine stehende Wellenhewegung erster Ordnung erzeugen? 0Of-
fenbar wenn der Ausdruck :



§.35.] Theorie d. opt.~akust, Wellenapparate elc. 193

y=A.sin2mm (x+dxt) + B. sinnm (xk) en {6)
sich so umformen lidsst, dass er die Form der rechten Seite
von (5) annimmt. Wir wollen vorldufig nur eine Bewegung
der Componenten in demselben Sinne voraussetzen und dem-—
gemiss nur die gleichen Zeichen am ¢ berticksichtigen. Die
rechte Seite von (6) kann auch geschrieben werden:

A. sin 2mrr (x+d) . cos mart = 4 . cos mm (w4-d) . sin 2msvt 4

'+ B.sin2nmwx . cos2nnt B . cos Inzx . sinnat. ... (7)
Da nun gemiiss der Bedeutung von ¢ keiner der Cogfficienten :
cos 2mat, sin2mzwt, cosnzt, sin2nst, bleibend gleich Null
angenommen werden darf, so liesse sich die Summe der letzten
vier Summanden nur dann auf die Form der rechien Seite von
(5) tberfuhren, wenn die vier genannten Cotfficienten alle ein—
ander gleich wiiren. Nies setzte aber auch eine Gleichheil von
cos2masrt und sin2mset, sowie cos2nsrt und sin2nset voraus, was
der Bedeutung von ¢ nach unmsglich ist. Auch die Annahme,
dass drei der genannten Co#fficienten einander gleich seien,
ist unmiglich, und es bleiben so nach nur noch folgende Mog-
lichkeiten im gedachten Sinne tibrig: nimlich Ersiens:

cos 2mart = cos Answt v (8)
und zugleich

sin2mat = sin nzt v (9)
Diese Gleichungen bestehen aber, der Bedeutung von ¢ nach

nur, wenn
m=n

ist. Da wir in diesem Falle auch m=n=1 setzen ditrfen, so
geht die Summe der vier Summanden in (7) dber in:

{A.sin27 (z+-d) + Bsin2srzx} cos 2t

{4 cos2z (w+d) + Beos 2| sinmt ... (10)
und dieser Ausdruck erreicht die Form von {5), wenn einer
der Codfficienten am cos 27zt oder sin 27w gleich Null wird.
Soll aber z. B. , ‘

A.sin 27z (x-4d) + B.sin2nx = 0 v (10)
oder was hiermit identisch :
(A . cos 2wd+B) sin2ax + Asin 2ned . cos 2z = 0

werden, so ist dies nur moglich, wenn

MELDE, Schwingungscurven. 18
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sin 2rwd==0. v (12)
und
Acos2ad+B=0
oder:
cos 2rrd &= — B v (13)

ist. Da gemuss (12) cos2nd =t 1 werden muss, so wirde,

da ferner gemiiss {13) nur das — Zeichen genommen werden

darf, zum Bestehen von (11) weiter erforderlich sein, dass
A=F '

wiire. Der andere Codfficient in (10), nimlich der Coufficient

an sin 27zt, d. h. .

A, cos 2 (w4-d) + Acos 2
oder:
A. | (cos 2md1) cos A — sin 27vd . sin Brvar)

wird aber dann gemiiss der Werthe sin 27zd==0und cos 27zd=—1
zu Null; er verschwindet also auch und die gewiinschte Re-
duktion auf die Form der rechten Seite von (5) ist unter diesen
Umstinden nichi moglich. Setzten wir umgekehrt voraus, es
wire der Codfficient an sin 27¢ gleich Null, so wiirde auch der
an ¢cos 27wt gleich Null sich ergeben, und auch auf diese Weise
ist die gewiinschte Reduktion nicht zu erreichen.

Zweitens ist denkbar, dass in (10) die beiden Factoren
an cos 22t und,s sin 272¢ cinander gleich werden, so dass wir
dann statt der rechten Seite der Gleichung (10) hiitten

F o) (cos 27vt + sin 2mt), .
oder, da die Summe von cos 277t - sin 2zt sich in cinen Sinus
verwandeln lidsst, einen Ausdruck :

F(x) sin2M (t-+9) ,
wie wir ja hahen wollten. Setzen wir nun aber:
A.sin?7 (x+d) + Bsin 2 =
=X A.cos27 (w4-d) X Beosrx,
so wird die Gleichung nur hestehen konunen, wenn:
{4 (cos 2mrd ¥ sin 2rvd) + B} sin 2 +-
+{A(sin 2md 3 cos 2mwd 2 B cos vy = 0.
ist. tDer Bedeutung von a gemiiss muss aber dann:
A. (cos2nd X sin2nd) +B=0
A . (sin2mwd 3 cos2wd) . B=10
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sein; oder wenm die obern Zeichen gelten:
24 .5in8xd =0
24.cos0d =—28B

sin2xd =0
cos 2md = — 1
A=B;
wenn die untern Zeiclhien gelten:
2A.cos2nd=—28
2A.sin2rd =0
d. h. ebenfalls wenn :

sin2md=0
cos wd = — 1
A=B.

Dicse drei Werthe verwandeln aber, wie wir geselien haben,
die beiden Factoren an cos 27t und sin 27z in Null und die ge~
wiluschte Reduktion ist auch auf diesem zweiten allein noch
denkbharen Wege nicht zu erreichen.

Alles dies zusammengefasst ergiebt sich als Resultat :
»Combinirt man zwei ehene Componenten

y, = A . sin 2mz (x+dX)
y,=B.sinnmw (xky), .
»s0 ist es bei einer Bewegung in gleichem Sinne unmoglich,
»dass diese Gomponenten eine resultirende stehende Wel-
rlenbewegung erster Ordnung erzengen .c
Wir wollen zusehen, ob die Moglichkeit vielleicht vor-
handen, wenn wir umgekehrte Zeichen wihlen. Die rechte
Seite von (6) kann jetzt geschriehen werden:
A . sin 2mrr {x-+d) cos 2mat X A. cos Ima {x-4-d) sin2mal+
+ B sin 2nrvae . cos 2nret I B . cos 2nma . sin2ngri.
Da wiederum eine Reduktion auf die Form F(x) sin2Msm (t4-3)
nur denkbar ist, woenn cos 2mst = cos 2nsrt d. h. m=n==1, so
wirde dieser Voraussetzung gemfiss statt der vier Summanden
geschriehen werden konnen :
{A.sin 27 (x4-dj + B. sin 2w} cos 2t

*{Acos 7 (x+d) — Beos2mx |sin2mt. ... (14)
5%
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Der Coifficient am cos 27e¢t wird aber zu Null, wenn:

sin27d=0
cos@rd = —1
A=2PH.

Unter diesen Annahmen wird der Codéfficient am sin2nt in (14)
nimlich: '
& Af cos 27 (@+d) — cos x|
gleich :
+ A{— cos ¥ma — cos 2w}
=F24.cos2ax

und da der Ausdruck 5= 2A4. cos 2w als ein F(x) angesehen
werden kann, so folgt, dass unter den gemachten Voraus-—
setzungen, aber auch nur unter den gemachten Voraussetzun-—
gen eine slehende Wellenbewegung zum Vorschein kommt.
Soll nun

sin2std =0

cos md= —1

sein, so muss
d = (h-+1)7w
d. b.
2441
2

sein, und unser gefundenes Resultat nun:

»Eine stehende Wellenbewegung erster Ordnung bei dem
»Zusammenwirken zweier Componenten

d= . (18)

y, = A .sin 2mm (x+dt)
Y= B . sin2nm ()
»ist nur mbglich, wenn: )
A=B
m=n=1{
2241
d= 5
sund ausserdem die Bewegung der einen Componente die
»umgekehrte ist wie bei der andern. Die stehénde Bewegung
»ist dann gegeben durch die Gleichung:
y=324.cos2na .sin2mt
voder auch fur das obere Zeichen durch:
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y=24. srn%n(a:+ “';' .5in2mt,
»sowie fir das untere Zeichen durch:
y=24. sm27r(ac+ “';- . sin 27t .«

Vergleichen wir diese Gleichungen mit der Gleichung (5) :
y=F(x).sin2Mn (t+9),

50 milsste
. A+3
2A.sm2n(w+ 3 )
oder L
. A +1
2A.sm9n(a7+ 3 )
als F(x) und sin 27t als sin 2Mr (t+8) angesehen, mithin:
M=
und
F=un

d. h. gleich einer ganzen Zahl gewiihlt werden.

. Wir wollen eine weitere Frage Igsen, nimlich welche
Wellenformen entstehen bei der Zusammenwirkung zweier
Componenien, von denen die eine in Ruhe, die andere in Be~
wegung ist, oder kurz etwa der Componenten :

iy = A.sin2mn (x-+dE4 weer (46)
Yp = B.sinnno ere (BT
Die resultirende Bewegung wird dargestellt durch die Glei-
chung:
y=A.sin2mn (x+d¥t) + B.sinmx. v (18)
Soll diese Bewegung eine stehende erster Ordnung sein, so
uss sich die rechte Seite, oder was hiermit einerlei ist:

A.sin2mm (x-+d) . cos mmt
* A. cos¥mn (w+-d) . sin¥mmat -+ v (19)
= Bsin 2nnx

in eine Form

F(x) sin 2 Mre (14 3)
bringen lassen. Der einzig vielleicht denkbare Weg zur Er-
reichung dieses Ziels wire:

m=n=1,

an‘zunehmen, wodurch (19) ubergeht in:
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A .sin27 (@+d) cos 2t £
& A, cos 2 {x4d) sin 2t
+B.sin2mx.
Diese drei Summanden lassen sich aber nicht auf eine Form
F(x) sin 2Mr (t4-3)

zuritckfihren, wie man sofort einsieht, wenn man die Bedeu-

tung von x und ¢ gehirig ins Auge fasst.

Unser Resullat heisst somit:

- olst eine ebene Welle in Ruhe, wihrend die andere sich
vgleichmiissig forthewegt, so kdnnen unter keinen Um-
»stinden stehende Wellen erster Ordnung zum Vorschein
»kommen.«

5. Das Vorausgehende hat gezeigt, dass man mit Hilfe
des Scruier’schen Apparats die Curven der Taf. VII und zwar,
da sich bei dem Verschiehen der Wellenleiste die Grisse ¢,
mithin d-~¢, mithin die Phasendifferenz continuirlich #ndert, in
ihren continuirlichen Ueberglingen verfolgen kann, withrend
bei dem EisenLorr’schen Apparat nur hestimmte Momente der
Bewegung sich fixiren liessen. Projicirt man in Gedanken die
Curven auf eine in der XY Ebene und mit ¥ parallel laufende
Gerade, so hat man ein Bild von dem Vorgange, wie er bei
zweien in eine Gerade fallenden Vibrationsbewegungen mit
continuirlich sich @ndernder. Phasendifferenz stattfindet.

Ersetzt man eine der einfachen Wellenleisten durch eine
zusammengesetzte (eine Wellenleiste zweiter Ordnung), so
kann man Wellencurven dritter Ordnung darstellen; combinirt
man zwei Wellenleisten zweiter Ordnung, so ist die Resultante
eine Sinuslinie vierter Ordnung. In allen Fillen gestattet der
Apparat bei beiden Componenten gleiche oder entgegengesetzte
Bewegung, Ruhe in der einen und Bewegung in der andern,
kurz eine ausserordentliche Mannigfaltigkeit von Bewegungen.

§. 36.
Der Apparat von WHEATSTONE. *)

1. Der Wuearsroxe'sche Apparat soll zwei unter einem
rechten Winkel gegen einander geneigte ebene Wellen in ihrer

*) EisenLodr’s Lehrb, d. Physik. 9te Aufl, §. 814,
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Combination zeigen. Zu dem Ende wird ein, schon in einer
Sinusfliche geordnetes, Systewn gleich langer Drihte senkrecht
auf eine Wellenfliiche gesetzt. In dem Apparate, wie er bei
physikalischen Erliuterungen benutzt wird, sind beide Wel-
lenflichen ganz ‘gleich. Sehen wir hiervon ab, so ist die Theo-
rie simmtlicher Erscheinungen, welche sich durch einen sol-
chen Mechanismus darstellen lassen, gegeben in den Gleichun—
gen der heiden Componenten, nimlich :
x=4.sin2mn (z-4d) weee (1)

~ Yy=B.sin2nnz. v (2)
Denken wir statt s ein ¢, stait d ein < gesetzt, se leuchtet ein,
dass die Gleichungen (1)-und (2) ganz identisch sind mit den
Gleichungen I,. Sieht man also in der Richtung der z Axe die
Resultante bei einem, unserer Verallgemeinerung entprechen-
den, WaeatsToNE'schen Apparate an, so bietet sich dem Auge
eine Curve der Taf, VI dar, welche man willkirlich durch
Versetzung der einen Wellenfliche #ndern kann.

2, Nimmt man m=n=1; A=PH8 an, wie es zur Erlsu-
terung des Zusammenwirkens ganz gleicher Wellen erforder—
lich ist, so gehen unsere Gleichungen {1} und (2) ther in

we=A.sin2zx (z+d) v (3)
y=4A.sin2mwz. v (#)

Setzt man ferner aus (4)
sin 2753 = '}yf’
mithin
2
cos2az= A Y —%—,—
in {3) ein, se folgt: :

maA.{cos?nd.—%:tsinQHd.-i‘a-.l/ A"—y’}, vers (B)

welche Gleichung je nach dem Werthe von d sich mehr oder
weniger vereinfacht. Im Allgemeinen gehort sie einer Ellipse
oder, wenn man will, einem elliptischem Cylinder an, der un—
ter der Voraussetzung, dass

cos2md =0
mithin

sin2nd =X
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ist, in einen kreisfsrmigen Cylinder mit dem Radius 4, so wie
unter der Vorausselzung

sin2nd=0; cos2rrd ==
in eine unter * £5° gegen die XZ Ebene geneigte Ebene tiber-
geht.

3. Im Uebrigen kniipfen sich an den WuEearsrone'schen
Apparat nicht leicht Fragen, welche wir nicht schon bei der
Behandlung der Curven auf Taf. VI erledigt hiitten.

Es versteht sich von selbst, dass man das, im Apparat zur
Anwendung gekommene, Princip noch verallgemeinern kinnte.
Denn ohne Zweifel kinnte man auch eine Wellenfliche » erster«
mit einer Wellenfliche »zweiter« Ordnung combiniren, oder
swei Wellenflichen zweiter Ordnung, und man wiirde auf
diese Weise als Resultante eine Curve erhalten; deren Projec—
tion in der XY Ebene den Aunblick einer Sehwingungscurve
darbite, welche letztere je nach der geeigneten speciellen
Wahl der Wellenfliichen der Taf. VIIl bis X oder der Taf. XI
angehorte.

8. 37.
Der PLOCKER-FESSEL'sche Apparat. *)

4. Das Princip, welches demn WHEATSTONE'schen Apparate zu
Grunde liegt, hat in dem einen Theile des PLickeEr—FrsseL'schen
eine Erweiterung dadurch erhalten, dass man bei letzterem im
Stande ist, die Wellenfliichen #u verschieben, jedoch nur heide
in einem Sinne, um so eine continuirliche Bewegung herauszu-—
bringen. Setzen wir nicht gleiche, sondern beliebige, zuntichst
jedoch Wellen erster Ordnung voraus, so liegt die Theorie
eines solchen vervollkommneten Apparats in den Gleichungen :

x=A.sin2mzx (z4-dX() v (1)

y u= B. sin sy (5301) v (2)
worin ¢ als cine neben z bestehende Variabele, in (1) und (2)
sowohl mit gleichem als mit entgegengesetztem Vorzeichen ge—
wihlt werden kann, jé nachdem man in heiden Systemen ecine
gleiche oder entgegengesetzic Bewegung der beiden Wellen—
flichen annimmt.

2. Zwei Moglichkeiten .sind nun zunichst mit Ricksicht

*) Pogo. Ann. Bd. 78. (184D,) 8, 424,
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auf die Gleichungen (1) und (2) vorhanden, niimlich die Elimi-
nation von z und die Elimination voun ¢{. Eliminiren wir z, so
ergiebt sich eine Gleichung zwischen a, ¥ und # etwa:

Qlx,y, H=0 e (3)
eine Gleichung, welche eine bestimmte ebene Curve
) )

liefert, falls wir nur dem ¢ einen constanten Werth # heilegen.
Eliminiren wir ¢, so ergiebt sich eine Gleichung :
¥(x,y 5=0 e (B)
als Gleichung einer Flidche, ndmlich derjenigen Fliche, auf
welcher die Bewegung der Knopfreihe zu denken ist.
3. Um zunéchst ¢ zu eliminiren, und so zur Gleichung (5)
zu gelangen, beachten wir, dass nach (1) und (2) y

q @x
+i= < -;- e T v e
+i¢ e qr@m T —% d ()]
= PP in L —
=t g Aresin - —3 . vees (T)

Gelten die gleichen Zeichen, so eliminirt sich ¢ durch Sub-
traction, gelten die ungleichen Zeichen, so verschwindet es
bei der Addition der beiden letzten Gleichungen. Im ersten
Falle erhalten wir:

é%,} aresin —‘-ai— - —QW{E arcsin %— =d . e (8)
Wir sehen somit, dass bei der Elimination von ¢ auch z wegge—
fallen ist, woraus folgt:
»dass, wenn die Compononten in demselhen Sinne bewegt
vwerden, man als Fliche (5) eine Cylinderfiiche erhilt.c

Im zweiten Falle erhalten wir:

Q—rfﬁarcsinAi + —2—;‘—&- aresin %— =24+d, ....(9)
welche Gleichung offenbar einer ganz anderen Fliche als der,
durch die Gleichung (8) begeichneten, angehdrt. Denken wir
.in (8) stalt d ein & geschriehen, so wird die Gleichung voll-
stindig identisch mit der Gleichung fur die Curven auf Taf, VI,

d. h. mit andern Worten :
»Die Basis der Cylinderfliiche (8) wird gebildet von den

» Curven der Taf. V1.«

Setzen wir in der Gleichung (9)
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2z4-d=F

d. h.
d—d

2 ?
so fragt es sich, ob auch die Fliche (9) in einer gewissen Be-
ziehmng zu den Curven der Taf. VI steht?

Ich will die beiden Flichen {8) und (9) fur den einfach-

sten Fall, in welchem

()

32—

h=nz=={
ist, etwas genauer betrachten.
Die erstere lisst sich mit Riticksicht auf vorstehende An-
nahme auch schreiben als:

yw=B.sin {arcsin——'} - End}

oder:
a 4 2 s
y=B{j4-. cos 2vtd '_71”]/112” ac"'.sm@nd} e (1)
Ist nun 1°:
sin27cd =0, d. h.
Az == Arp
d::-g— )
so ergiebt sich:
008 27td = (——*1)2'
mithin:
yu= (._M—j;.ac e (12)

d. h. die Flache ist eine Ebene, welche durch die Z Axe
l4uft, und mit der XZ Ebene einen Winkel ¢ bildet, so dass

tang 7 = (—I)}'—I—’— , also bald einen positiven, bald einen ne—

A
gativen Winkel 7, je nachdem A gerad oder ungerad ist.
Ist 2¢ cos2ad=0, d. h.
27td = gﬁ-étl Fi4
- 2441
d= —5

s0 ergiebt sich:
sin@rd= (—)4
mithin 4 mag beschaffen sein wie es will:
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y= i‘—%]/zl’—w’. e (13)

Diese letziere Gleichung zeigt aber einen elliptischen Cylinder
an, dessen Axen der Basis mit den Coordinatenaxen X und ¥
zusammenfallen. Wirde

"3° weder sin 2ad noch cos 2zd gleich Null angenom-
men, so wirden wir zwar noch elliptische Cylinder, aber
mit anders gelegenen Axen der Basis erhalten. Man denke nur
statt d ein 9 gesetzt und nehme die Taf, VI zur Hand, so wird
man in den verschiedenen Curven der ersten Horizontalreihe
die, den verschiedenen Werthen von 3 entsprechenden, Basen
der Cylinderfliche (8) erblicken.

Die Gleichung (9) kann mit Riicksicht darauf, dassm=n=1,
auch geschriehen werden: '

y = Bsin {27: (23 4=d)— arcsin -3—0-}

A
oder:
| y = — Bsin {arc snnT—Qm (2z+d)}
oder, wenn wir beispielshalber d= 0selzen:
. o XL
g——Bsm{arcsm-Z——Q.an}. v (14)

Bei dieser Fliche éndern sich die-Schnitte, je nachdem man
dem z verschiedene Werthe beilegt. Wird z. B.:
10 sin2.2z2z=s0, d. h.
Az = An

Z:ﬂ:T
gesetzt, so folgt:
B
y=(—1) }'-Hj-a:,
d. h. wenn A gerad :
B
y=—-71 o
wenn 4 ungerad :
B
y=+ T

d. h. fir die Werthe z = —:- liefert die Fliche als Sehnittcur~

ven gerade Linien. Wird
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20 c0s2.2.73e=0, d. h.
2,2_”5=W‘_+i T
2
_ 2t

- 8

Y= + -E-VE"--mz

1 erhilt man Ellipsen, deren

angenommen, so folgt:

d. h. fur die Worthe 5= “;'
Axen mit den Coordinatenaxen zusammenfallen. Lassen wir

3°. weder cos 2.27v3 noch sin 2.275 gleich Null werden,
so erhalten wir zwar auch Ellipsen, aber solche, deren Axen
schief liegen. Diese eigenthtimliche Flache (9) liefert also fur
m==n=1 an jeder Schnittstelle offenbar auch eine Curve aus
der ersten Horizontalreihe der Taf. VI, jedoch nicht, wie cs bei
der Fliche (8) der Fall war, uberall dieselbe, sondern eine,
nach einem leicht zu findenden Gesetze, mit z sich dndernde
Curve. ‘ ' :
Nimmt man noch A= 258 an, so gehen an den Stellen, wo
Ellipsen entstanden, deren Axen mit den Coordinatenaxen zu-
sammenfielen, diese Ellipsen in Kreise uber.

&. Wir wollen nunmehr die Variahele z aus den heiden
Gleichungen (6) und (7) eliminiren. Durch Subtraction er-—

giebt ‘sich, wenn die gleichen Zeichen am ¢ genommen
werden '

4 are sin z L ar¢ sin
Qmar A nm

wenn die ungleichen genommen werden:

tofte

=d, eeen (18)

%:—n'_ arc sin % ——2—-?:—7; are sin —%—= X 2U+d ... (16)
und diese Gleichungen bedeuten das, was wir in (3) mit
@ (x, y, t| bezeichnet haben, also die Gleichung von der
Projection unserer resultirenden rdumlichen CGurve in der
XY Ebene, oder die Curve, in welcher die Reihe der Knipf-
chen erblickt wird, wenn man in der Richtung der Z Axe nach
dem Apparate hinsieht,

Die Gleichung (15} enthilt kein ¢, woraus folgt, dass wih-
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rend der ganzen Verschiebung ein und dieselbe Curve und
zwar je nach dem Werthe von d eine andere erblickt wird,

Die Gleichung (16} deutet an, dass die Curven bei der Ver—
schiebung sich fortwihrend éndern und da ¢ ein doppeltes Vor-
zeichen erhalten hat, so wird es auch nicht einerlei sein, ob
man die erste Componente, um kurz zu reden, nach vorn, die
zweite nach hinten, oder umgekehrt: die erste nach hinten und
die zweite nach vorn schiebt.

5. Ich will noch den Fall allgemeiner behandeln, wobei
vorausgesetzt wird, dass eine der beiden beliebigen Wellen in
Ruhe wiire. Die Gleichungen der Componenten sind in diesem
Falle :

@ == A .sin 2mn (54-dt)

y = B.sin2nmz.
Diese Gleichungen gestatten zwar eine Elimination von z, aber
nicht auch gleichzeitig von ¢, und sind in Folge dessen auch
wesentlich von den Gleichungen (1) und (2) verschieden. Der
Umstand, dass die zweite kein ¢ enthilt, zeigt an, dass die
Fliche, worauf die rdumliche Curve sich bewegt, mit der Ver—
schiebung fortwihrend dieselbe bleibt. Die Elimination von %
ist einfach, denn es ergiebt sich:

| .
—— are sin %=z+di‘t

2mm
! arc sin L e
e 70 ™5
mithin :
1 . T 1 .Y
—_— e o e - afe
S 2TC Sin — 3ny 2Fc sin. 5 =dx:. .. (17

Diese Gleichung gehort der Projection der rdumlichen Resul-
tante in der XY Ebene an und zeigt, wie diese Projection von ¢
abhingig ist. Sie zeigt aber auch, dass in jedem Momente der
Verschiebung diese Projection eine, der Tafel VI angehorige,
Curve bildet, da ja d:¢ flir einen Moment immer als ein
angesehen werden darf, und somit die Gleichung (4 7) vollstindig
identisch wird mit der Gleichung fir die Curven der Taf. VI.
6. Es unterliegt keinem Zweifel, dass wir statt zweier
Wellenflichen erster Ordnung auch zusammengesetzte oder
Wellenflichen zweiter Ordoung anwenden konnten. Die Er—
scheinungen werden dann viel mannigfaltiger, als wir sie bis
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jetzt kennen lernten, jedoch wird man ohne Schwierigkeit er—
kennen, dass statt der Curven auf Taf. VI jetzt andere Curven
in genauem Zusammenhange mit den durch den Apparat gelie—
ferten Erscheinungen stehen, dass, wenn man die Wellenfli-
chen den Gleichungen 11 und IIf gemiss ausschneidet, dann spe-
ciell die Curven auf Taf. VIII bis X und Taf. XI eine Rolle spie—-
len werden. Die theoretische Betrachtung dieses Gegenstandes
hat keine Schwicrigkeiten, da sich ganz die im Vorhergehenden
hezeichneten Wege einschlagen lassen, um diese oder jene
specielle Frage zu beantworten.

§. 38,
Der Apparat von GERLING. *)

1. Bei den im Vorhergehenden hetrachteten Apparaten
wurden, um eine Bewegung zu erzielen, Wellenleisten und
Wellenflichen henutzt und diese progressiv verschoben. s
folgt daraus, dass die Bewegung nur bis zu ciner gewissen
Grenze fortgesetzt werden kann, bei welcher angelangt, man
die Bewegung erst wieder rickwiirts machen muss, um sie
dann von Neuem zu beginnen. Diesem Uebelstande wird ah~
geholfen durch sogenannte Schraubencylinder, welche eine
Rotations — statt einer Progressivhewegung machen, und so in
continuirlicher Weise die Bewegung unterhalten.

Ein Vortheil geht jedoch bei ibrer Anwendung unter Um-~
stinden wieder verloren, nimlich die leichtere Einsicht in den
Vorgang der ganzen Sache. Denp: wie eine Wellenleiste oder
cine Wellenfliche wirkt, wird wohl von Jedem leicht begriffen,
wihrend die Einsicht in die Wirkungsweise eines Schrauben—
cylinders genauere geometrische Betrachtungen voraussetzt.

2. Es giebt eine grosse Gattung von Flichen, welche die

" Eigenschaft haben, dass sie, parallel einer hestimmten Ebene
durchschnitten, als Durchschnitisfigur einen Kegelschnitt lie-
forn, eine Gattung, welcher ich vor mehreren Jahren Aufmerk-~
samkeit zugewandt habe, indem ich dic allgemeinc Theorie
derselben in meiner Doctor-Dissertation behandelte**).

%) Pogc. Ann, Bd. 408, (4858.)
##) »Ueber einige krumme Flichen, welche von Edbenen, parallel einer
bestimmten Ebene, durchschnitten, als Durchschnittsfigur einen Kegel-
schnitt liefern.« Marburg bei Joh. Aug. Koch. 1859.
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Aus dieser grossen Gattung von Flichen lassen sich zwei
Abtheilungen ahsondern. Die erste ist so beschaffen, dass alle
Schnittcurven congruent sind, die zweite so, dass dies nicht
der Fall ist, wiilhrend doch sammtliche Schnittcurven dersel-
ben Art, also nur Kreise, oder nur Ellipsen u. s. [, hleiben.
In die erste Abtheilung gehoren z. B.: der gerade und
schiefe, kreisformige, elliptische, parabolische
und hyperbolische Cylinder; dann der kreisfor-
mige, elliptische, parabolische und hyperbolische
Schraubencylinder, in Betreff welcher letzern Flachen ich
speciell auf die eben berthrie Abhandlung von mir hinweisen
muss. In die zweite Abtheilung gehoren z. B. dér gerade
und schiefe, kreisformige undelliptische Kegel; dann
der kreisformige Schraubenkegel, eine Fliche, welche
sich nicht selten in der Natur findet. Wir haben es hier nur
zu thun mit dem kreisfosrmigen Schraubencylinder. Er ent-
steht, wenn cin Kreis parallel mit sich selbst so forthewegt
wird, dass sein Mittelpunkt hierbei eine Schraubenlinie he~
schreibt. Je pachdem nun letztere wieder um cinen kreisfor-
migen oder elliptischen Cylinder sich windet, wird auch der
Schraubeneylinder cinen andern Charakter aunehmen. Fir un-
sern Zweck setzen wir eine gewthnliche kreisformige Schrau-
benlinie voraus. Nennen wir den Radius des Cylinders, um
welchen die Schraubenlinie gelegt zu denken ist, », den Radius
des sich bewegenden Kreises R, bezeichnen wir ferner die Hoshe
des Cylinders als 4, und die Anzahl von Schraubengingen,
welche auf diese Linge gehen, mit m, endlich die Axe des
Cylinders, um welchen die Schraubenlinie zunichst herumge-
legt zu denken ist, als Z Axe, so ist es leicht, die Gleichung fiir
den Schraubencylinder zu finden, falls wir nimiich noch wei-
ter voraussetzen, der ihn beschreibende Kreis mige sich pa-
rallel der XY Ebene hewegen. Die Gleichung eines Kreises,
der bheliebig parallel der XY Ebene liegt, ist, wenn & und 8 die

Coordinaten seines Mittelpunkts hedeuten :
()4 (y— ) = P
S==s lmliebig}

)

und soll der Mittelpunkt auf einer Schraubenlinie liegen, so
mussen ¢ und @ dem entsprechend bestimmt werden. Die
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Gleichungen der Schraubenlinie sind aber, wenn &, und y, ihre
Coordinaten bedeuten,

&, =r.sin Imms e (B)

Yy, =17.cos 2mms s (3)

und da offenbar a=x, und ==y, sein muss, so ergiebt sich:
{a—r.sin2mzcs)? + (y—r.cos mmz)*=R* ... (4)

als gesuchte Gleichung unseres Schraubencylinders. Denken
wir die Schraubenlinie um den Cylinder herumgedrebt oder
auch den Cylinder mit ihr, und zwar um einen Winkel w, so
ist es leicht fir sie, jetzt die vertinderten Gleichungen statt (2)
und (3) zu finden, um hieraus dann ebenso leicht die Gleichung
fur den um den Winkel w aus der Ruhelage gedrehten Schrau-
bencylinder zu erhalten. Setzen wir in den Gleichungen (2)
und {3) statt .

x, ein X, cosw — y,sinw
statt

Yo €in @q Sinw ==y, cosw ,
so ergiebt sich zunichst:

X4 COS W — Yo Sinw = 7 sin Imzz
Xy SN W =+ Y, Cos w == 1 co8 I3

und hieraus :

g = rSsin (M5 4 W) )

Yo =1 08 (2m7z + w) wv.e (6)
als die fur (2) und (3) zu setzenden Gleichungen. Daraus folgt
aber als Gleichung fur den gedrehten Schraubencylinder :
(=T sin (2maz )]+ [y—7 cos (Immstw]P=R. .... (7}
Legen wir dem w einen constanten Werth von W bei, und be-
ginnen von diesem Momente an eine continuirliche Drehung, so
ist statt der Gleichung (7} offenbar

[c—rsin (@mez-+Ww) ) +
o [y—rcos (Immz4 W4w)=R* ... (8)

zu setzen, so dass also W eine Constante und w neben x, y
und z eine Variabele bedeutet. '

3. Wir wollen eine erste Aufgabe losen, nimlich:
»welche Fliche entsteht, wenn eine Gerade parallel der XY
»Ebene und parallel mit sich selbst so bewegt wird, dass sie
»ausserdem auch noch die Flache (8) berithrt %«

Auflosung. Die Gleichungen einer solchen Geraden
sind :



8. 88.) Theorie d. opt.-akust. Wellenapparate etc. 209

y=c.tangr+4b
z = heliebig }’ e (9)
vorausgesetzt, dass die Constanten z und b der Aufgabe ge-
miss bestimmt werden. lhr zu Folge aber kann sich ¢ nicht
#ndera und nur b ist noch gehorig zu bestimmen. Bevor wir
jedoch weitere Schliisse machen, wollen wir cinen Blick auf
die Fig. 87, Taf. IV werfen und zuntchst nur die rechte Seite
dieser Figur beachten. Wir erblicken hier einen kleinern Kreis
mit dem Mittelpunkt € und einen grossern mit dem Mittelpunkt
M; ferner eine an den grossen Kreis gelegte Tangente TB. Die
Z Axe unseres angenommenen Coordinatenkreuzes erscheint in
C zu einem Punkte verkiirzt; die Gerade CH stellt die X Axe
und eine hierzu senkrecht und durch C laufende Gerade die
Y Axe vor. Die Gleichung (9} gehort demnach der Geraden
TB an; 7 ist der Winkel, welchen TB mit CH bildet, ferner &
das Stuick, welches TB auf der ¥ Axe von C aus gerechnet bei
gehoriger Vorlingerung abschneiden wirde. Lige der Coor-
dinatenmittelpunkt in M, liefe die X und ¥ Axe durch M mit den
durch C lanfanden und sochen als X und ¥ bezeichneten Axen
parallel, und bezégen wir die Gerade (9) auf das neu ange-
nommene Coordinatenkreuz mit dem Mittelpunkt M, so wiire
offenbar

R o cos
5= C0s T
d. h.
p= R
cos 7

und die Gleichung der Tangente TB wire auf dieses Coordi-
natenkreuz bezogen:

y=1langz.x+ we (10)

COST
Gehen wir aber zu dem Coordinatenkrenz mit dem Mittelpunkt
¢ zurilck, so ist stait (10) die Gleichung:

y—) =tang (p—e) +

zu selzen. Da aber a=x, und 8=y, (s. Gleichung (2) und (3})
sein muss, so folgt als Gleichung unserer gesuchten Fliche,
welche die Gerade TB beschreibt, wenn sie an dem Schrau-
bencylinder hingefithrt wird :

MELDE, Bchwingungscurven. 14
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. R
(y—r.cos 2mmsz) = tang T (x—r . sin Im7mz) o (44)

Degken wir ferner den Cylinder urspriinglich um einen Winkel
W aus der Ruhelage gedreht, und von dieser Anfangslage aus
um einen beliebigen Winkel w die Drehung fortgesetst, so ist
statt (41) zu setzen:

y—reos (3mag -+ W-hw) =

+ tangz . [x—rsin (2mytz+W+w)]+E-6% ce (12)
oder nach einer etwas andern Schreibweise’:
[y—rces (2mmz 4 Ww)]cost —

— [e—rsin (2maz+W4w)]sine=R; .... (13)
und dieses ist die Gleichung der Fliche, welche die Gerade
beschreibt, wenn sie an dem Schraubencylinder, dessen Glei-
chung (8) ist, hingleitet.

&. Wir wollen diese Fliche etwas niher kennen lernen,
Zu dem Ende mogen zunidchst ihre Durchschnitte mit der XZ
und YZ Ebene hestimmt werden. Setzen wir, um die Glei-
chung fiar den Durchschnitt in der XZ Ebene zd-bekommen,
das y in der Gleichung (13) gleich Null, so ergiebt sich als ver—
langte Gleichung:
x=rsin (Zmrzs -4 Ww)—
—r.cos (9mnz+W+w)E‘—.)s—T —-—.E~ v (14
sing  sing
oder wenn wir den Anfangspunkt des Coordinatenkreuzes um
die Strecke R
sing
ax=rsin @mrz+W+w) —

aul der X Axe verlegen:

—rcos (2mmz Waw) =er. e (18)

h sin®
Wir dirfen offenbar statt :
sin (2msez+ W+w) und cos (2mzz+ Waw)
()1
sin 2msr (z+4 W) und cos 2mz (34+ W w)
schreiben, da ja Wund w willktrliche Grissen sind, und, wenn
derselbe Zweck erreicht werden sollte, bei der zweiten Schreib-

weise W und w nur den 3 47: ten Theil von dem W und dem w

bei der ersten Schreibweise zu betragen hitte. Beachten wir
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ferner, dass es moglich ist, |die beiden Summanden auf der
rechten Seite von (15) in einen einzigen Summand ven der Form

A.sin 2mzx (34 V4w)
zu verwandeln, falls nur die Constanten ¥ und A gehorig gew!ihlt
werden, so ergiebt sich, dass die Gleichungen (14) oder {15) einer
Sinuslinie mit der Schwingungszahl m angehtren. Um ferner
die Gleichung des Durchschnitts mit der YZ Ebene zu finden,
setzen wir in (13) a gleich Null, uvm sofort

y=rcos (Bmaz+W-+w) —
—rsin 2mazs+W--w) 2% A e (16)
COST  COS%T

als die gesuchte Gleichung zu haben. Auch sie gehort einer

. . . . . R
mfachen Sinuslinie an, Denn die beiden Glieder ausser —
co

lassen sich in einen Sinus verwandein und die Constante

R
cOST
Coordinatenkreuzes weggeschafft werden.

Wir sepen aber aus diesen Resultaten, dass die Fliche,
welche von den, den Schraubencylinder tangirenden, Geraden
beschrieben wird, eine mfache Sinus - oder Wellenfliche ist,
deren erzeugende Gerade mit der XZ Ebene einen Winkel #
bildet. Nach der Wahl dieses Winkels 7 werden sich die
Gleichungen (13) bis (16) vereinfachen. Setzen wir z. B.

40 sinz=0, d. h. cosz=F1,
so folgt statt (§3)

y—rcos (2mmz+Ww) =T R
oder nach Verlegung des Coordinatenkreuzes um die Strecke &= R
y=rcos 2mrz4+W+w) oo (17)
oder wenn man noch

welche noch itbrig bleibt, kann durch Verlegung des

?

W=10; w=0
setzt:
y==r.cos mms. .. (18)
2t cost=20, d. h. sihne=1,
so folgt statt (13):
@ =17.sin (2mws4+W+w) £ R
oder nach Versetzung des Coordinatenkreuzes
x =rsin (2maz+ W+w) e (19}
oder wenn man noch: ’
16+
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Wa=0; w=10
setzt:

o =1sinmaz e (20)

Die doppelten Vorzeichen, welche eigentlich der Allge-

meinheit wegen am cos 7 und sin 7 zu denken sind, deuten an,
dass im Allgemeinen zwei Paar Sinusflichen entstehen, die
sich dadurch unterscheiden, dass bei dem einen die erzeu—
gende Gerade unter dem Winkel +7 hei dem andern aber
dem Winkel — z gegen die XZ Ehene geneigt ist.  Ist 7 weder
0 noch 90°, so giebt es ja auch 4 Tangenten an ecinen Kreis,
und wir haben vier Sinusflichen zu crwarten, von denen aber
je zwei identisch werden, wenn =<0 oder 7=90" wird.

5. Dic Resuliate, welche wir unter 2, 3, 4 gewonnen ha-
ben, deuten hinlinglich an, dass ein Schrauhencylinder benutzt
werden kann, um eine Wellenflache zu erzeugen, und ihr eine
fortschreitende Bewegung zu ertheilen. Am cinfachsten wire
es natirlich, dic Sache so einzurichlen, dass die Wellenfléiche
die Gleichung (17) oder (19) erhicite, d. h. es so einzurichten,
dass mit Rilcksicht auf unsere Fig. 57, Taf. 1V dig"Gerade TR in
horizontalor oder in verticaler Lage den Kreis um M berihrte.
In welecher Weise dies in Wirklichkeit eingerichtet werden
kann, bleibt dahin gestellt, da es keinerlei Schwicrigkeiten un-
terliegt. Denkt man, es wiire TB cin lo)zleisichen, worauf in
der Mitte senkrecht ein Drath, oben mit einem Knipfchen ver-
sehen, befestigt ist. Denkt man alle Holzleistchen der ganzen
Wellenfliche so armirt, so leuchtet ein, wic bei dem Umdre-
hen des Schraubencylinders die Knipfchen sich in einer ehe-
nen fortschreitenden Wellenbewegung befinden.

6. Wir wollen eine zweite Aufgabe losen, nimlich:
welche Durchschnittscurve entsteht, wenn zwei verschiedene
in angegebener Weise an einem und demselben Schrauben-
cylinder erzeugte Wellenfliichen jedoch mit derselben Wellen~
zahl sich durchschneiden?

Auflésung. Sind z, und z, die Neigungswinkel der he-
schreibenden Geraden, welche die Wellenflichen bilden, so ist
die Durchschnittscurve dieser beiden Wellenflichen sofort ge-~
geben durch das System der Gleichungen:
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[y—rcos (2mmaz+ W-w)]cost, —

— [@=—1sin (2mzs4 Wa-w)]sint, =R ‘ @)
[y—rcos (2mrmz4+ Ww)] cosz, — l

— [#=—rsin (@maz+ W-+w)]sinz,=R.

Eliminiren wir y aus diesen beiden Gleichungen, so folgt eine
Gleichung zwischen o und 3, nidmlich ;
[z—rsin (2mmz~+ Ww)] (sinz, cosT, — cos7, sinz,)
= R {cosz, — cosT,)
oder:

R{cosT, — cost,)
sin (z,—%,)
als Projectionsgleichung der gesuchten Curve in der XZ Ebene.
Eliminiren wir @, so ergiebt sich als Gleichung der Projection

in der XZ Ebene:

x=rsin (Imaz -+ W-w) + sl (22)

R (sing, — sinz,)
sin (7, ~1,)
Durch geeignete Wahi des Goordinatenkreuzes lassen sich die
constanten Summanden in (22) und (23) wegschaffen und wir

erhalten statt (22} und (23) dic Gleichungen : '

L=r$in (2mas4- W) e (24)

y=rcos(2mmz+W-w) o (25)
d. h. mit andern Worien, unsere gesuchte Durchschniltscurve
ist eine gewthnliche kreisformige Schraubenlinie mit dem Ra-
dius gleich r, ein Resultat, was fiir alle Werthe von 7, und 7,
giltig ist, mit alleiniger Ausnahme fur 7, =+v,, wie sofort die
Gleichungen (22) und (23) zeigen.

Dieses Resultat zeigt an, dass sich ein Apparat ecinrichten
lisst, welcher einen Schraubencylinder besitzt und im Stande
ist, eine kreisférmige fortschreitende Schraubenbewegung
zu versinnlichen, und der, falls man die cine Wellenfliche
ausser Thatigkeit setzt, auch im Stande ist, eine ebene fori—
schreitende Welle zu liefern.

7. Denken wir uns neben einem ersten Schraubencylinder
einen zweiten, jedoch beide mit ihren Umdrehungsaxen zu-—
sammenfallend; denken wir, dass die Constanten bei dem
einen wiren :

y=rcos (muz+Waw) + e (23)

. 7y Ry, 7, Wy,om,
bei dem andern:
Ty Ry, T,y W, 0,
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dass ferner der einc variabele Drehungswinkel w,, und der,
dem zweiten Schraubencylinder in derselben Zeit entspre—
chende, variabele Drehungswinkel w, wire, so bestinden of—
fenbar gemiss der Gleichung {18) die Gleichungen:
[ty~=7, cos (2mmz+ W, +ew,)] cos ¥, —
—[x~r,sin@maz+ W 4w, ]sing, = R,
[y=—rycos Enmz4+ Wydw,)] cos Ty —
— [c—r,sin 2nnz+ W, +w,)]sins, =R,

oder:
ycosT, —xsing, —r, cos (2mazs-+W,+w,+7,)=R, ....(26)
Y COS Ty — SN #y— 1, COS (2Nt Wyb10,47,) =R, .... (27)

als Gleichungen zweier an den beiden Schraubencylindern ent-
standenen Tangentialf4chen.

Unsere dritte Aufgabe soll sein, die Curve zu bestim~
men, welche bei dem Durchschnitt der Flachen (26) und (27)
entsteht. Zu dem Ende wollen wir einmal das y, das andere-
mal 2 eliminiren, um zundchst zu den ijectionsgleichungen
der gesuchten Curve in der XZ und YZ Ebene zu gelangen.

Die Elimination von y und « ergiebt als dle gesuchten-
Projectionsgleichungen :

x=1y €08 (2n7rz -+ Wy wy-+1,) ——9-(0—5—"———

2 WY -
sin (g, ~1,)
COS T,

-7, CoS (2mn’z+ W,+w,+ri) W‘f‘a
1
R, cost,— R, cost, L (28)°
sin [z, —17,)
sint,

y=er, €08 (27Tt Wy -+10, 47, Sl

sin .
=t CO8 (MG =W, 42w, 5, m *
'

R,sinz,— R, sinz, (29
sin (7, —1,) e (29)

Durch geeignele Verschiebung des Coordinatenkreuzes
lassen sich die Constanten auf den rechien Seiten dieser Glei~
chungen wegschaffen. Nehmen wir ferner an, die Bewegung
beider Schraubencylinder sei gleichférmig, also:

Wy ==y =W
und seﬁen ferner noch :
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Wy=0 und W,=W,
so gehen die Gleichungen (28) und (29) tber in:

&X=17,C05 (Q’lln"'+w+f ) __LtosT,
T2 ST Sin (5, — )
COST ,
—r,cos 2maz+Ww-+7) é—lﬁ—(}_—z—;)_ (30)
17"
sing o,
=7, cos {2n: —t - %
Y=, COS (N5 4 1w+T,) S (5, —;)
8ing,

-7, COS {Qmﬂz+ W+'w+1:1) m cees (3 |)
17 ¥

Diese Gleichungen vereinfachen sich, wenn man dem 7,
und 7, bestimmte Werthe beilegt. TIch will
T, =0 7,=90°
annehmen. Statt (30) und (31) folgt dann:
x=r,sin (2nnz4w)
y=r, cos (2mrz Ww).
Da ein Cosinus sich in einen Sinus verwandeln lasst, so kon-
nen, wenn V dieser Verwandlung gemdss eine Constante be-
deutet, stalt der letzten beiden Gleichungen auch folgende
x=r,sin (nmrs+w)
y=r, sin (2muz4V-4w)
oder auch:
=7, 8in 7w (34+w)
ye=r, sin 2z (34 V4w)
substituirt werden. Mit diesen Gleichungen haben wir hinling~
lich Bekanntschaft gemacht; denken wir ntinlich & mit y ver—
tauscht, r,2=s4; ry=B gesetzt, so ist:
=A sin 2mz (z4V4w) s {32)
y=Bsin2nx (34w) v (33)
d. h. die Gleichungen (32) und (33) sind volistindig identisch
mit den Gleichungen (1) und (2) §. 37 als den Gleichungen,
welche die Theorie des Frsskyu'schen Apparats enthielten, so-
hald nur noch statt V ein d; statt w ein ¢t gesetzt wird.

‘Wir haben offenbar nicht nithig, unsere Schraubencylin~
der mit den Axen der Z zusammenfallend zu denken, wir
durfen sie beliehig weit auscinander riicken, wenn nur die
Axen der Z parallet bleiben. Die Durchschniltscurve der
Wellenfléchen (Tangentialflichen) kann ihre Form hierbei nicht
#ndern. Unter diesen Vorausselzungen aber liesse s wirk-
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lich ein Apparat mit Schraubencylindern construiren, welcher
alle den zuletzt erhaltenen Gleichtingen entsprechenden Er—
scheinungen lieferte. Der Apparat wirde aus zwei Schrauben—
cylindern derselben Lunge, jedoch der eine mit m, der andere
mit # Schraubengiingen hestehen, wclchen Cylindern durch
Zahnriider oder Schleifriemen eine gleichformige Drehung zu
er@lﬁxeilen wiire. An dem einen missten, wenn man die Dre-
hutigsaxen horizontal denkt, die Leisten, welche die Drihte
mit den Knopfchen tragen, horizontal laufen, an diese Leisten
dann verticale Leisten angeheftet sein, und letztere sich in
verticaler Richtung an den zweiten Cylinder lehnen. Gieht
man den Winkelleisten durch Schienen oder auch elastische
Federn die geecignete Fuhrung, so ist der Apparat fertig. Die
Schraubencylinder besitzen den Anforderungen gemiss, der
eine m, der andere n Windungen, und wirde man also meh-
rere derselben anfertigen mussen, falls man eine grissere
Mannigfaltigkeit von Erscheinungen erzielen wollte.

8. Zu dem vorausgehenden Resultate : dass man némlich
durch geeignete Wahl der Schraubencylinder alle Erscheinun-
gen darstellen kénne, welche sich aus den Gleichungen (32)
und (33) theoretisch ableiten lassen, sind wir dadurch gelangt,
dass wir zunidchst in den allgemeinen Gleichungen (30) und
(31) dem z, und 7, bestimmte Werthe beilegten. Thun wir
dies nicht, lassen wir 7, und 7, ganz willkiirlich, so fragt es
sich, welche Erscheinungen haben wir dann, den allgemei-
nen Gleichungen (30) und (34) nach, zu erwarten? .

Setzen wir in den Gleichungen (30) und (34), was er-
laubt ist : :

— c08 (2M7% A= W4 w=+7,) = sin (2mrzz- W w7, +270%)
‘ cos (2nws+w=7,) = sin (2naz +w=1,490°),
so sind sie ideatisch mit;
o8 7,
sin (€, —%,)
. cOS %, .
7, 5in (254 Wep w047, 4+270%) ——2—~ ... (34)
sin (7, ~7,)
sing,
sin (€, ~1,)
sin T,
sin (7, —)

x=r, sin (2nmwzw+7,+90°)

y=r,sin (s +w-+17,490°)

+& sin (2mmz4= W4 w1, +270%) ... (38)
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Denken wir w einen Augenblick als constant und setzen:
W w7, 42700 = 9,
w+T,4+900= 3,

"y
T = A
sin (7, —17,) t

L =
sin (g, —7,) &
so sind die letzten Gleichungen auch identisch mit
x==A, sin (2mmaz-+3,) cos z,=4 A, sin (2n7ws-43,) cosT,
y=A, sin @mmwz4-3,) sinz, + A, sin (2nzez-+3,)sin 7,
oder da nach einer oben gemachten Bemerkung
sin 2mmz+3,) = sin2mz (349,)
sin (2nzz+9,) = sin s (549
geselzt werden darf:
a=A,sin2mm (z4-3,) cos 7, + A, sin 2nz (343) cosT, .... (36}
y=A,sin 2m7e (3+&,) sinz, 4+ A, sin2nzw (3-49,) sing; ... (37)
Denken wir ferner statt = ein ¢, statt %, ein ¢, und 7, cin ¢, ge—
schrieben, so sind diese letzien Gleichungen voilstiindig iden—
tisch mit den Fundamentalgleichungen @ sobald in letztern noch
Ag=A,= ....0
angenommen wird. Da wir wissen, was diese Fundamental-
gleichungen bedeuten, so konnen wir folgenden Salz mit Be-
ziehung auf die Gleichungen (36) und (37) aussprechen:
»Setzen wir zwei beliebige Schraubencylinder mit ho-
srizontalen und parallelen Drehungsaxen voraus, construiren
»wir an jedem eine Tangentialebene, dadurch, dass wir
»an dem ersten eine Gerade parallel mit sich selbst und un-
ter einem Winkel 7,, an dem zweiten eine Gerade parallel
»mit sich selhst und unter einem Winkel 7, gegen den Hori-
»zont gerichtet hinfuhren, erweitern wir diese Flichen, die
sich kurz schon als Tangentialflichen bezeichnet babe, bis
»zum Durchschnitt mit einander. so stellt dieser Durchschnitt,
»falls die Cylinder in demselben Sinne und gleichférmig ge-
»dreht werden, in jedem Momente dieser Drehung eine
»Schwingungscurve vor, welche auch unmittelbar dadurch
rerzeugt werden konnte, dass zwei geradlinige Vibra—-
sionscomponenten unter dem Winkel (g, —7,), mit
vden Schwingungszahlennund m, sowie den£lon-
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. . T, ”,
»gationsweiten — und —

sin (¢, —%,) sin (¥, —7,)
swirkten, wenn nimlich r; und r, die Radien der kreis-
»formigen Cylinder bedeuten, welche zunéchst zur Erzeu-
»gung einer Schraubenlinie und weiter zur Gonstruction der

»Schraubencylinder angenommen werden.«

zusammen—

¥

# @, Dieser Satz schliesst eine Reike von Specialsiitzen in
sich ein. Thm zu Folge stehen die Curven der Taf. V im ge-
navesten Zusammenhange mit der riumlichen Resultante,
welche durch einen nach meinen allgemeinen Principien con-
struirten Wellenapparat erzeugt werden kionnte, vorausge-—
setzt, dass

(B, —1,) z 909,
Es wirden genan die auf der Taf. V gezeichneten Curven als
Projection der rdumlichen Curven in der XY Ebene auftreten,
wenn: "

(v, —7y) = £5°
wire. Es wirden aber auch ferner die Curven der Taf. VI
erscheinen, wenn:

(T, =%y) = 90°
angenommen wiirde. Letzteres ist in der mannigfachsten Weise
erreichbar, z. B. fur:

z,=90%; 7,=0
oder:

£,=60°; 7,==—30°
u. s. f,

Wir stehen hier an dem Punkte, wo sich am passendsten
ein Uebergang auf den von Hrn. Geheime-Hofrath GenLinG spe—
ciell zur Deutlichmachung der Polarisationshewegungen der
Acthertheilchen construirten Wellenapparat machen ldsst. Der
Apparat findet sich in Poga. Ann. Bd. CV, 8. 475 hesehriehen
und seiner Theorie nach vollkommen erlidutert. Unsere Fig. 57
stellt- an einer als beliebig anzusehenden Stelle sinen Ver—
tical-Durchschnitt durch die Schraubencylinder und die Tan-
gentialflichen vor. C und C, sind die zu Punkten verkiirzten,
in Wirklichkeit als horizontal zu denkenden Drehungsaxen.
Um diese herum sind kleinere Kreise gezogen, um die Cylin-
der anzudeuten, welche zunichst zur Erzeugung der beiden
Schradbenlinien angenommen werden mitssen.
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Die grosseren Kreise, deren Mittelpunkt M und M, auf
zwei bestimmien Stellen der Peripherien der kleinern ange—
nommen sind, bedeuten die erzeugenden Kreise fur die
Schraubencylinder. AT und BT sind die an die gréssern
Kreise gelegten Tangenlen, welche in dem Gerring'schen Ap-
parat unter — 45° und 4 §5° gegen den Horizont, oder gegen
die Gerade HH geneigt sind. Der Punkt T als Durchschnitts~
punkt der beiden Tangenten stellt einen Punkt der rdumlichen
Curve vor, welche bei dem Durchschnitt der Tangentialfltichen
gehildet wird. Denkt man die Gerade AB horizontal und fest
mit den Tangenten AT und BT verbunden, so wird jeder
Punkt, der auf den Geraden AB, BT, TA liegt, bei der Bewe-
gung der Cylinder dieselbe Curve beschreiben, wie der Punkt
T. Denkt man in der Mitte von AB eine senkrechte Gerade
KTV fest mit der Geraden AB verbunden, so wird-auch X die-
selbe Bewegung machen wie T. Gefordert wird von den Ge—
raden AT und TB, dass sie ihre Neigung gegen den Horizont
nicht #ndern, was durch die Einrichtung in dem GerLinNg'schen
Apparat sehr nahe erreicht ist, und ich verweise in dieser Be-
ziehung, sowie itherhaupt, was die technische Einrichtung des
Apparats betrifit, auf die soeben angefdhrte Abhandiung.

Also TB und AT sind beide unter 45° gegen HII geneigt
und zwar TB unter + 45° und A7 unter — 45°. Nach der bis—
herigen Bezeichnung heisst dies also nichts weiter, als dass

T, ==k b 7, = 50
d. h
(z,—%,) = 90°

zu setzen ist. Es treten aber noch Vereinfachungen der his—
herigen, allgemeinere Erscheinungen anzeigenden, Gleichungen
ein, falls man von ihr zu den speciellen Gleichungen fiir den
GERLING'schen Apparat ithergehen will. Diesem gemiss milssen
wit néimlich auch noch :

PSS ry=T

m=n=1,
ferner wie schon gesagl:

T, =+ 8

T,= — 450
d. h. 2

. 1
C08 T, =85m7, = +V§_
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COS T, = +V—%
, 1
sing, = —V-Q—

in den obigen Gleichungen {30) und (31) annehmen. Thun wir
dies, so verwandeln sie sich bei einer etwas andern Anord-
nung in:

-1‘=’"-l/—;—{cos (234w — 45% — cos Rz 4+ Wt-w- 450}}. .. (38)
?/=’”-VI cos (273w —4£5°% +cos Bz Ww-+§50) 39)
3 e (

oder nach einer bekannten trigonometrischen Reductionsfor—
mel in:

=, Vé".sin(znz+% +w ) . sin (%4-450) e (80)
y=r. Vﬁcos(?nz +—;—V- + w) . €08 (g-;-wo), wo (81)

welche Gleichungen vollstiindig identisch sind mit den Glei-
chungen {11) in der Gerrixe’schen Abhandlung, wenn man nur
in letztern die Linge des Schraubengangs als 4 und den Ra-
dius des kleinen Kreises statt mit e mit » bezeichnet.

Wir wollen das Coordinatenkreuz der XY Ebene um einen
Winkel == 45° herumgedreht denken und demgemiiss :

/A 1
w=s) 3~V
= VL.,_ V'_

in die letzten Gleichungen einfithren. Bestimmen wir, sobald
dies geschehen ist, wieder @ und y, so ergiebt sich:

2
+cos(2nz +-EC + w)cos(g +450)}

x=r. {sin (2nz +Ef— + w) sin (%V—+ 450) -+
2
2

- sin(%nz+ zz + w) . sin(lgv_, +450)}

y=r. {cos (%nz+~W— + w)COS(—gf- + 45%) —

oder:
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w=r.cos (2rz4w—457)

y=r.cos (2wz+ Ww-459
oder :
« w=r. sin (2s-4w-+4i5)

y=1. sin (2734 Ww=+4£5°4-90°)
oder:

arcsin = - 5 41w+ 45°

arcsin %— = 275+ Wep 0 £54+90°

oder, bei der Elimination von w:
. . X
arcsm%— — aresin = =W<+90°.

Multipliciren wir beide Seiten mit (—1), schreiben wir fur
ein y, ferner fiir 7 ein A und bezeichnen kurz W90 mit <+ 27d,
so folgt zunichst:

.o .
— arcsin — 4= arcsm%— = —277d

A
oder:
wsin & = aresin = —
arcsin ¢ = aresin - 2rd
oder:
. 4
y=Asin {arcsm 1= 2red }
oder:

y=a cos 2rwd — |/ A*—=oc?. sin27d ....

eine Gleichung, welche mit der Gleichung (14) des vorigen §.
vollstindig Ubereinstimmt, wenn man in letzterer noch A=B
annimmt. Daraus folgt aber: dass die Discussion der Glei-
chungen (40) und (41) zu keinen andern Resultalen fithren
witrde, als die der Gleichung {11) des vorigen §. Letstere be—
zog sich auf den Fall, wo ganz gleiche Wellenleisten des Fes—
seL’schen Apparats nach derselben Seite hin verschoben wer—
den. Desgleichen beziehen sich die Gleichungen (£0) und (41)
nur auf zwei ganz gleiche Schraubencylinder, welche beide
gleichformig und in derselben Richtung gedreht werden. Eine
weitere Discussion an die Gleichungen (40) und (%) anzu-
knipfen, ist nicht nothig, da in der Abhandlung von GerLING
dieselbe vollstindig durchgefiihrt ist,

10. Es konnen auch die Fille eintreten, dass man zwei
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beliebige Schraubencylinder mit m und # Schraubenglingen
inumgekehrtem Sinne jedoch gleichférmig dreht. Fragen wir
nach der Curve, welche nunmehr die Tangentiaifllichen als
Durchschnitt liefern, so erhalten wir deren Gleichungen sofort,
wenn wir in den Gleichungen (26) und (27) statt °
w, ein & w statt w, ein g w

einsetzen. Um sofort einen einfachen und durch den GeavLine'-
schen Apparat zu erliuternden Fall anzunehmen, will ich vor—
aussetzen, es wire in den Gleichungen (26} und (27):

W,=0;, W,=W

1:1=-+-4-5°

Ty =—440

R,=R,=R

=T, =r.
Dies angenommen, folgt statt der genannten Gleichungen :

1 4
j‘/]/'g" —x V§ —rcos (2754 Ww-+ 5% =R

y]/—;— +x V—;— —rcos (2nzpw—4E5°) =R

oder bei der Reduction auf x und y, sowie geelgneter Verin—
derung des Coordinatenkreuzes :

m=rl/-§- 2 cos (qwaspw— k8% — cos (2az+ Wkw+459) }

y=r %lcos (2resrw—48% 4 cos (mz+ Wtw+459) ;

oder:
a=ry/7. sin(am+lgv—)sin (_gi Eo+i80) . (42)
y=r) 2. cos(.%nz+—g,—)cos(%i w+45°) (43)

welche Gleichungen vollstindig identisch sind mit den Glei-

chungen (19) in der Geriing'schen Abhandlung. Drehen wir

wiederum das Coordinatenkreuz der XY Ebene um einen Win-
. kel gleich £59, so folgt statt der letzten Gleichungen :

w]/—;- - y]/l=r.]/2.sin(2nz+_‘z)sin _2_{ i‘w+45°)
V2 -+ y]/——r ¥ 2.cos ‘2nz+—.)cos( +w+450)

mithin :
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aaaricos (2wsgpw—~4b7) |
- y=r{cos (2ms4- Wkw4-45%)]
oder: - '
@==r{sin (Arspw—i54-90%)}
y=r{sin (z+ Ww+ 594909
mithin: ‘

aresin -‘?- = Sz pw—504-90°

arcsin -»;l-{— = Az Wiw 454900
mithin : N
arcsin Tm_ — arcsin »;y_ = 3 2w—W—90°
= 2w— (W+90°)
oder wenn man
wasni

W90z d

setzt :

. & .
aresin —- — arcsm-‘g— =y U—d

oder wenn man mit (—1) beiderseits multiplicirt und fiir 2 ein
y schreibt:

aresin i:— - arcsin—% = FU~+d,
eine Gleichung, welche vollstindig identisch ist mit dor Glei—
chung (16) des vorigen §, wenn man in letzterm noch A=B=r
und ma=n==1 annimmt.

11. Wir haben bis jetzt immer nur vorausgesetzf, dass
die Schrauben in gleichem Sinne gewunden, also nur links
oder rechts gewunden seien. Sieht man von dieser Gleichheit
ab, setzt man einen rechts und einen links gewundenen Schrau-
benqylind%r gleichzeitig voraus, so ist nur ndthig, wenn man
auf die hierdurch auftreteton Unterschiede niher eingehen
wollte, die Gleichungen fur die Schraubenlinien, welche wir
oben als

Xy=r.sin Imms

Yp=r.cos2mas
voraussetzten, als

axy=Xr. sinmaz

Yo==7.COS 2m7y
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anzunehmen, wo sich das -+ auf den einen, das — auf den
"andern Schraubencylinder bezieht. Es werden sich die Glei=
chungen im weitern Verlaufe dann mit Ritcksicht auf die bei-
den “Zeichen des x, etwas 4ndern, ohne jedoch vom Obigen
wesentlich Abweichendes zu liefern.

12. Noch eipcn Fall mochte ich erwdhnen, ndmlich was
entstebt, wenn wir zwei Schraubeneylinder mit ungleicher
Geschwindigkeit drehen? Beschriinkt man diese Frage auf zwei
ganz gleiche Schraubencylinder, so hiitte man zuniichst nothig,
in den Gleichungen (26) und (27), vorausgeselzt, dass die Dre-
hung nach derselben Seite geht:-

w,=p.w

Wy =0q.W

m=n==i

Ty =T, =T

R,=R,=R
zu setzep. Nehmen wir ausserdem noch

W,=0

W,=W
an, ferner:

T, =+i5; 7,=-—4b"
so folgt statt (26) und (27), wenn man rechts R gleich weg-
lasst:

y'l/-_;_ —x V%— =r.cos (234 W+p.gv+45‘5)

yVJQ— “+x V%— =1.c0s (254-q. 00— 87)
oder:

ac=r]/—;-{cos (234 w— 8% —cos (272 Wp.w=45°) %

y=rl/—;— { cos (2zz-4q. w— 5% 4 cos (2rrz+ Wp.w-- 45% %
oder:

x=ry%.sin (2nz+£-'-'2—'—g LW+ .%V_)

. sin (lgf- +2:2—q-.w+45°) e (A1)

y=r) 2.cos (2nz+8¥.w+ —g-f—)

. coS (,g’,,+1_’:§'ﬂ_,w+450) cen (48)
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Wir wollen zuntichst nicht das Coorditiatenkreuz dof XY Ebene
um 4#5° drchen, sondern ‘giese letzten Gleichungen unmittelbar
benutzen. Eliminiren wir 3, so folgt:

ot

2% sin (—%/ + }—7—-2—-—q W =+ 4-5")

7

g
W = =1 ... (46)
21 cos (— + 21 wa 450)
2 2
Eliminiren wir aus den Gleichungen {52) und {43) das =, so
folgt, wemn wir nur das obere Zeichen am w beriicksichtigen:

ax?

23%sin (—g{ -+ W 4»50)

7 +

Wy =l (BT)
2r’.cos(—2—+w+w°>

und vergleichen wir diese Gleichung mit der Gleichung (46),
so sehen wir, dass beide identisch werden, sobald

=g __ '

7 =
d. h. Apenn p und g als kleinste Zahlen vorausgesetzt werden,
sohald”

p=[2K+1); g=2K—1

angenommen wird, Daraus ergiebt sich das folgende nicht un~
interessante Resultat:

»Dreht man zwei ganz gleiche Schraubencylinder mit
»angleicher Geschwindigkeit, aber doch in demselben
»Sinne, so erzeugen die Tangentialfliichen cine riumliche Durch~
»schnittscurve, deren Projection in der XY Ebene durch die
»Gleichung (46) gegeben ist; wird aber die Drehung so ein-
»gevichtet, - dass sie hei dm einen Cylinder 2K--4 mal er-
»folgt und in derselben Zeit bei dem andern 2K— 1 mal, so ist
»diese Projection dieselbe, als wenn man zwei ganz gleiche
»Cylinder gleichformig, aber in entgegengesetzter Richtung
»drehte, und die, bei dem Durchschnitt der Tangentialflichen
»entstehende, riéumliche Curve auf die XY Ebene projicirte.«

In dem Gerring'schen Apparate wiirde sich dieses Resul-

tat leicht veranschaulichen lassen, wenn man durch geeignete
MRLDE, Schwingungscurven, 13
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Zahnrider* oder Schleifriemen dem einen Schraubencylinder
z. B, eine dreimal grossere Geschwindigkeit gibe wie dem
andern.

Wir wollen nun bei den Gleichungen (44) und (45) das
Coordinatenkreuz der XY Ebene um £5° drehen. Die Glei-
chungen verwandeln sich hierdurch in:

Ve-vV3-
Vg ¥V 3T

=r.1/'2.sin(97r~+m w =+ .m) sm(-— -+ .._ W+ M“)

mV%+yV;=

= p*q LA | 50
r.ye. cos(275z+ 5w+ 2) Loq( +5 w+/m)
oder:

x=r.cos (2r3+q.10— 457

y=r.cos (2mz+p.w+ W45
oder: '

x=r.sin (2ns4q.0—i5%+90)*

y=r.sin (qnzs+p.w+ W4+i5"4+909).

Rechuen wir, was erlaubt ist, dem o allein eine Phasenditleren
zu und bezeichnen diese mit d, so folgt:

a=r . sin (27wz4+q.w=+d)

y=r.sin 2nz-+p.w).
Nehmen wir 5 als constant und gleich a an, so folgt:

x=r.sin (2ra-+q.w+d)

y==r.sin (2ra-+p w)
oder wenn man die Phasendifferenz von y wieder nach o ver-
legt und letztere mit 3 bezeichnet :

x=r. sin (q.w+P)

y=r.sinp.w
oder wenn wir
w=7rw
9=
g
annehwmen :
x=r.sin2nq (w+I)
y=r.sin 2zpw
oder wenn’ :

g=m; p=n
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angenommen wird :

x=r, sin 2mm (w+I)

y=1. 8in 2nww
Gleichungen, welche mit den Gleichungen I, vollstindig tber~
einstimmen, falls man nur dort A=B=r und {=1w setute.
Daraus folgt aber:

»Wenn man bei dem Geruing'schen Apparate, wo zwei
»Schraubencylinder mit gleicher Anzahl von Schrauben—
sgilngen  angewandt werden, millelst Schleifriemen oder
»Zahnridern die Sache so einrichtet, dass der eine Schrau-
»heneylinder m, der andere n Umdrebungen macht, so be-
»sehreibt jedes Knopfchen eine Gurve der Taf. VI, voraus—
rgeselzt jedoch, dass wir den beiden Vibrationscompenenten
»der letztern Curven noch gleiche Elongationtionsweiten zu~
weehnen.q

Es versteht sich von selbst, dass man noch cine Reihe von
Sitzen auflfinden kinnte, falls man die Aufgabe aligemeiner 16~
sen wellle und annithme, zwei beliebige Schraubencylinder be~
wegten sich mit ungleicher Geschwindigkeit. Doch liegt es
nicht in meiner Absicht, dieses Thema weiter zu behandeln,
und ohwohl im Einzelnen die Ausfubrungen nichl alle gemacht
warden, so werden die Resultate, welche in diesem Capitel
gewatinen wurden, der Hauptsache nach folgende sein:

»% Bei denjenigen Wellenapparaten, welche nur in
sderselben Ehene gelegene Wellen combiniren, ist die re~
ssullirende Wellencurve cine Sinuslinie »orster,« ngweiter,«
sdritter« ele. Ovdnung und ihre Projection auf cine in der
»Ebene der Curve und parallel den Coordinaten gelegene
»Gerade stellt genau,dgn Yorgang dar, wic er zu denken
»ist, wenn neir;‘a,(( o dreic cte. Vibrationscomponenten
»in derselben qu mehzeilig einen Punky angreifen.

»20, Bei d i “ﬁellenapp'l raten, welche zwei, un—
ster einem WinRe} gegen. einander geneigle chene Wellen
scombiniren, entsteht im Allgemeinen eine riumliche Resul~
mante. Bewegen sich die Componenten, so bewegt sich auch
»letzlere und beschreibt hierbei cine Fliche, welche an ir-
sgend einer Stelle durchschnitten eine Curve liefert, dersel-
»benArt, wic wir sie als Schwingungscurven kennen lernten.

»30, Diese Durchschnittscurve ist diejenige, in welcher
15
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»sich der, der Durchschnitisstelle entsprechende Punkt bei
»der Drehung bewegt, und die Schwingungszahlen, sowie
vandere hei den Schraubencylindern und ihrer Bewegung
vangenommene Constanten, finden sich bei der Bewegungs—
scurve der einzeinen Punkte genau wieder.

»4%. Die verschiedenen Schwingungszahlen kann man
rherausbringen durch eine Anzahl verschiedener Schrau-
sboncylinder oder Wellenleisten; aber auch dadurch, dass
»man zwei Schraubencylinder oder Wellenleisten, welche
»die ndmliche Anzahl von Schraubenglingen, heziehungs-
»weise Wellenlingen besitzen, mit ungleicher Geschwin-
»digkeit dreht oder verschiebt.«

Was die Theorie der Curven auf Taf. VI anlangt, so muss
ich zum Schlusse noch auf eine interessante Arbeit des lerrn
Lierice in den Abhandiungen der Wiener Academie Bd. XX
hinweisen, welche mir wihrend des Drucks gegenwiirtiger
Schrift zu Gesicht kam und worin der Verlasser, von Grund-
sitzen der Mechanik ausgchend, einzelne Erscheinungen Dei
schwingenden Stiben ableitel, insofern sich diese auf die Gur-
vén der Taf. VI beziehen, Es scheint jedoch dem Verfasser
der genannten Arbeit die kleine, von mir in Pocy. Ann. Bd. 414
(1864) S. 147 versflentlichte Abhandlung ther das Uniyersal-
kaleidophon entgangen zu sein, da er seiner Abhandiung die
Beschreibung und Zeichnung eines Apparats bhinzufugt, den-ich
bereits in {ast derselben Form angegeben hatte.

Driuck vonr Ureitkopl und Birtel in Teipxig.
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