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1 Hydrodynamische Grundlagen

(03.10.2006]

1.1 Grundgleichungen der Hydrodynamik

1.1.1 Zwei Betrachtungsweisen

Euler Die Euler’sche Herangehensweise definiert ein fixes Koordinatensystem (Laborsystem) be-
ziiglich dessen die Hydrodynamischen Gréfien wie Dichte p(Z, t) oder Geschwindigkeitsfeld
U(Z,t) betrachtet werden.

Lagrange In der Lagrange’schen Betrachtung sind die Teilchen fiz, in dem Sinne, dass man in
ein mitschwimmendes Koordinatensystem iibergeht.

Sei nun « eine Teilcheneigenschaft des Fluids; wir betrachten ein Teilchen in dieser Strémung im
mitschwimmenden Koordinatensystem. Die Anderung von « in der Lagrange’schen Sichtweise
sei gegeben durch
Da lim a(Z+ AZ, t + At) — a2, 1)
Dt At—0 At

(1.1)

Fiir kleine At lisst sich die Anderung des Ortes durch die momentane Geschwindigkeit aus-
driicken
T+ AT =7+ U7AL (1.2)

Entwicklung bis zur ersten Ordnung in Komponentenschreibweise (Summenkonvention) ergibt

a(@+AZ L+ A = a(@t)+ gai Azt + %(ZAt + O[(Az, At)?]
x
Azt = v'At
(F4ALLLAY = a(@ A |22 4122
o z, = oz, 5 T By
Da Ja ;0o
Gleichung lasst sich auch kurz schreiben als
Da ;
D = %t +v'a; (1.5)
bzw. die kovariante Verallgemeinerung
Da ;
D = %t +v'ay; (1.6)

Die Gleichungen (1.4,/1.5) beschreiben also die Anderung der Gré8e « in der Lagrange-Betrachtung,
d.h. im mitbewegten Koordinatensystem. Diese Form der Differentiation heifit auch Material-
ableitung.
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Bemerkung. Transformationen zwischen dem FEuler’schen und dem Lagrange’schen System
sind allgemein nicht nur (klassisch, Galileitransformation) (Z,t)-abhdngig, sondern miissen auch
den Impuls (bzw. die Frequenz, Lorentztransformation) korrekt transformieren, um FEffekte wie
Frequenzverschiebung durch Dopplereffekt usw. zu berticksichtigen.

1.1.2 Stromlinien

Definition (Stromlinie). Stromlinien sind Kurven des Vektorfeldes U(Z,t), deren Tangente zu
einem Zeitpunkt to mit der Richtung des Geschwindigkeitsvektors v(Z,ty) tbereinstimmen.

Definition (stationir). Eine Stromung heifst stationdr, wenn obiges V't gilt.

Betrachten wir ein Teilchen mit Koordinaten £ = Z(t = 0).
7 = Z(Et)
t
= £+/ o, tdt’ (1.7)
0
Mathematisch ausgedriickt ist eine Stromlinie dann definiert durch

U x dZ = 0. (1.8)

1.1.3 Euler’sche Entwicklungsformel

Gegeben sei ein Teilchen zu t = 0 am Ort 5, das ein endliches Volumen dVj einnimmt.
dVp = detde?de3 (1.9)

Zu einem Zeitpunkt ¢ > 0 ist das Teilchen am Ort Z = #(£, ) im Volumen dV = da'da2da?, das
durch Transformation aus dVj hervorgeht.

dv = JdV, (1.10)

J ist die Jacobi-Determinante der Transformation, gegeben durch

ox’
7= 5% (1.11)
ox! 0x? 03
oz 0" 0T 1.12
Ez]k 8§Z aé.] 8§k ( )
Entwicklungstheorem:
Dy _ w020z  OxQv?0xt O Oz? 0v®
Dt Tkpgi ggi ogk T TR et ogi ogk T TR agi 9gi ok
vt ovl ozl
Z.B.: _— =
o0& Oxl 9g
DJ Avtox20x302!
Dt~ Sk arasiogiork T
Dt 020 9&I D€
o araer ot
= 0a! g 9gi ok o2 T
=J
ovl Ov? ov?
= o’ T’ T o
= (VD)J (1.13)
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Die infinitesimale Verformung des Einheitsvolumens steckt also in der Divergenz des Geschwin-
digkeitsfeldes der Stromung. Explizit lautet Gleichung (1.13) nach Division durch J bzw. mittels

logarithmischer Ableitung
1DJ O DInJ
Jot "7 Dt

(1.14)

1.1.4 Reynolds’sches Transporttheorem (RTT)

Wir betrachten ein zeitlich variables Fliissigkeitsvolumen V'(¢) und eine beliebige Groe des
Fluids F(Z,t) in dem Volumen. Vj sei das Volumen zu ¢ = 0.

£(t) = /V , F@0av (1.15)
Df
Dr / F@

= F(z,t)JdVy

t)JdVp

i
et
i

[J + FJ(VU)] vy

D
D

DF -
D DF -
= Ff,th:/ [+FV17]dV 1.17
Dt Jv) ) vir LDt (Vo) (1.17)

Gleichung wird als Reynolds’sches Transporttheorem bezeichnet. Mit Hilfe der Ket-
tenregel lasst sich (1.17) noch weiter umschreiben.

DF N DF N
/[Dt—i-F(Vv)] v = DthJr/vF(Vv)dV
DF - -
- [ ZEav / V(F7) — 7(VF)
Dt ——  ——
(2) (3)
(1)
D/ F(Z,t)dV = / or dV+/ FidS (1.18)
Dt Jy vy 9L ava)‘a’)"
(1+3)

Folgerung. Ist F(Z,t) die Dichte einer Erhaltungsgrifie (Masse, Impuls, Energie usw.) und
Fv daher eine Flussdichte, so beschreibt das Reynolds’sche Transporttheorem die materielle Ab-
leitung dieser Grife, also die Anderung der Erhaltungsgrifie im Volumen V (t) als Summe der
eapliziten (lokalen) zeitlichen Anderung der Dichtefunktion und einem konvektiven Anteil, der
als Fluss tber die, das Volumen berandende Oberfliche zu interpretieren ist.
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1.1.5 Kontinuitatsgleichung

Das mitbewegte Volumen V (t) moge immer aus den gleichen Fliissigkeitsteilchen bestehen, die
man durch die Dichtefunktion p(Z,t) beschreiben kann. Die konkrete Beziehung zwischen V' (¢)
und p(Z,t) lasst sich durch die Massenerhaltung (Gl.[1.19) ausdriicken.

o
= dV =0 1.19
D V(t)p (1.19)

Wir setzen die Funktion F' im Reynolds’schen Transporttheorem gleich der Dichte (F(Z,t) =
p(E,1)).

Dp -
—i—pVﬁ]dV = 0 1.20
/ m[m (59) (1.20)
gilt vt
Dp SO
o =, o
ZF - 1.22
5 T V(D) 0 (1.22)

Gleichung ist die bekannte Form der Kontinuitétsgleichung und bringt die Erhaltung
der Masse zum Ausdruck.

Bemerkungen. e Fir stationdre Stromungen gilt % = 0, daher vereinfacht sich (1.22) zu
V(p?) =0 (1.23)

e Fiir inkompressible Strémungen (p = const) gilt

Vi =0 (1.24)

e Im Fall sphirischer Symmetrie, also p(Z,t) = p(r,t) schreibt sich die Kontinuitdtsgleichung

op 1 0
72

_— i 2 —
T + " 3r(r pv) =0 (1.25)

wobei v = v,.(r,t). Die integrierte Masse m(r) sei definiert durch

m(?")E/ Amr’? pdr! (1.26)
0
ap 0
20p O 2 _
47y 5 +47T8r (repv) 0
o(4rr?p) 0 9 B
T + 5(471'7‘ pv) =0
9 9m i ﬁ(aﬂ ) = 0
ot or o or =
o [0m om
—_—

— rdumlich konstant

Das bedeutet, der Ausdruck

Dm
Sy =AM =0 (1.28)
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Y=

N

Abbildung 1.1: Flachenkréfte

lasst sich ohne Beschrinkung der Allgemeinheit durch geeingete Wahl der Anfangsbedin-
gungen zu Null machen. Betrachtet man zum Beispiel eine Kollapsstromung (mit An-

fangsgeschwindigkeit vo = 0 — A(t) = 0), dann drickt (1.28) aus, dass die Massenschalen
etnander nicht iiberholen kénnen.

1.1.6 Bewegungsgleichung

Gegeben sei ein Fluid, in dem allgemein anisotrope Fliachenkrifte in den drei Raumrichtungen
wirken. Seien die betrachteten Flidchen Sj, Ss, S5 aufgespannt von den Achsen (z, z), (y, z) und
(z,y) mit den Normalenvektoren 7y, 7o, i3 (Abb.[1.1).

Die in eine Richtung weisende Kraft t; ist gegeben iiber den Impulsstromtensor T

th=T"n, (1.29)
mit g o g iy
TY = pv*v? + pé — o . (1.30)

~~
(1) (2) (3)

Term (1) im Impulsstromtensor entspricht dem Impulsbeitrag pv® durch Teilchen die sich in j-
Richtung bewegen, (2) ist ein Druckterm (z.B. Gasdruck) und (3) gibt den Beitrag iiber viskose
Reibung (Spannungstensor o).

Man nennt {T%,i = j} Normalkomponenten und jene mit {1 i # j} Tangentialkomponenten
von T.

Beispiel (Isotroper Druck). N o .
T = pé¥, t' =pn' (1'31)

Die Beziehung (1.31) beschreibt ein ideales (nicht zdhes) Fluid.
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Betrachten wir die Impulserhaltung tiber V (t)

D - .
= / pEdV = / fav— ¢ s (1.32)
Dt Jy v oV

mit dem Kraftvektor f im Volumen V und den Spannungen ¢ bzw. den Oberflichenkriiften. Wir
betrachten das Reynolds’sche Transporttheorem fiir Gleichung in Komponenten.

D i _ 'D(/w") i g
D1 vadV = /v Dr + pv'V vl | dV
9 o0t . A o
= / (gtv) + 0!V (pv') + vaVjv]} dVv
v L
= / V') + Vj(pvivj)} av (1.33)
v, ot

/[a(pvi)-i-vj‘(pvivj)} v = /fidV—?{tids
\% 8t 1% O
[ 1 (%9300 ) o (S 4wt ) | av = [ giav— § vas
v ot ot v o

=0
Hier kam die Kontinuitétsgleichung (1.22) zum Einsatz. Den zweiten Term unter dem Integral
identifizieren wir als Lagrangeableitung von ¢. Mit Hilfe des Satzes von Gaufl ldsst sich der
Oberflachenbeitrag in ein Volumsintegral umschreiben

D A )
o2 ay = /f’dV—y{T”nde
v Dt v 0
T

Dvt

B i
Dv > =

und wir erhalten die Eulergleichung bzw. Bewegungsgleichung (1.34).

Beispiel (Isotroper Druck).
—— = f-Vp (1.35)

Spezialfall. Sphirische Symmetrie, v = (v,0,0).
ov dv  10p n Ir

fr sei die radiale Komponente der Kraft. Im Fall eines stellaren Windes im Schwerefeld eines
Sterns mit Masse M gegeben durch f, = S

r2

1.1.7 Hydrostatik

In der Hydrostatik gilt per Definitionem 7 = 0 und die Eulergleichung fiir ruhende Fluide

vereinfacht sich zu
f=Vp (1.37)
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einer Bedingung fiir das Gleichgewicht zwischen inneren Druckkréften und den &ufleren Kréften.
Betrachten wir ein Fluid im Schwerefeld in sphérischer Symmetrie (z.B. Erdatmosphére)

Ly Gm

=___ 1.
pdr 72 (1.38)

wobei m(r) wieder die integrierte Masse (GI.[1.26) ist. Fiir die Erdatmosphére und die Atmo-

sphéren von Hauptreihensternen ist es gerechtfertigt, ebene Geometrie anzunehmen
1dp
o 1.39
vdn =9 (1.39)

was zur barometrischen Hoéhenformel (1.41) fithrt. Nehmen wir hierfiir eine isotherme Zu-
standsgleichung (EOS) an und integrieren Gleichung .

kpT
= S (1.40)
Hmu
1dp kT
—EE =
pdz pmp
Ldp _  gpmpy
pdz kT
——
=1/H
dlnp 1
dz N H
p(z) = poe (1.41)
Die GroBe H = —EL st die typische Skalenhdhe und betridgt in der Erdatmosphére etwa

grmpg
HErde = 10km.
Die oben angewandte planparallele Ndherung (ebene Geometrie) funktioniert wie bemerkt fiir
Sterne auf der Hauptreihe (H < R, R% =~ 1073...107°). Rote Riesensterne haben Skalenhhen
in der GroBenordnung ihrer Radien (H = R.), wodurch es zwingend ist, Gleichung (1.38) in
sphérischer Geometrie zu l6sen.

1.1.8 Bemerkungen zu Konvektion und Turbulenzen

In der Astrophysik versteht man unter Konvektion turbulente (auf-, ab-) Bewegungen, die
Energie- und Impulstransport hervorrufen. Mit dem Begriff Advektion meint man laminare,
gerichtete Stromungen (in der Stromungsmechanik wird zwischen diesen zwei Begriffen oft nicht
unterschieden und beide Phénomene unter Konvektion subsummiert).

Erste Untersuchungen zu turbulenten Stromungen stammen von Ludwig Prandtl (1875-1935),
der sich mit der zeitlichen Entwicklung von Turbulenzelementen (eddys) beschiftigte. Es zeigte
sich, dass ein solches Turbulenzelement eine maximale Lebensdauer hat und dass man dessen
Mischungsweg A (mizing lenght) iiber die Druckskalenhéhe H), parametrisieren kann.

A=aH, «a=15...25 (1.42)

In Roten Riesen werden diese turbulenten Kovektionszonen sehr grofl, da die Lingenskala der
eddys in der Groflenordnung des Sternradius ist.

Numerische Rechnungen und Hubble-Bilder von Mira legen den Schluss nahe, dass derartig
aufgeblihte Sterne stark von sphérischer Symmetrie abweichende Oberflichen besitzen.

10



1 Hydrodynamische Grundlagen

1.1.9 Energiegleichung

Wir wollen die Energieéinderung durch Dissipation (Umwandlung kinetischer in thermische bzw.
innere Energie) oder Krifte auf das Fluid studieren. Mit € sei die innere Energie pro Massen-
element bezeichnet. Sei wieder isotroper Druck angenommen.

D . R
( pU +pe> av = / UdV—% (Tv) dS
Tii=p§ii
Dley v 4 pe | Vi+ V(pt) =
D p pe p pe pv) =

o
0 |1 - 1 -
= U 1.44
5 [2,01) +,oe] V[<p6+2,0’0 +p> } \f}}/ (1.44)
~\~ v - (3)
(1 2)

(1.43)

Es kamen wieder der Satz von Gauf}, das RTT und die Definition der Materialableitung zur Ver-
wendung. Gleichungen (1.43][1.44,1.48) heiflen Energiegleichung. Beziehung (1.44) beschreibt,
wie dufere Krifte (3) und die zeitliche Anderung der inneren und der kinetischen Energie (1)
sowie dem Impuls- bzw. Materietransport (2) im Eulerschen Bild zusammenhéngen.

Betrachten wir die Bewegungsgleichung (1.34).

p%f = f—Vp |7
pv% = f = (V)p
%p% = O - (@V)p (1.45)
(7) — D——i—p(Vv) =0 (1.46)

Dt

In (1.45) wurde die Gleichung fiir die innere Energie (1.43) verwendet. Man kann die Energie-
gleichung auch noch ein wenig umschreiben, wenn man die spezifische Enthalpie h definiert.

p
h=e+ - 1.47
; (1.47)
8t[ pU —i—ep} +V [(21) —|—h> pv] =0 (1.48)

Integriert man (1.48) wieder iiber ein beliebiges Volumen und wendet den Satz von Gaufl auf
den rechten Term an, so ist die zeitliche Anderung der Energie der Fliissigkeit gleich der Ener-
giemenge, die pro Zeit aus dem betrachteten Volumen herausflief3t

6875/ (1pv +p€> = _]{O [(;UZJrh) ,017} ds (1.49)

und den Vektor unter dem rechten Integral identifizieren wir als Energiestromdichte.

1.2 Lineare Wellen

1.2.1 Wellengleichung in einer Raumdimension

Wir betrachten kleine Stérungen (Index 1) um eine stationére Losung (Index 0) und linearisieren
die hydrodynamischen Gleichungen in ebener Geometrie. Seien (pg, pg) = const und uy = 0 die

11
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stationdren Losungen und die Stérungen klein gegeniiber diesen, d.h. | X| < |Xo|. Kontinuitéts-
gleichung, Bewegungsgleichung und Energiegleichung in ebener Geometrie lauten

ap 0 B
d(pu) 9 2 o
o Tt = O
pn [pe + U } + E [(pe +p+ U )u] =0 (1.50)

Wir linearisieren das Gleichungssystem nach der Vorschrift
X=Xo+X;

und vernachliissigen alle nichtlinearen Storterme (O(X?) = 0).

dp1 Oup
o Ty 0 (151
Ouy  Opr

Weiters handle es sich um eine adiabatische Strémung, das bedeutet es findet kein Warmeaus-
tausch mit der Umgebung statt. Somit l&sst sich die adiabatische Schallgeschwindigkeit a
definieren und sich die Zustandsgleichung wie folgt schreiben.

0
p1 = <8i>sp1 = a2p1 (153)

Leiten nun (1.51) partiell nach ¢ und (1.52) partiell nach x ab.

82p1 82u1
oz P90, = 0
82U1 82p1 — 0
P otor T o2
82Pl 322?1
_ _ 1.54
- ot2 or? 0 (1.54)

Verwenden wir nun noch (1.53)), so erhalten wir aus (1.54]) eine Wellengleichung fiir die Stérung
p1 mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit a.

O?p1 ,0%p1

=0 1.55
o2 " a2 (1.55)
Um die Wellengleichung in 1 4+ 1 Dimensionen zu l6sen, ist es hilfreich neue Variablen zu defi-
nieren.

E=x—at, n=x+at (1.56)

Somit ist p1 = p1(z(&,m),t(£,n)) und die gemischten partiellen Ableitungen fallen weg %;n =0.

o oo dom 09 D

de ~ 9cdx onox  9€ oy
o 00 aan_a<a a)

ot 0ot T opot

on 0§

12
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Die Losung (d’Alembert’sche Liosung fir 1-dimensionale Wellengleichung) ist ganz allgemein
p1 = [1(§) + fo(n) = filz + at) + fo(z — at). (1.57)

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen lésst sich durch Spezifikation der Zustandsgleichung
bestimmen. Unter der Annahme idealen Gases ist die Schallgeschwindigkeit eine Funktion der
Temperatur.

2 Pbo

p=Kp' — a°= Vpo (1.58)
R RT

1.2.2 Potentialstromung
Wir betrachten die Bewegungsgleichung und bilden die Rotation darauf.
. ot . /L
x () + T (Fm) = o0
=0

(Vxin) = 0 (1.60)

QJ‘Q_-)

Den Ausdruck (V x @) nennt man Vortizitét oder Wirbelstirke von . diese ist hier offenbar
eine Erhaltungsgroe, d.h. zeitlich konstant. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wihlen wir
diese Konstante identisch Null. Unser Geschwindigkeitsfeld ; ist also rotationsfrei und lasst
sich als Gradient eines Potentials bzw. Skalarfeldes ®(Z,t) ausdriicken.

Vo =i (1.61)

Beschranken wir uns wieder auf ebene Geometrie.

8u1 Oop1

P o T o 0
900 Op
Pgrar T o =Y

g 87@ + CL2 =0
Hier kam wieder Gleichung (1.53) zur Verwendung. Es folgt also

d
PO ap + a?py = F(t) = const (1.62)

Mit geeigneten Anfangsbedingungen ldsst sich die konstante Funktion F(¢) in (1.62) zu Null
machen (7). Dann kann eine Wellengleichung fiir das Potential abgeleitet werden.

0 P
Poor +a’pr = 0 e
po 8;2 + 285;1 =0
Poa;(f —CL?PO% =0
i?ﬂiQ_o (1.63)

13
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Ansatz (Ebene Welle in positiver z-Richtung). So, dass ® oc e?¥*=%4) mit ¢ = 7
Dann gilt
0P 0P
2T g 1.64
ot~ "oz (1.64)
Betrachten wir nun wieder Gleichung und verwenden obige Beziehung.
e, 00
pP1 = Po ot
_ _mo®
L= "2
po [ 0P
= _— a——-
a? \ Ox
Po
= = 1.65
L (1.65)
p1 = a’p1 = apour (1.66)

Folgerung. Der Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit der ebenen Welle und der Dich-
teanderung ist

up = a?L. (1.67)
Po

1.2.3 Akustische Wellen

Um Wellenphénomene im Fluid noch etwas genauer zu studieren, setzen wir unsere charakteris-
tischen Grofien - Dichte, Druck und Temperatur - als periodische Funktionen an.

Ansatz.
p = Petwt—k2)
o = ReFRD)
T = ©¢lt-F) (1.68)

Setzt man diesen Ansatz in die Wellengleichung (1.54) ein, lisst sich eine einfache Dispersions-
relation (1.69) ableiten.

R2i2,260wt—k2) _ 2 p2:2p.2 i(wt—kE) _

— w? = a®k? (1.69)

Folgerung. Alle Wellen bewegen sich mit der selben Geschwindigkeit. Die Phasengeschwindig-
keit ist gegeben durch apy, = % bzw. die Gruppengeschwindigkeit durch ac, = g—‘,‘g’

Sphirische Wellen:

Betrachten wir die Wellengleichung fiir p; in sphérischer Symmetrie (kugelsymmetrische Aus-
breitung von Schallwellen).

32}71 a* 9 20p1
_ 2 ) = 1.
o2 r290r <r or > 0 (1.70)
Setzen nun p; = @ und erhalten
g 0%
— -4 = 1.71
oz~ o2 (1.71)
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und mittels d’Alembert’scher Losungsformel letzendlich die allgemeine Losung fiir die Drucksto-
rung pi.

fi(r — at) n fa(r + at)

= 1.72
p1 " . (1.72)
Folgerung. Die Amplitude der Welle nimmt also x % ab, die Intensitdt o %2
Nehmen wir auflerdem an, bei p; handle es sich um meine monochromatischer Welle.
ei(wtfkr)
p=P—— (1.73)
r
i = (k— Z) (plw) 7
r Lo
k
i = Ay (1.74)
w po

Energie und Impuls von Schallwellen:

Wir wollen einen Ausdruck fiir die Energie einer Schallwelle ableiten. Betrachten wir zunéchst
die linearisierte Impuls- und die Kontinuitétsgleichung.

Ouy | Opy _
o e =0
1 ooui _ ;o
20t T "o
26t(p0u1) = —wa’ o (1.75)
op1 ouy
o TP T Y
1 opp . Ow |
poa? Ot Ox p1
1o [ p? Ouy
-2 = —p— 1.
20t (p0a2 Pl 5 (1.76)

Sei die spezifische innere Energie wieder mit ¢ bezeichnet. Wir entwickeln pe bis zur zweiten

Ordnung.
Ope 1 (0?pe 9 3
= — | == @) 1.77
e mm+(%gsm+2(%gsm+ (%) (1.77)

Der zweite HS der Thermodynamik lautet

de =TdS — pdV (1.78)
und es gilt
1 1
dV = d—- = ——dp. 1.79
PR (1.79)

Gleichung lésst sich also wie folgt umschreiben.
p
de =TdS + ?dp (1.80)

Beziehung kann man nun verwenden, um die Enthalpie h auzudriicken um letztendlich

15
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(1.82) in obige Entwicklung fiir pe einzusetzen.

(ap‘f) h—ey® (1.81)
) P
1 1

dh = de+pd <p) —i—;dp

—_——

=0 fiir S=const

1
dh = =dp

P
dh 1
_— = - 1.82
i p (1.82)

Wir kénnen also nun (1.81) in Gleichung einsetzen und erhalten fiir die Entwicklung der
inneren Energie. Da die betrachteten Vorgénge in Schallwellen adiabatisch ablaufen, werden die
Ableitungen bei konstanter Entropie S gebildet.

B 1 /dh\
pe = poco + hopr + 5 <dp>5p1 +... (1.83)
2 2
(-G -@L@. e
0p*)s N\dp)g \Op)g\Op)g p
La?p}

pe = poco + hop1 + 5
Po

2
1

1
= pocg+hopy+ 5 5
N~ = 2p0a
(1) (2) ("3)

(1.85)

Gleichung (1.85) beschreibt die innere Energie des Fluids pro Volumen.

(1) ist der ungestorter Term und entspricht der Energie der ruhenden Fliissigkeit pro Volums-
einheit (unabhéngig von der akustischen Welle). Ausdruck (2) ist ein Transportterm, der mit
der Anderung der Menge des Fluids pro Volumen zusammenhingt und Term (3) beschreibt die
Kompressionsenergie.

Die Energiegleichung geht in dieser Entwicklung iiber in

(1 , 1pt\ 0

Ein Vergleich mit (1.76) zeigt, dass hier der Term zweiter Ordnung mitgenommen werden muss.

Definiert man auflerdem die Wellen-Energiedichte ey

L5 1 p
== - 1.87
w = 5 poti + 2 po? (1.87)
und den Wellen-Energiefluss éw
q)W = plﬁl (188)
lasst sich die Energiegleichung kompakter schreiben (1.89).
Oew -
=-Vo 1.89
o w (189

16
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[24.10.2006]

1.3 StoBwellen

1.3.1 Ebene StoBwellen

Wir wollen kurz einige grundlegende Uberlegungen zu Stofiwellen, also Unstetigkeiten im Rah-
men der Hydrodynamik wiederholen. Wir betrachten ebene Wellen und nihern die Stofifront der
Welle durch eine infinitesimale Grenzflache, welche die Region vor (1) und hinter dem Sto8 (2)
trennt. Das Koordinatensystem moge sich mit der Stof3geschwindigkeit ug bewegen, sodass die
Unstetigkeit in diesem Bild ruht. Durch die Rankine-Hugoniot-Bedingungen werden Massen-,
Impuls-, und Energieerhaltung ausgedriickt.

p1ulr = pP2u2
prud4+p1 = poud+po
2 2
u U
Uib,, = B, 2, (1.90)
2 p; 2 p2
——
=hq

Die innere Energie eines idealen Gases ist gegeben durch

_ v
€ = po—
p
= — (1.91)
p(y—1)
und die Energieerhaltung lasst sich auf den Ausdruck (1.92) umformen.
PP U P P2
pr py=1) 2 p2 p2zy—1) 2
2 2
Y op1 Uy Y P2 U3
—— = = ——+ = 1.92
y=1p 2 Yy—1lp2 2 (1.92)
Sei ¢ das spezifische Volumen ({ = %), dann ldsst sich aus der Massenerhaltung die Geschwin-
digkeit der Teilchen vor und hinter dem Stof} in folgende Relation bringen
u G
— == 1.93
(CENG (1.93)
und die Enthalpiebilanz lautet
1
ha — hy = 5(1?2 —p1)(C1 + G2). (1.94)

Trégt man nun das spezifische Volumen gegen den Druck auf, erhélt man eine hyperbolische
Kurve (Hugoniot-Kurve oder Stoffadiabate Abb.[1.2) fiir die StoBwelle. Fiir eine gegebene An-
fangskonfiguration ({p, po) erhélt man ein eindeutiges Wertepaar ({3, p1) nach dem Stoff. Entlang
dieser Kurve nimmt die Entropie von rechts nach links zu. Eine solche Entropiebedingung kann
unter mehrdeutigen Losungen (z.B. numerisch) die physikalische selektieren.

Mit Hilfe der adiabatischen Schallgeschwindigkeit (1.53) a ldsst sich eine weitere wichtige Grofe,
die Machzahl M definieren.
a’ = ’y% (1.95)
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P

\

z, Z, ¢

Abbildung 1.2: Hugoniot-Kurve

u? (y-D+(+1E

1

3 (Y-D+O+1D5
%z = 2o (1.96)
as; 27y

Aus py/p1 > 1 folgt also, dass M12 > 1, M22 < 1 und dass u; > aj bzw. us < as.

Folgerung. Eine ebene Stofwelle stellt immer einen Uberschall-Unterschall-Ubergang dar.

Wir interessieren uns nun dafiir, wie sich die Driicke vor und hinter dem Stof3 zueinander ver-
halten. Betrachten zunéichst den Ausdruck

27M12:7—1 P2
’Y+1 ’Y‘l‘l P1
——

2

=u

dann folgt

—1 1)) M3

v+1 p1

und das Druckverhéltnis ist gegeben durch Gleichung (1.98).

P2 Q2 2

P (1 +p )Mf —p”>1 (1.98)

1

Verfolgt man die Teilchenbahnen anfiinglich ruhender Teilchen (v; = 0) in einem fixen Ko-
ordinatensystem, wo sich der Stofl eben mit ug fortpflanzt (Abb. [1.3), so erkennt man, dass
sie nach dem Stofl mit einer Geschwindigkeit vo < ug hinter der Stoflwelle herlaufen und die
Teilchenbahnen n&her zusammenriicken.

Folgerung. Die Stoffwelle fiihrt zu Kompression des Mediums. Ein anfinglich ruhendes Fluid
(v1 = 0) wird durch den Stof in Bewegung versetzt und lduft mit einer Geschwindigkeit vo < ug
hinter der Stofifront her.
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v,#0 “ J;‘"‘: s

Abbildung 1.3: Bewegte Stoffront und Teilchenbahnen

1.3.2 StoBgeschwindigkeit

Bisher ist die Stofligeschwindigkeit ug noch unbestimmt, da ein Bezugssystem gewéhlt wurde, in
dem der Stof ruht. Betrachten wir nun eine Stofiwelle, die durch einen mit wu, bewegten Kolben
hervorgerufen wird. Seien v(; o) die Geschwindigkeiten der Teilchen vor bzw. nach der Stoiwelle

(Abb. 1.3).

Uy =71 —usg, U2=7V2—Ug

Wir definieren eine charakteristische Geschwindigkeit der Teilchen a..
a? = uuy (1.99)

Setzt man den Massenstrom piu; = pous = m in die Impulserhaltung ein, ldsst sich af folgen-
dermaflen darstellen.

pl“% +p1 = qug + p2
mup +p1 = mug + p2
pauul +Pp1 =  pPruiu + p2
ugui(p2 — p1) = p2—p1
— A
p2—p1  Ap
az = (v —us)(vy — ug)
= p(vy —ug)® + (1 — p)ai

= (o2 —us)® + (1 - p?)a3

19
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\

u+
Abbildung 1.4: Stofireflexion
= —us(up—us) = p*(~us)®+ (1 - p)ai
usuy, +ud = pPud+ (1 —p?ai
(1 — p*u —upus — (1 — p®)ai = 0 (1.101)

Man erhélt also eine quadratische Gleichung fiir die Geschwindigkeit der Stoiwelle ug.

up £ \fu 4+ 4(1 — p?)ai
2(1 - p?)

Verlangt man weiters u, > 0 (— keine Verdinnungsfront) und definiert v = ﬁ, so ist die
Stof3igeschwindigkeit durch Gleichung (1.103) gegeben.

us = \/v2 + a2+ v (1.103)

[31.10.2006]

(1.102)

USq,2) =

1.3.3 StoBreflexion

Es sei eine Konfiguration gegeben, bei der eine Stofiwelle auf ein Hindernis trifft und reflektiert
wird. Die StoBfront breite sich entlang der positiven z-Achse aus, bis sie bei ¢y auf eine Barriere
trifft und auf der negativen z-Achse zuriicklduft. Betrachtet man Teilchenbahnen, so erhalten
anfianglich ruhende (1) Teilchen eine Geschwindigkeit (2), wenn die Stofiwelle {iber sie hinweg-
lauft und werden wieder abgebremst (3), wenn die reflektierte Welle sie trifft. Dabei riicken die
Teilchenbahnen niher zusammen, sodass das Medium in Region (3) komprimiert ist, d.h. eine
grofiere Dichte als vor den Schocks aufweist (abb [1.4).

Es sind also bei gegebenen Anfangsdaten (ug = 0, pg, po) die GréBien (usg, p2, p2) gesucht. Sei U
die Stoflgeschwindigkeit vor und U_ jene nach dem Hindernis; mit a; werden die Schallgeschwin-
digkeiten in den Regionen (i = 0,1, 2) bezeichnet.
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Analog zu (1.101)) lassen sich auch hier die Stofigeschwindigkeit U, die Schallgeschwindigkeit a;
und die Geschwindigkeit des Materials u; in Relation zueinander bringen. Betrachten wir Region

(1). .
(Ux —u1)® + ( ﬂ;:i‘é)m —ai=0 (1.104)
M+ f— M <0
ax
—U_
M. = WT >0 (1.105)
1

Dividiert man Gleichung (1.104) durch a? und setzt obige Beziehungen ein, ergibt sich eine
quadratische Gleichung fiir M.

M2 — Miuy
R

Definieren eine Hilfsvariable X = u; /a1 (1 — p?), dann erhalten wir Ausdruck (1.107).

X X\ 2
Mi = — 4+ <> +1

~1=0 (1.106)

2

- ([

M_M, = -1 (1.107)

Betrachten wir nun den Drucksprung Ap

Ap = b2 = Do (1.108)
P1— Do

und verwenden das Resultat (1.98) aus dem vorigen Abschnitt.

P2 P
b = M2 =y T = (L4 ) ME = 2 (1.109)

Dividieren (1.108) durch p; und setzen die Ausdriicke (1.109) ein, aulerdem kommt Relation
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Abbildung 1.5: Schrige Stofiwelle

(1.107 zum Einsatz.

P2 __ po
_ p1 p1
Ap = 1w

p1
N2 2 1
(14 p5) M= — p* — (At M2 42
1— (14 p?)M2 — p?

2y 1 2 1
(I+pu )]\/[+ (L) M2 122
1 —

(L +p?) (A + p?) M2 — ) =1
(1 +p?)M2 —p? —1
(1+p?) = (M3 + g7 + 2 = 1)

M2 -1
-t ()
B M, —1
—p2(—2M 2% + Mt + 1)M%%
M2 -1
pP (1= M3)

—_— 1.110

Folgerung. Gleichung (1.110) beschreibt den Drucksprung im Medium nach einer reflektierten
Stoffwelle in Abhdngigkeit von Machzahl und Adiabatenindez.

1.3.4 Schrage StoBwellen

Betrachten wir eine ebene Front in stationédrer Konfiguration; nun soll jedoch das Geschwindig-
keitsfeld der Gasstromung schrig auf die Stofifront treffen. Es kommt zu einer Art Brechung
hin zur Welle. Mit anderen Worten nimmt die Normalkomponente der Geschwindigkeit beim
Durchgang ab, die Tangentialkomponente &ndert sich nicht. Die z-Koordinate sei parallel zum
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StoB, die y-Achse stehe lotrecht. Die Rankine-Hugoniot-Bedingungen lauten

P1Uly = pPU2g
pLul, +p1 = pau, + po
1 1
h1 + iﬁ% = hy+ 5113 (1.111)

mit der Bedingung, dass die y-Komponente der Geschwindigkeit unverandert ist (w1, = uay).

2 2
P2 = P11 = P1Uy, — P2U,

2
= PlUy, — P1U1U2x

= p1 |Uizp(Uiz — U2z) + w1y (U1y — U2y)
—_——

=0
Sei das spezifische Volumen wieder mit ¢ bezeichnet (¢ = %)
Ci(p2 —p1) = ur(dy — uz)
Ca(p1 —p2) = ta(ta — 1) (1.112)
(P2 —p1)(C1 — G2) = wr(tdy — ta) — ta(tz — 1)
= () — ip)? (1.113)
Wie bei den ebenen Stofifronten (1.101) gilt
prui + (1= p?)ai = pPui + (1 - p?)ai = o (1.114)
und konnen das Druckverhéltnis vor und hinter der Stofiwelle wie folgt schreiben.
20,
P _#e-G (1.115)
P G — G

Es soll im Folgenden plausibel gemacht werden, dass es bei schrigen Stoflen keine Einschran-
kung an die Geschwindigkeit hinter dem Stof} gibt, also es durchaus zu Uberschall-Uberschall-
Ubergdngen kommen kann.

N’Q(u%w + u%y) + (1 - Mz)a% = az
Mzu%m + a%(l - /1‘2) - @z - N2u%y
UplUoy = ai - ,u2u%y (1.116)

Betrachten wir den Ausdruck ;s und verwenden (1.116).

ULU2 = UlgUz + UlyU2y

2
= UlzpU2g + Uty
2 2,2 2
A, — W uly + uly

= az - u%y(l - MQ)

(1.117)
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Abbildung 1.6: Machkonfiguration

Da p? < 1, folgt fiir schriigen Stofwellen
iy > a?. (1.118)

Es kommt zu Kompression (uj, > ug,) des Mediums und zu einer Uberschallstré')mung vor
dem StoB8 (u1, > a). Im ebenen Fall gibt es die Einschrinkung us < a, im Hinterland der
Stofifront herrscht also stets eine Unterschallstromung. Bei schrigen StofSwellen ist die Tangen-
tialkomponente der Geschwindigikeit des Fluids jedoch stetig (u1, = ug,) und daher nicht weiter
beschrankt.

Folgerung. Bei schrigen Stoffwellen gibt es keine Einschrdinkung and die Geschwindigkeit des
Mediums nach dem Stof. Daher kann es auch zu Uberschall-Uberschall- Ubergingen kommen.

(07.11.2006]

1.3.5 Mach-Konfiguration

Betrachten wir drei sternférmig angeordnete Stofiwellen (S,S’, S”). Lauft ein Materiestrom @
iiber den Schock, wird er zur Welle hin gebrochen (Abb. [1.6]).

Sei der Drucksprung zwischen zwei Regionen (i, k = 0, 1,2) wieder gegeben durch
Pi _ APk = pi
Pk Api— Pk

wobei A = 2. Dann ergibt der (trivial erfiillte) Ausdruck

Popipa _

P1 P2 Po

ein Polynom zweiten Grades in A (Term A fillt weg).

(Ap1 = po)(Ap2 — p1)(Apo — p2) — (Apo — p1)(Ap1 — p2)(Ap2 — po) = 0 (1.119)

FEin Polynom zweiter Ordnung mit drei Nullstellen kann aber nur identisch Null sein. Das fiihrt
zum Widerspruch

po = p1 = po. (1.120)
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Abbildung 1.7: Stationdre Machkonfiguration

Die Interpretation dieses Ergebnisses ist, dass ein einziger Zustand (2) nicht das gesamte rechte
Raumgebiet charakterisieren kann.

Folgerung. Bei gleichem Anfangszustand (po,tg) ist es nicht maglich, dass man beim Durch-
gang durch zwei schrdge Stoffwellen zum selben Zustand gelangt, wie beim Durchgang durch nur
eine schrige Stoffwelle (Ernst Mach).

Das obige Bild muss also um eine Region (3) erweitert werden, die durch eine Kontaktdiskon-
tinuitit von Region (2) getrennt ist. Entlang der Grenzflichen kénnen z.B. gleiche Stromungs-
geschwindigkeiten jedoch unterschiedliche Dichten und Driicke herrschen. Eine solche Mach’sche
Konfiguration bildet sich stationir aus, wenn eine Stofiwelle schriig auf ein Hindernis trifft (Abb.

.

Ein prominentes Beispiel aus der Astrophysik sind Jets, wo sich Stofiwellen bilden, die das
umstromende Material fokussieren und so teilweise dafiir verantwortlich sind, dass der Jet im
ISM kollimiert wird (Abb. 1.8). Warum das Verhéltnis von Dicke zu Lénge dieser Objekte
~ 1/10000 betrigt ist jedoch noch nicht vollstéindig verstanden.

1.4 Instabilitaten

Sei die (x,y)-Ebene Grenzfliche zwischen zwei Konfigurationen (p1, 1), (p2, @2) und die beiden
Geschwindigkeiten #; parallel in z-Richtung. zg sei eine kleine Stérung in horizontaler Richtung
(z,y-Ebene) mit Amplitude ¢

zg = CelhnT—iwt) (1.121)

wobei Eh = (kz,ky,0) und kj = ‘Eh’ Sei weiters angenommen, dass die Stromungsfelder u;

wirbelfrei sind, es sich also in beiden Regionen um eine Potentialstromung handelt.
Vxi=0 — @=V¢ — Ap=0

Wir suchen Losungen, die an der Grenzflidche stetig ineinander {ibergehen, also insbesondere die
Normalkomponenten der gestérten GroBen. Die Stérung in @; sei proportional e*»”, und mit

der Forderung, dass ¢ die Laplace-Gleichung erfiillt ergibt sich folgender Ansatz. Konvention:
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==
—>
—>
—> —>
I:> Jet
—>

: — —
Bugstofwelle
(bow shock) ~_ Machkonfiguration

Abbildung 1.8: Fokussierung des Materials bei einem Jet

positives Vorzeichen fiir Losungen z < 0, negatives fiir z > 0.

¢1 = wz+ ¢16(—khz+il§h?—iwt)

b = usx + ¢26(+khz+ii£hﬂwn (1.122)
Die Normalkomponente der Geschwindigkeit der Storung an der Oberfléiche lautet
@ = ikyC(ikpT — iwt)ey — ikyC(ikyT — iwt)e, + & (1.123)
und die Geschwindigkeit der Storung aufgrund der Versetzung ist gegeben durch

Ozs oo iknT—iwt)
—_— = — PR 1.124
5 iwCe (1.124)

sodass an der Grenzfliche z = 0 die Geschwindigkeit u; durch folgende Relation gegeben ist
((1.122),(1.123)— (1.125)).

Vior =i = (w1 + ikotore P70 ) & o (e &, 4 (a0 ) 2 (1125)

Die Komponente parallel zur Stérung (Normalkomponente) auf beiden Seiten der Grenzfliche
muss also jeweils gleich (1.124) sein.

— ikyCu oliknT—iwt) _ ki plikni—iwt)  _ ¢ o (iknT—iwt)
ikyCu pliknT—iwt) _ ko pliknT—iwt)  _ —iwC o ik —iwt)
bzw.
—ikyQui — kptyy = —iw(
ikyQuo — kptpy = —iw( (1.126)

Betrachten wir die Eulergleichung fiir eine wirbelfreie Stromung mit dufleren Kréften (Potential
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V, sodass F = —pVV).

ou - /(1 . 1o -
TV () —axVxa+-Vp+VV =0 (1.127)

Da wir eine Potentialstromung u betrachten, lisst sich mit der kurzen Nebenrechnung

L [d -d - 1 1=
P P P p
ableiten, dass der eingeklammerte Ausdruck in (1.128) rdaumlich konstant ist.

- (0 1 4 /dp
\VA z Y4V = 1.12
((% 2" p > 0 (1.128)

raumlich konstant

Setzt man fiir V nun ein Gravitationspotential an, ergibt sich

0 1., 1,
_ T4t ). 1.12
D p<gz+at+2u + oo (1.129)

Hier ist %ugo die Integrationskonstante und g die Schwerebeschleunigung. Um eine hydrostatische
Losung zu erhalten, muss eine hydrostatische Anfangsbdedingung der Form

Vp = —gp (1.130)

eingefiithrt werden. Setzen wir nun unseren Ansatz fiir die Stérung in (1.129) ein und betrachten
die Grenzfliche z = 0 an der oberen und unteren Seite. Der Geschwindigkeitsterm wird bis zur
ersten Ordnung in eine Reihe entwickelt.

) = —p1(gC —iwipr + ugikyipy) elFnT0)
) = —p2 (gC — iwg + UQikQ'po) €(ikhf‘7iwt) (1.131)
(1.132)

p+(z
p-(z

0
0

Aus (1.126) erhalten wir die Amplituden der Stérung in o

1w — ikzuiC
kp
—iw( + tkzua(

Yo = T (1.133)

Y1 =

die wir in (1.131) einsetzen. Die Amplitude ¢ muss sich mit dem Ansatz linearer Stérungen
immer herauskiirzen.

jwC — ik, ] : : —1 Ky
= 1 |gC + (miw + uniky) (LSRN | e b (i + ugihy) | ST thatag
kr, ] kn,
1 . . 2- 1 . . 2
—p1 |9 — —(—iw + ikyuy) = —p2 |9+ —(—iw +ikyus)

kh ] kh

1 2- 1 2
p1 |9+ —(w— kzup) = p2|9— —(w— kyuz) (1.134)

kh ] kh
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Abbildung 1.9: Rayleigh-Taylor-Instabilitit (Quelle: wikipedia.orq)

Dies fithrt auf eine quadratische Gleichung fiir w.

(p29 — p19)kn + p1(w? — 2kzuiw + k2 4+ w?) + po(w? — 2kpuow + k2 + w?) =
(p1+ p2)o? = 2ks(p2uz + pru)w + k3 (pruf + pau3) — (p2 — p1)gkn =

2k (pruy + poug) £ \/4k%(P1U1 + pau2)? + 4(p1 + p2) [(p2 — p1)gkn — k2(p1u? + pau3)]
2(p1 + p2)

ko (prus + pauz) \/’f%(mul + pausz)? N (p2 — p1)gkn — k2(p1uf + pau3)
p1+ p2

(p1+ p2)? p1+ p2

_ s (p2 — p1)gkn n k2(p1uf + 2p1paurug + paud — prui — pipaud — p1paud — paud)
p1+ p2 (p1 + p2)?

_ Kalpru +ppua) | (P2 = pr)gkn | Kipipa(ur — uz)?
p1+ p2 p1 -+ p2 (p1 + p2)?

(1.135)

Gleichung (1.135)) ist die Dispersionsrelation, die wir fiir unseren Ansatz (1.121) erhalten. Man
unterscheidet nun im Wesentlichen drei Fille.

Wasserwellen: p; < p2, u; =u2 =0
Ruht das Fluid im Schwerefeld und befindet sich das weniger dichte oberhalb des dichteren,
reduziert sich die Dispersionsrelation auf

W12 = + gkh (1.136)

und man erhilt zum Beispiel Wasserwellen mit folgenden Phasen- (v,) und Gruppenge-
schwindigkeiten (vg)

w g
p kn kn
dw 1 /g 1
Y9 dkn, 2\ E, 27 (1.137)

Folgerung. Die Phasengeschwindigkeit steigt mit der Wellenlinge (A = ih), w ist reell,

28



1 Hydrodynamische Grundlagen

Abbildung 1.10: Krebsnebel mit RT-Fingern (Quelle: wikipedia.org)

= 4

Abbildung 1.11: Kelvin-Helmholtz-Instabilitit am Saturn (Quelle: wikipedia.org)

daher sind alle Losungen stabil (4 ~ eisz—th)),

Rayleigh-Taylor-Instabilitaten: p; > ps, w3 =u2 =0

— p1)gk — p2)gh
wig = £y L2 PGk _ (0L p2)ghn (1.138)
p1L+ p2 pP1+ p2

Folgerung. Man erhdlt nur instabile Losungen auf allen Wellenlingen.

An Stelle der Schwerkraft konnen auch andere Kréfte treten, die ein diinnes Material gegen
ein dichteres driicken. In stellaren Winden oder planetarischen Nebeln tritt das Phdnomen
auf, dass ein diinnes Gas ein dichteres anzuschieben versucht und sich Rayleigh-Talyor-
Instabilitdten ausbilden. Auf den Abbildungen (1.9) und (1.10) sind die typischen 'Finger’
der RT-Instabilitéten zu erkennen.

Kelvin-Helmholtz-Instabilitat: p; = p2, w1 # uo

(ur +u2) | . (u1 —u2)
At YA § A Sk .7
2 ey
Folgerung. Auch die Kelvin-Helmholtz-Instabilitdten wachsen aufgrund der imagindren

Kreisfrequenz mit der Zeit unbegrenzt an.

wi2 = kg (1.139)
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[14.11.2006]

2.1 Definitionen

Die wichtigste Grofie im Rahmen der Strahlungstheorie ist die spezifische Intensitat I, (7, 7, t),
die von der Frequenz v, dem Ort 7, der Propagationsrichtung der Strahlung 7 und der Zeit ¢
abhéngt. Es ist Konvention, die Frequenz nicht in die Argumentenliste, sondern als Index zu
schreiben. Auflerdem ist zu bemerken, dass die spezifische Intensitit bildlich gesprochen jene
Strahlung ist, die einem Beobachter, der in Richtung 7 blickt, auf dem Riicken trifft.

I, ist nun tiber die Energiemenge de definiert, die pro Zeitintervall dt und Frequenzintervall dv
durch eine Fliche dA, orientiert in Richtung 7 dringt.

de = I,dAdQdtdy cos © (2.1)

Der Raumwinkel df) lautet in sphérischer Geometrie dS) = dpsinfdf, und O sei der zwischen 77
und der Flidchennormale eingeschlossene Winkel. Fiir isotrope Strahlungsfelder ist die spezifische
Intensitét richtungsunabhéngig, also keine Funktion von ©.

Fasst man die Strahlung als Photonengas auf, lisst sich eine Verteilungsfunktion f, (¢, Z,p) im
Phasenraum definieren (vgl.: Boltzmann-Gleichung). m,d%p ist die Anzahl der Photonen pro
Volumen an mit den Impulsen (p,p’+ dp) = (hv/c)(1,7 + dii) und man findet

I,

= ey (2.2)

Ty

Die spezifische Strahlungsenergiedichte F, ist Strahlungsenergie pro Einheitsvolumen und
Frequenzintervall, integriert iiber den Raumwinkel.

E, = 1/L,dQ (2.3)
c
E = / E,dv (2.4)
0
Der Strahlungsfluss F,
= / AL,d0 (2.5)

ist im Fall eines isotropen Strahlungsfeldes identisch Null (gleiche Betrige aus allen Richtungen).

Bemerkung. Im Allgemeinen muss I, bekannt sein, um die daraus abgeleiteten Grdfien be-
stimmen zu konnen. Nur fiir gewisse Niherungen ldsst sich die spezifische Intensitdt a priori
ableiten.

Der symmetrische Strahlungsdrucktensor P,

1
P,=- / it I, dQ) (2.6)
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2 Grundlagen der Strahlungstheorie

hat die Eigenschaft, dass die Spur iiber P, gleich der spezifischen Strahlungsenergiedichte ist.
TrP, = E, (2.7)

Spezialfall (Isotropie). Ist das Strahlungsfeld isotrop, so vereinfacht sich der Strahlungsdruck-
tenstor zum skalaren Strahlungsdruck mal der Einheitsmatrix.

P, =Pl (2.8)
und die Spur ergibt
TrP, = 3P (2.9)
sodass )
P, = gE,,I (2.10)

und sich folgende Beziehung fiir relativistische Gase (v = 4/3) ergibt.

Prad = (7 - 1)Eu (211)

2.2 Strahlungstransport

2.2.1 Die Strahlungstransportgleichung

Betrachten wir zwei Punkte Z und Z + dZ, zwischen welchen keine Absorption stattfinden soll.
Dann muss die spezifische Intensitédt an beiden Punkten gleich sein.

I(Z,71,t) = L(Z + d, i, t + dt) (2.12)

Macht man eine Tylorentwicklung der rechten Seite, erhalten wir die homogene Strahlungs-
transportgleichung (STG) (2.13)). Die betrachtete Strecke dz sei gleich der Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Strahlung (Lichtgeschwindigkeit ¢) mal dem Zeitintervall dt, also dx = cdt.

18[,,
c Ot

+ VI, =0 (2.13)

Im Allgemeinen werden jedoch Quell- und Senkterme in der STG auftreten. Mit a,, bezeichnen
wir dem Absorptionswirkungsquerschnitt bzw. mit k, = % den Wirkungsquerschnitt pro Masse.
Die Absorption ist dann gegeben durch —a,, I, und die Emission bezeichnen wir mit j,. Das fithrt
zur streufreien Strahlungstransportgleichung (2.14).

18],,
c Ot

+iVI, = j, —a,l, (2.14)

Die GroBle k, heifit Opazitét und ist eine (im Allgemeinen natiirlich nicht konstante) Materi-
alkonstante des Plasmas. Ein Materieelement der Lénge dl, Querschnittsfliche dA, normal auf
Strahlung in Richtung 7 in einen Raumwinkel df2, entzieht eine Energiemenge

de = o, I,dldAdQdvdt (2.15)

im Zeitintervall dt.

Die Emissivitdt j, ist so definiert, dass ein Element Materie dldA den Energiebeitrag
de = j,dldAdQdvdt (2.16)

in den Raumwinkel d€2 im Frequenzintervall (v, v 4 dv) in der Zeit dt emittiert.
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2 Grundlagen der Strahlungstheorie

Beim Durchgang durch ein Medium kann es zusétzlich zu den Absorptions- und Emissionstermen
noch Beitriage durch Streuung aus anderen Richtungen und Frequenzbereichen geben.

1 Il/ e . o
fa——i—nVI,, = j,,—ozl,I,,—f—a,,/ dV’/dQ’
C 375 0
L, v A1, L A1,
. |:—R( /7n/]/7 n);]’y (1 + 2k1/,3) =+ R(l//’nllj, n)[,/ <1 + W)]
(2.17)

Wir beschrinken uns aber auf isotrope Streuung ohne Frequenzinderung, also v = /. Dann
erhalten wir

laly
c Ot

wobei die Grofle J, das erste Strahlungsmoment eines axialsymmetrischen Strahlungsfeldes ist
und einer mittleren Intensitéit entspricht.

+ iV, = j, + oy Jy — (o + )1, (2.18)

1
J, = 1/ 1, cos 0df (2.19)
1

2.2.2 Diffusionsapproximation

Wir 16sen die STG unter Vernachléssigung der Streuterme (o, = 0) nach I, auf.

g1 <1afy

I Jvo_ -
Yoy, ay \e Ot

- ﬁﬁly) (2.20)

In einer lokalen Approximation und unter der Annahme, dass a,, grof} ist im Vergleich zum Term
in der Klammer, lédsst sich der ganze Klammerausdruck vernachléssigen. Im statischen, homo-
genen Fall sind die Ableitungen identisch Null. Im lokalen thermodynamischen Gleichgewicht
zwischen Absorption und Emission gilt folglich

o= (2.21)

Qy

Fiir thermische Emission im Plasma gilt das Kirchhoff’sche Gesetz und wir nennen den linken
Term Quellfunktion S, .

=5, = B(T) (2.22)
oy
Die Planckfunkton B,
2P 1
BTy =22~ (2.23)

c? el% —1
beschreibt die spektrale Strahldichte eines schwarzen Korpers.

Eine Verbesserung der Approximation erhélt man, wenn man diese 'nullte Losung’ (2.21) wieder
in die STG einsetzt. . L1198 ] )

A A ey (I W 2 2.24

v Q, q |cdt \ay, o oy ( )

Oft sto8t man auf Konfigurationen, die man in drei Regionen aufteilen kann. Einen inneren
Bereich, in dem die Losung (2.21) gilt, einer Thermalisierungsregion, in der die Approximation
(2.24) funktioniert und einer sehr diinnen Grenzschicht, in der diese N&herungen sicher falsch
sind (Abb. 2.1). Die Dicke dieser Schicht, welche die Grenze zum duleren Medium darstellt ist
von der Groflenordnung AL, ~ p%y, der mittleren freien Weglinge der Photonen [, = 1/«, bei
einer Frequenz v.
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2 Grundlagen der Strahlungstheorie

AL,

Thermalisierungsregion

Abbildung 2.1: Regionen, in denen Approximationen gelten

Die Energiediche FE,, der Strahlungsfluss F, und der Strahlungsdrucktensor P, lassen sich fiir
die Ndherung (2.24) folgendermafien bestimmen.

47 4, A 0 [ ju
B, = Sl T C (I

ca, 2ot \a,
. Ar = [,

3ay, oy

P, - 1 {4”” ir 0 <]”)] (2.25)

3| ca, a,2ot\a,

[21.11.2006]

2.3 Momentengleichungen

2.3.1 Momente der Strahlungstransportgleichung

Unter der Annahme von Isotropie und ruhender Materie betrachten wir die Momente der Strah-
lungstransportgleichung. Wir fithren die Integration iiber d{2 durch und verwenden die Defini-
tionen fiir die Strahlungsenergie E, und den Strahlungsfluss F,, (2.5).

101, - )
- i IZ/ - v — l/Il/ Q
T + 1V Ju—« | /d
E, oo .
8815 +VF, = 4nj, — aycE, (2.26)

Gleichung (2.26) ist das nullte Moment der Strahlungstransportgleichung und enstspricht
einer (monochromatischen) Energieerhaltung.

Bemerkung. Das nullte Moment der Boltzmanngleichung spiegelt die Massen- oder Ladungs-
erhaltungerhaltung wider und liefert eine Kontinuitdtsgleichung.

Mit Hilfe des Strahlungsdrucktensors P, (2.6) lisst sich das erste Moment durch Integration
iiber 77dS2 folgendermafien darstellen.

10F,
c Ot
Gleichung beschreibt die (monochromatische) Impulserhaltung.

+¢VP, = —a, F, (2.27)
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2 Grundlagen der Strahlungstheorie

2.3.2 Kollektive Effekte

Interessiert man sich fiir die kollektiven Effekte beim Strahlungstransport, ist es sinnvoll die
Gleichungen noch iiber den Frequenzraum zu integrieren. In dieser Betrachtung ist es dann
egal, ob der Energieaustausch iiber Rontgen- oder Radiostrahlung usw. zwischen Strahlung und
Materie von statten geht. Ein typisches Beispiel ist Staub; dieser absorbiert im UV- und emittiert
im infraroten Spektralbereich.

E == >
8* +VE = / dv(4mj, — apcEy) (2.28)
ot 0
10F o0 ,
- P = - dva, F,
T +cV /0 vo
10F o0 F,
0725 + VP = -— /(; duaycc—Q (229)

Mit % ist die spektrale Strahlungsimpulsdichte gegeben und «,, ¢ ist eine Absorptionswahrschein-
lichkeit pro Zeit.

Integriert man (2.29) iiber ein beliebiges Volumen, dann beschreibt der Ausdruck die Anderung
der Strahlungsenergiedichte durch die Emission vom Material abziiglich der Absorption und dem
Nettofluss iiber die das Volumen berandende Oberfldche. Analog lésst sich als die An-
derung der Strahlungsimpulsdichte durch Impulsbeitrag vom Material, abziiglich Impulsverlust
vom Strahlungsfeld durch Absorption und Impulsfluss iiber die Fliache interpretieren. Gleichung
(2.28) beschreibt also die Strahlungsenergieerhaltung, mit wird die Strahlungsimpulserhal-
tung ausgedriickt.

2.3.3 Kopplung mit Hydrodynamik

Die hydrodynamischen Kopplungsterme sind (2.28) und (2.29)

¢ = / dZ//dQ(j,,—oz,,L,)
0

1 [o¢]
Jg = / du/dQﬁ(j,,ozl,I,,) (2.30)
€ Jo

wobei ¢° iiber die Energiegleichung

91 4 (1o P
gn [2,01) + ep] +V [(20 + h> pv] =—g (2.31)
und ¢ {iber die Impulsgleichung (1.34) im Euler’schen Bild gegeben sind.

8(5';:) + Y (ptt") + Vp = - (2.32)

Somit werden die hydrodynamischen Variablen des Mediums (Dichte p, innere Energie €, Ent-
halpie h, Geschwindigkeit ¢, Gasdruck p) an das Strahlungsfeld gekoppelt. Es sei noch einmal
darauf hingewiesen, dass um, die kollektiven Grofien des Strahlungstransportes zu erhalten, F,
und ﬁy iiber I, aus der STG berechnet werden miissen.

In diesem strahlungshydrodynamischen System miissen nun wieder die Gesamtenergie und der
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Gesamtimpuls erhalten sein.

a 1 2 —d 1 2 g
— |= E — v+ F| =
pr [2pv +ep+ ]—i—Vsz +h>pv+ } 0
o . F ., .
A + 2 +V(po" +P)+Vp = 0 (2.33)
Bemerkungen. e [m Sterninneren herrscht in guter Niherung lokales thermisches Gleich-

gewicht und die Intensititsverteilung ist tiber die Planck-Funktion gegeben (2.21]2.22). In
der Atmosphdre gilt dies nicht (— Energieniveaus (?)).

e Im Gleichgewicht von Absoprtion und Emission sind die Integrale tiber 4mj, und aycE,
gleich, die Terme selbst jedoch nicht.

/ (4mj, — aycE,) =0 (2.34)
0

Bsp.: Staub - Absorption im UV, Emission im IR.

2.4 Stationare STG

Gegeben sei die STG (2.20) im stationiiren Fall (8; = 0) in ebener Geometrie (7V = cos 0d/ds).
Wir betrachten also eine planparalelle Schichtung (r — oo) und definieren die optische Tiefe
7, als typische Skala fiir die Photonenwegstrecken.

dr, = ay,ds (2.35)

Mit 0 sei wieder der Winkel zwischen 7 und der Blickrichtung bezeichnet und p = cos .

oL, — ju I
'ué?ﬂ, o Y
= S, -1, (2.36)

Mit S, wird wieder die Quellfunktion (2.22) bezeichnet.

TV —Ty

T Tv 1 _m=m
Ln) = L) ¥+ / drjpre FSM). w<o

I )
— L) +/ e S, n> 0 (2.37)
0

Gleichung (2.37) ist die formale Losung der ebenen STG in dieser Vorzeichenkonvention (2.35).

Betrachten wir die Quellfunktion S, im Fall lokalen thermischen Gleichgewichts und Beitrégen
durch isotrope Streuung noch etwas genauer.

Jv = KBy +o,dy
Jv Ra Oy

- B, +
Ka + 0y Kg + 0y Kq + 0y

J, =5y

Die Grofle wy, heifit Albedo und ist ein Maf fiir das Riickstrahlvermogen diffusiv reflektierender
Oberfldchen.

Oy

= 2.38
K + 0 Wy ( )
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S, = (1—wy)B, +w,J,

1
S, = (=w)Bt Y [ L (2.39)
1

Zur Momentenbildung der spezifischen Intensitéit betrachten wir kurz das Ezponentialintegral
E,

0o ,—xY 1
En(ac):/1 eyn dy:/o 2/t (2.40)

wobei der letzte Ausdruck durch die Transformation y = 1/t zustande kommt. Das Exponen-
tialintegral hat folgende Eigenschaften:

i.) Rekursion {iber Ableitung
E!(z) = —E,_1() (2.41)

ii.) Rekursionsformel

E,(z)= (e7* —xE,_1(x)) (2.42)

iti.) fiir x > 1 verhilt sich E,(z) wie e™ 7 /z.
Bilden wir nun also die Momente der Intensititsverteilung unter Verwendung der Eigenschaften
von F,,.

1 1
J, = 2/ I, (p)dp (2.43)
= *10E2 ) / Sy(r))Er(|7, — 7 |)dr, (2.44)
= E
47
1 1
H, = 2/ I, () pdp (2.45)
-1
1 1 [
— 2[0E3(Ty)+2/ SV(TL)EQ(‘T,,—Tl',|)d7,isign(ﬂ’,—7y) (2.46)
0
1,
47
1 1
K, = 2/ o (1) dp (2.47)
= IOE4 ) / Sy(r})Es(|m — 7|)dr, (2.48)
= P
A7

Das nullte Moment .J, entspricht der mitteleren Intensitit, das erste Moment H, (2.5,
2.45), der Strahlungsfluss heifit auch oft Eddington-Fluss und das zweite Moment, der Strah-
lungdsdruck K, wird auch als K-Integral bezeichnet (2.6, .

dH, dK,
=J,—8,, =g, (2.49)

dr, dr,

Bemerkung. Fir grofie optische Tiefen (1, bzw. x sehr groff) werden die Randbedingungen
unbedeutend und der Iy-Term verschwindet wegen
—T
lim & =0

r—00 I

und man kann die untere Grenze des integrals formal gegen —oo gehen lassen und eine weitere
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Eigenschaft des Exponentialintegrals verwenden.

o0 o0 2
/ En(r)dr,  — / En(|r|)dr, = 2
0 —00 n

So lisst sich der Eddington-Faktor f, fir isotrope Strahlungsfelder bestimmen.

K, 1 2 1
? —_— = = — — —_ = —
() 7, fz/ 251/(7'1/ 00)3 3 (2.50)

Zur weiteren Vereinfachung sei S, = S = const angenommen.

1 oo
J, = EQ(TV)+S/ El("]’y—’]’l/,‘)d’]’/
2 2 J,

1 S
~ CFy(r) 4+ 2
CBa(n)+ 5 [~Ex(n) + 1
1 1
= lpm)+ s[ Em)] (251)
2 2
Wir definieren eine Entweichwahrscheinlichkeit Pog.
1
Pesc = §E2(7—u) (2.52)

welche die Wahrscheinlichkeit angibt, dass ein Photon in eine gewisse optische Tiefe 7, gelangt.

Im Rahmen der Vereinfachung frequenzunabhéngiger Groflen (graue ebene Atmosphére) macht
man auferdem einen Ansatz iiber die sogenannte Hopf-Funktion q(7) (Verweis auf das Skriptum
aus ’Astrophysik’ von Herrn Prof. Dorfi bzw. Literatur).

K = HI[T+4 qo(7)] = H [T + const|
J = 3H [T+ q(71)] (2.53)
Fiir den Eddington-Faktor f gilt dann

_K _ Tt
/= A e

und im Fall thermischer Emission J = B = arcT?/4x fiir die Temperaturschichtung 7 in der

grauen, ebenen Atmosphére
3
T = . (T +q(1)). (2.54)

In der Eddington-Approzimation ergibt sich ein ¢(7) = const = 2/3. Die Schichtung ist also so
aufgebaut, dass in der optischen Tiefe 7 =2/3

T =T (2.55)

gilt. Von dort aus gelangt der Anteil exp(2/3) = 0.5 der Photonen zum Beobachter. So ist
die ’Oberflache’ eines Sterns, wo also (2.55) gilt, bei einer optischen Tiefe 7 = 2/3 zu finden.
Ohne Zuhilfenahme der Eddington-Approximation bestimmt man die Hopf-Funktion zu ¢(7) =
(v/3/4)'/4, die Niherung stellt sich daher als sehr gut heraus.

[05.12.2006]
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2.5 Strahlungstransport im mitbewegten Bezugssystem

Wir wollen den Strahlungstransport in einem sich relativistisch bewegenden Medium beschrei-
ben. Ausgehend von der bekannten Euler’schen Formulierung wird eine Lorentztransformation
(2.63) in das mitbewegte Koordinatensystem des Mediums gemacht. Aufgrund der Anisotropie
des Strahlungsfeldes und des Dopplereffekts treten fiir einen ruhenden Beobachter Abberations-
effekte auf. Im Lagrange’schen Bild sind Emissions- und Absorptionskoeffizienten winkelunab-
héngig und daher isotrop.

2.5.1 Relativistische Kinematik und Lorentztransformation

Es seien durch (2.56) die 4er-Koordinaten eines Teilchens gegeben und das Linienelement ds
in (2.57) definiert.
= (et,7), pn=0,1,2,3 (2.56)
ds® = 2dt* — di* (2.57)
Das Linienelement ist ein Maf fiir den Abstand zwischen zwei Punkten in diesem vierdimensio-
nalen Raum (Minkowski-Raum).

Die Beziehung zwischen der Figenzeit s und der Koordinatenzeit t lautet

ds 1 [dP\? 1
Tyl = =) == 2.
dt c? <dt> 0% (2:58)

und die 4er-Geschwindigkeit

ut = % (2.59)
= etm)
= (ye %%)
= (ve,79) (2.60)
fithrt zum 4er-Impuls (2.61).
= m% = (yme, ymo) (2.61)

So lautet der 4er-Impuls eines Photons mit ym = hv/c? wobei E = hv = mc?, das sich in
Richtung 77 = U/c bewegt
hv

= (1,7). (2.62)

Py
Die Lorentztransformation (2.63) ist die korrekte Transformation zwischen zwei zueinander
bewegten Bezugssystemen unter Briicksichtigung der speziell relativistischen Effekte.
Im Folgenden seien mit (0) indizierte Gréfien jene im mitbewegten System und ein Index 0 (oben
oder unten) bezeichnet die 0-te Komponente eines Vektors. Seien also mit a:’(‘o) = (ct(o), (o)) die
Koordinaten im mitbwegten System (comoving frame) bezeichnet und mit z# = (ct,r) das
Ruhesystem beschrieben. Die Relativgeschwindigkeit der beiden Systeme sei 4 = (u1, u2, us).

A
B v Lqt
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Die 4er-Geschwindigkeit transformiert sich dann iiber

dat dwf‘o)
= = A* 2.64
ds A ds (2.64)
und der Dopplereffekt ist gegeben durch
Ti(o)U
= 1+ — 2.
v V(O)’Y( + . ) (2.65)
wobei )
Z/et it 4 (v — 1) (@)
& vid/e+ i) + (v — 1) ((7y@)d/u?) (2.66)

vy (1 + ﬁ(o)ﬁ/c)

die konkrete Lorentztransformation eines 3er-Vektors darstellt und die Aberration beschreibt.

2.5.2 Transformation der StrahlungsgréBen

Im Folgenden machen wir eine Niherung fiir kleine Geschwindigkeiten. Die Terme O(u/c)?
werden vernachléssigt, d.h. v 2 1. Sei weiters § = @/c. Gleichungen (2.65 und (2.66)) gehen dann
iiber in

S

(2.67)

Bemerkung. Die spezifische Intensitdt I, ist keine invariante Grife unter Lorentztransforma-
tionen.

Die Phasenraumdichte der Photonen m, lasst sich bestimmen zu

I,

™= s/

(2.68)

und fiir die lorentzinvariante Intensitét [, ( Lindquist 1966) muss noch ein Faktor 2
aufgrund der Polarisation beriicksichtigt werden. Das Volumen im Phasenraum ist h>.

I,

l,= ———=
2hv3 /2

(2.69)

Die Beziehung zwischen spezifischer Intensitdt im Ruhsesystem und dem comoving frame ist

gegeben durch .
3
v
I, = (V)> L,(O) (2.70)
Betrachten wir nun die Anzahl der Photonen AN.

AN = P2 BrdtdvdQ
hv
o Jv 31, 13—
= pnajed Tatdp
WwE s AP
- Brar L
htv3/c3 "E

ju 3= dgﬁ
h31/2/C3d 'I“dtf (271)
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Wir definieren die lorentzinvariante Emissivitét e,,.
ey =555 (2.72)
Die Beziehung zwischen Emission im Ruhesystem und dem comowving frame lautet

2
. v .

und mit Hilfe der lorentzinvarianten Absorption a, ergibt sich analog eine Relation fiir den
Absorptionskoeffizienten «,.

a, = ﬁ1/041, (2.74)
c
v
o, = —qy 2.75
oo O (2.75)

Setzt man nun die abgeleiteten invarianten Gréfien in die STG ein, so erhélt man die lorent-

al
73 14

p Oxt

=e, —ayl, (2.76)

Auch die in Abschnitt 2.1 definierten Grofien miissen kovariant formuliert werden. Wir bestim-
men den Energie-Impulstensor T+ fiir Photonen

d3
TH = 02/ P, (2.77)
E
und schreiben ihn mit Hilfe von (2.62) in seinen Komponenten auf.

h32

C

hv (1 \ hv 1 2 h?
22 - 2 =t
" (v) = ¢ // ( _,> . (1 7 )hyh41/3 3 —— 1, dvdQ

- //< Ht )L,dde (2.79)

Fiihrt man die Integrationen in (2.79]) beziiglich v und € durch, lisst sich der Energie-Impulstensor
tiber die Strahlungsenergiedichte E, den Fluss F' un den Strahlungsdrucktensor P darstellen.

TN ( FP;C ﬁ;/c ) (2.80)

dp=

dvdQ, E =hv (2.78)

Entwickelt man den Energie-Impulstensor bis O (%)2, so wird noch einmal deutlich, dass sich
im relativistischen Fall alle Komponenten, insbesondere auch die Energiedichte bei Transforma-
tionen dndert (hier fiir den 1D Fall).

ng( 7 (B +25F0)/c+62P ) 2/c((1+ﬁ) )+ uo) +uP ))> (2.81)
/e ((1 +6 )F(0) + uE) —I—uP(O)) v (Po) +2ﬁF(0 /e + BPEq) '

Seien mit g* wieder die Quellen und Senken zusammengefasst.
orrr 1 1Y,
Ot =9 = C// < i > (]V - al/Iy)dVdQ (282)
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2 Grundlagen der Strahlungstheorie

@ = / / L) dvdQ
g = / / v)dvdQ

Fiir die Umrechnung zwischen den Koordinatensystemen ziehen wir wieder die obige Entwicklung
heran.

—

0 ~ 0 u
9 = 90T 290

g = G+ g, (2.83)
Definieren wir mit @ = g“ die Eigenbeschleunigung und schreiben die Strahlungstransport-

gleichung im mitbewegten Bezugsystem in der Naherung der Entwicklung von Termen bis
exklusive O (%)2 an (Buchler 1983).

1+ i3 l% \vi 7o T —
tieB) | -5 TPV ) +7ie)Vio

Vo (4@, . <~ 3 (Md . o ‘
—? (C + n(O)VU) VV(o)ﬁ(O)I(O) + E <C + n(O)Vu (0)) I(O) = J(O) o Oé(o)[(()) (284)

Eine weitere mogliche Vereinfachung ist es, die Geschwindigkeitsterme (@, 0si) zu vernachléssi-
gen und nur die Anderung (im Ort) mitzunehmen. Das heifit 5= 0,d = 0.

1 Z?I(o)

2+ 70 Vo~
YO it 0 Vo n Loy + it Vol = J I 2.85
—= ViV L) + 7o Virolo) = Jo ~ aolo) (2.85)

[12.12.2006)

2.5.3 Momente der STG im mitbewegten Bezugssystem

Ausgehend von Gleichung (2.84) bilden wir die Momente beziiglich des Raumwinkels. Die Indices
(0) werden im Folgenden weggelassen, die Gleichungen sind jedoch im comoving frame zu lesen.

Nulltes Moment:

. 1D /_ - -
7 v -— (u v FI/
o+ V(@E,) + = (@F,) + VE,+
WP =, 1 |- OWE)| . .
P, — — |F, — cad = AT, — ayey 2.86
+[ £y }@Vu+c2 ey a Ty — QuC (2.86)
Erstes Moment:
10F, 1=/.=\ 1D -
- -V (uF, —— (uP, P,
c@t+cv<UF>+cD (@Py) + VP, +
v = 1 8 Pl/ — o
+= i, + F Vi (”Q ) ova- 208 & _ R (2.87)
c c Ov
Die Grofle Q, sei definiert als
Q. = /ﬁﬁﬁlde (2.88)
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2 Grundlagen der Strahlungstheorie
und hat die Eigenschaft, dass sie iiber alle Frequenzen integriert, verschwindet.
/ Qudv =0 (2.89)

Die frequenzintegrierten Momente der STG im comoving frame ergeben die Kopplungster-
me g*.

F = /(471]'” —aycE,)) dv

ot c c?
= 9 (2.90)
10F 1 i 1= B
“ 4 oV (GF) 4+ - = (aP PE—F*:—VZ,
c8t+cv(u>+ t(u)+cV + - Vi /a dv
90)
= 2.91
! (2.91)

In einer weiteren Niherung kénnen noch die Terme O(1/¢?) vernachlissigt werden. Gleichungen
(2.86, vereinfachen sich dann wie folgt.

E = PI/ = .
88 V(iE,) + VF, + [P,, - a(g )} @ViE = 4nj, — ayey B, (2.92)
1%
18F,, 1o /.5 - 15
oV (qu) + VP, + —F,Vii-
10vQy) = 10WP,) | "
. 2 AL — o 2.
P ® Vi 5, C a (2.93)
Und 2.91) werden zu.
OE - _ .. . ,
o +V(@E)+ VF+PeVu = /(47{7,, — aycEy) dv (2.94)
10F 1 o 1 2o o
o v (a )+cVP++EFVu - —/aF,,dV (2.95)

2.5.4 Zusammenfassende Bemerkungen

i.) Frequenzableitungen (0, ) spielen eine Rolle, wenn Linienopazititen dominieren. Will man
sich also zum Beispiel mit liniengetriebene Winde beschiiftigen, diirfen diese Terme nicht
vernachléssigt werden. Die Impulsiibertragung der Photonen auf den Wind spielt eine
wichtige Rolle. Beriicksichtigt man den Dopplereffekt nicht korrekt, trifft man - vereinfacht
gesprochen - die Linien nicht.

ii.) Kopplungsterme im comowving frame

gO = // dl/dQ
7 = / / ,)dvd®

und die "Transformation ins Ruhesystem’.

0 o

9

g = G (2.96)
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2 Grundlagen der Strahlungstheorie

iii.) Die Strahlungsenergiegleichung 9?0) beschreibt die Kopplung zwischen Strahlung und Ma-

terie.
iv.) Die Gesamtenergiegleichung muss einen weiteren Term berticksichtigen, ndmlich die Arbeit,

die der Strahlungsdruck verrichtet.
v.) Fiir die Diffusion gilt 'normalerweise’ F « VE. Das gilt aber nur im CMF und nicht im
Ruhesystem - es fehlt der Beitrag des advektiven Flusses der Strahlungsenthalpie.

vi.) Die Doppler-Terme sind wichtiger als die Aberrations-Terme (ist aber keine direkte Kon-

sequenz der O(u/c)-Naherung.
2.6 Diffusionsterme im mitbewegten Koordinatensystem

Wir betrachten Gleichung (2.84) und dividieren durch «,.

v 1 i 101, T
Il/(O) = ]ﬂ - |:(1 + (O)ﬁ> ( 8(0) + uvIl/(o)> +
Qg Qg c c t c
I voy (@ L =.\e
710 Vv = =\ ¢ T RO VE | Voo I T
3 (Mod . =
+E ( (C) +nyVu (0)> I,,(0>:| (2.97)
Im lokalen thermodynamischen Gleichgewicht gilt
v pr) (2.98)
Qy
und in erster Ndherung sei I, = B,. Dann wird aus (2.97)
I, =B, — ! 1+4+...]
V(0) v Oéy(o) s
und wir approximieren
~ 0B,
Voo Br = 5,70
oB,  0B,0T
ot 9T ot
1 H(o) R 10B, DT ., 0B, >
1, = B, - 14+ —= - — T—
© ) {( T u) <c oT Dt> ) (?Tv
Vo (@, . =\~ 9B, 3 (T0d _ =__
Y (c + n(O)Vu> 7(0) £y + - p + N(O)VU (0) B, (2.99)

Bilden nun das erste Moment beziiglich 2 auf (2.99), dividieren durch ¢ und néhern die Frequenz
im CMF durch die Ruhefrequenz vy = v.

(2.100)

47 B, 4
c o, c?

3 ov

0B, DT Vi 0B,
aT Dt ' 3 (33”_” )

By =

Es gilt dariiberhinaus
B,(T) < v*f ()
(T) xv°f T
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2 Grundlagen der Strahlungstheorie

und daher

womit aus (2.100) folgende Relation wird.

A B, 4

B, = -~ -
©) c a,c2 | 0T Dt + 3
4B, 47 dB, |DT Vi
c ay,c2 dT | Dt 3

_ 4B, 4xTdB, (1DT Vi

N c a,c2 dT | T Dt 3

OB, DT Vi [_0B,
2T
oT

)

(2.101)

Mit ki definieren wir das (aus Astrophysik I bekannte) Rosseland-Mittel und schreiben Glei-

chung (2.101) noch einmal frequenzintegriert an.

foo dBy L 1y

kp= 20 4 a
= dB,
fooo o dv
4 4 (1DT Vi
Egp=—B|l-— -2 4+ 1=
©) KRC (T Dt + 3)

c

Die Unterschiede zwischen CMF und Ruhesystem stecken hier in 4.
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3 Strahlende Stromungen

(09.01.2007]

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit strahlenden Stromungen (radiative flows), die zum
Beispiel in Sternwinden oder Supernovae eine Rolle spielen. Es wird sich zeigen, dass Wellen-
phénomene in solchen Medien zu einer Dadmpfung der Strahlung fiihren kénnen, sich Wellen
nichtlinear auszubreiten vermogen und es zu strahlenden Stofiwellen kommen kann.

Notation. In diesem Kapitel sei der Absorptionswirkungsquerschnitt o in Einklang mit der
Literatur mit k bezeichnet.

3.1

Stérungen kleiner Amplitude

3.1.1 Voraussetzungen und Vereinfachungen

i.) Das Medium ruht, d.h. @ = 0.

ii.) Es werden nur frequenzintegrierte Strahlungsgrofien betrachtet (grauer Fall), es gelte LTE

iii.)

wv.)

und anfingliches Strahlungsgleichgewicht. Auflerdem komme es nur durch Strahlung zu
Wairmeaustausch. Die Energiegleichung vereinfacht sich dann zu

Oe

Par = Ark(J — B) (3.1)

und sei dariiberhinaus der statische Fall angenommen.

o _ o1
ot ot
B = %T‘* (3.2)
Dann vereinfacht sich (3.1) zu
oT
Peo gy = drk(J — B) (3.3)

Seien zunéchst die typischen Zeitskalen der Storungen kurz im Vergleich zu den Anderun-
gen im Strahlungsfeld (SF) selbst. Mit anderen Worten sei das SF als statisch angenéhert.

Im Allgemeinen wird man Riickwirkungen auf das SF beriicksichtigen und I explizit be-
stimmen miissen. Vorerst beschéftigen wir uns aber mit der einfachsten Form der Strah-
lungstransportgleichung fiir den ebenen (’Richtung’ s), statischen Fall.

% =kr(B-1) (3.4)
Linearisierung der Form
T = To+Th
B = By+B = %Té + %T(?Tl (3.5)
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3 Strahlende Strémungen

o1y T
P0oCy <6t0 + 6;) = 47TI€0(J1 — Bl) + 47TI{1(J0 — Bo) + 47TI{0(J0 — Bo) + O(XQ)
aT:
P0Cs <6tl> = Adnrg(J1 — By) + 4mk1 (Jo — By) (3.6)

v.) Strahlungsgleichgewicht als Anfangsbedingung bzw. fiir den Hintergrund. Das Medium
sei als unendlich ausgedehnt und homogen angenommen; daraus resultiert ein homogenes
Strahlungsfeld.

Iy = Jop = By (3.7)

wodurch sich (3.6) weiter vereinfacht.

T
POCy ((9tl> = 47ko(J1 — B1) (3.8)

AuBerdem sei das ungestorte Strahlungsfeld isotrop.

3.1.2 Strahlungsdampfung linearer Wellen

Die Strahlungstransportgleichung lautet unter Beriicksichtigung aller Vereinfachungen

ol
871 :Ho(Bl —Il)+I€1 (B()—IO) (39)
S N——
=0

und die formale Losung lésst sich anschreiben (siehe Skriptum zu ’Astrophysik I’, Dorfi).
o0
I (f[), t) = / By (f() —1s, t):‘ioeimsds (310)
0

Betrachten wir das Moment beziiglich €2 auf obigen Ausdruck, so ldsst sich J in Gleichung
ersetzen.

Mit v definieren wir den Diffusionskoeffizienten der Strahlung, der Reziprokwert einer
typischen Zeitskala, auf der radiativer Energieaustausch stattfindet

K0Ty, v =t"" (3.11)

und sei 6 der Winkel zwischen ¥y und 7, sodass p = cos 6.

OTy (%o, t 4
1 (o, £) — 2o [—TOTl /dQ/ MTng(fo—ﬁs,t)mge_“osds]
ot POCy
= —v [Tl o, t /dQ/ T\ (%o — 7is,t)koe™ ”Osds]
—ro€/lul 4
= —v |Th (% du T1 (xo £ &, t)rpe ™ “W (3.12)
i
Ansatz (Separationsansatz). '
Ty = &y (k, t)e'k(@=20) (3.13)

Verschiedene Losungen lassen sich aufgrund der Linearitdt superponieren.
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3 Strahlende Strémungen

1 0
aéj;leik(xxo) - |:q)1€ik(zxo) - ;/ d'u/ (I)l(k7t)eik($0i5$0)ﬁoeN0€/|H|’d€’
-1 0 H
0P,
—_ = — P .14
= (), (3.14)
1 oo
n(k)=v [1 —/ du/ cos Mk:ye_ydy] (3.15)
0 0 R0

Die Losung von (3.14) ldsst sich nun bestimmen (Gl. [3.17). Definieren wir zunéchst noch die
radiative Relaxationszeit trR.

tRR(]{Z) = n(lk:) (3.16)
By (k, 1) = By (k, 0) exp (15;:5) (3.17)

In der Regel ist n(k) positiv, was zum Ausdruck bringt, dass heiflere Zonen in kiihlere strahlen.

Betrachten wir die Zeitskalen, auf denen sich die Stérungen wegddmpfen noch etwas genauer. Wir
kénnen n(k) noch etwas einfacher anschreiben (3.18) und den funktionalen Verlauf studieren.
Mit ¢ = ko/k definieren wir eine dimensionslose Variable.

>k EN? o
/ cos Mefydy = |1+ () u2]
0 Ko Ko

n(k)=v(1—¢%cot™ () (3.18)

Nun ldsst sich fiir jedes k& (Storung) in Abhéngigkeit von der Opazitit auswerten, in welcher
Zeit sich radiative Stérungen wegdédmpfen.

Die optische Dicke der Storung Ty lédsst sich folgendermaflen bestimmen.

Ho_Ho)\_T)\

0 = 3.19
k 2m 2m ( )
Wertet man (3.18) fiir verschiedene Werte von ¢ und n(k)/v aus, so zeigt sich, dass Stérungen mit
kiirzeren Wellenlédngen schneller weggeddampft werden. Betrachten wir den Grenzfall unendlicher
optischer Dicke (keine Dampfung).

¢ | nk)/v
0.0 1.0
0.2 | 0.725
0.6 | 0.382
1.0 | 0.215
00 0
vk?

(—o0: n(k:)%g—ﬂg

: _ 4dac 3
bzw. mit v = s kol

t = _—=
EZ 0T Ay~ Fraa

wobei [ eine typische Lingenskala, A, die mittlere freie Weglinge der Photonen und tg eine
Diffusionszeitskala.

ta (3.20)
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Folgerung. Je kleiner die Wellenlinge einer Storung (lineare Wellen), desto schneller wird
sie weggeddmpft. In die radiative Relaxationszeit der Strahlungsdimpfung (3.20) gehen das Ver-
hdltnis von innerer Energie des Mediums zu der Energie, die in der Strahlung steckt, sowie die
Diffusionszeitskala ein.

Die hier prasentierten Ableitungen gehen auf Edward Spiegel zuriick. In ihrer Anwendung ist
jedoch immer darauf zu achten, welche (klarerweise nicht immer gerechtfertigten) Approxima-
tionen und Voraussetzungen in obigen Formalismus eingehen.

Betrachten wir den Eddington-Faktor f. Ist I; bekannt, lasst sich f iiber J und K bestimmen.

K
=7
Jo 12 (L+¢p?) " dp
Jo L+ ¢2u2) " du
(1 — Ccot™! C)

Laut Voraussetzung der Isotropie sollte f = 1/3 sein; das ist jedoch nur fiir den Fall { = ko/k —
oo gewdhrleistet.

3.1.3 Zusiatzlicher Energie-Input

In stellaren Winden kommt es durch den Massentransport weg vom Stern zu einem zusétzlichen
Energie-Input in den Wind. Betrachten wir eine radiative Schichtung mir konstantem Input ¢
im stationéren Fall.

0

8—; = 4mro(Jo — Bo) +¢ =0 (3.22)
Fiir ¢ # 0 folgt, dass Jy # By gelten muss und die vorher angefiihrten Vereinfachungen kénnen
so nicht langer gemacht werden. Fiir die linearisierte STG und die linearisierte Energiegleichung

gelten nun nachstehende Beziehungen.

k1(lo— Bo) # 0
4’7T/€1(J0 - B(]) 7é 0 (3.23)
In diesem Fall definiert man sich folgende Groflen.
~ 01n ko
B, = B+ ST (Bo — Jo)Th
5 = dmky |ac, 3 alnﬁO(Bo—Jo) (3.24)

pCy 0T AT

Im Allgemeinen ist ¢ > 0 (Energiezufuhr) und By > Jy, was zum Ausdruck bringt, dass Strah-
lung Energie wegtransportiert. Es ist aber nicht ausgeschlossen, dass der Term %1{1‘1 = negativ
wird, dass das Medium also weniger effizient strahlt als es geheizt wird. Dann wird die Stérung

thermisch instabil.

Folgerung. FEs hdngt von den Figenschaften der Opazitdt kg im Medium ab, ob sich eine durch-
laufende Welle aufschaukelt, das heif$t Energie vom Strahlungsfeld in die Welle abgegeben wird.

Auf dieses Phénomen trifft man bei Sternenschwingungen, wo der k- Effekt bei einem gewissen
Opazitéatsverlauf zu sich verstarkenden Schwingungen fiihrt.
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3 Strahlende Strémungen

3.1.4 Zeitabhdngiges Strahlungsfeld

Mit t) wird eine neue Zeitskala eingefiihrt, die einer Photonenflugzeit entspricht.

1
thh=— = — (3.25)

107 10H;
B — 3.26
ncat—i_/f ox ! ! ( )

10Hy 10J1

ke Ot ' 3k 0x
Im Gleichgewicht einer isotropen Konfiguration gilt Hy = 0 (Isotropie) und Jy = By (Strah-
lungsgleichgewicht). Die Energiegleichung schreibt sich dann

—H, (3.27)

oT;
pcva—t1 = 4nk(J1 — By) (3.28)
wobei wieder By = %T(?Tl.
Ansatz.
Jl — Aeikxe—nt
Hl _ Beikxe—nt
T, = Cekzent (3.29)

Setzt man diesen Ansatz in das nullte Moment (3.26) ein, ergibt sich
. 1 . . .
t}\Aezkx (_ne—nt) + 7B(,L-k)€zkre—nt — %Tgcezkxe—nt . Aezkxe—nt
K T
1 . ac, 3
t\A(—n)+ —B(ik) = —T;,C—-A (3.30)
K T

und analog das erste Moment (3.27) und die Energiegleichung (3.28), wodurch wir ein Glei-
chungssystem erhalten, das wir in Matrixform aufschreiben.

nty —% 1 Ji
—% pty—1 0 Hy | =0 (3.31)
v 0 n—v B,
=G

Gesucht werden Losungen mit det G = 0.
k2
(nt)\—1)2(n—u)—y(ntk—1)+@(n—y) =0 (3.32)

Wir definieren neue Variablen z = nty, a = vty und 3 = k?/3x? und erhalten letztendlich eine
Dispersionsrelation (3.33).

224 a0)+(1+a+p)z—aB=0 (3.33)

Gleichung (3.33) ist dritter Ordnung und hat demensprechend drei Nullstellen. Man erhélt ent-
weder drei reelle Losungen oder eine reelle und zwei zueinander konjugierte komplexe Losungen.

Wir betrachten drei Grenzfille.
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tx — 0, entspricht ¢ — oo also 'quasistatischer Strahlung’. Wir dividieren durch «,
riicksubstituieren und lassen ¢y gegen Null gehen.

343 243
noty n-ty nty
s (o + )VtA + (a+ 0+ )VtA 16
n
1H— =
B+1)-

Auflosen nach n fithrt letztendlich zu (3.34).

(3.34)

Die Losung (3.34) entspricht dem Fall der Eddington-Ldsung. Man erhélt thermische Re-
laxation auf einer Zeitskala 1/n.

3% ik
Ji=(1+ ﬁ) 'B;, H = —3?J1 (3.35)

v — o0, entspricht extrem hoher Warmekapazitit ¢, — 0. Die Stérung im strahlenden
Fluid kann nur {iber Strahlung propagieren.

P -2+ (B+1)z = 0

2(22 =224+ 6+ 1)
2((z=172%4+8) = 0

I
o

Man erhélt drei Losungen z1 =0, 203 =1+ 2k/\/§m

z1=n=0 — Bj beliebig, J; wie oben

. 1
za3 — Jp = e Utheik@Ee/V3) 4~ g 3.36
2,3 1 1 \/§ 1 ( )

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der auf der Zeitskala ty geddmpften Strahlungswelle (e_t/ tx.
Term) ist Uphase = UGruppe = €/ /3, weil wir von einer N&herung fiir optisch dicke, isotrope
Medien ausgegangen sind. Im optisch diinnen Fall konnen sich die Wellen frei mit v = ¢
ausbreiten.

Homogene Storungen mit £ =0 — g = 0.

2 _(a+2)z+a+1) =

2(z=1)(z = (a+1))

2(z

Die drei Losungen lauten z; =0, 29 =1 und 23 = a + 1.
21=n=0—>J1=Bl, H1=0 (3.37)

Die triviale Losung ergibt ein isotropes Strahlungsfeld mit Nettofluss Hy = 0.

1
Z9 = 1— ng = a — Bl = J1 = 0, H1 beliebig (3.38)
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Fiir lange Zeitskalen wird die Asymmetrie im Strahlungsfeld abgebaut und das Strahlungs-
feld isotrop. Man spricht auch von der Isotropierungsmode (isotropization mode). Photonen
werden laufend absorbiert und in beliebige Richtungen reemittiert; die anfingliche Aniso-
tropie wird auf der Zeitskala ¢y ausgeglichen.

By

m=a+1l—=ng=v+— —J1=——,
ty vty

H =0 (3.39)
Auf dieser Zeitskala (u+i)*1 findet Energieaustausch statt (Austauschmode). Es gilt tota-
le Energieerhaltung, wobei Strahlungsenergiedichte und Gasenergiedichte einem stdndigen
Wandel unterliegen.

Nun wollen wir noch die Unterschiede zwischen optisch diinnen und optisch dichten Medien

herausarbeiten.

i.) B =k%/3k? < 1 - optisch dick.
Entwickeln fiir kleine 8 (Linearisierung) ergibt wieder drei Losungen fiir n.

2

na (k) = 1,3% (14 vty)" (3.40)

Die erste Losung ergibt wieder thermische Relaxation auf einer typischen Zeitskala,

”2(k):u<1_k72vtx—1>

3KZ vty

(3.41)

Losung zwei entspricht der Isotropisierungsmode

na(k) = v+ — — < K 1> (3.42)

ty @I/ti(l—l—lﬂf)\)

und ng3 gibt wieder die Austauschmode auf einer endlichen Zeitskala.

ii.) 8> 1 - optisch diinn.

2 —(a+2)22+(a+B+1)z—aBf = 0 \

R

z—a = 0

Die einzige reelle Losung ist also nty = vty — n = v, eine geddmpfte Stérung.

Mit einer Entwicklung fiir grofle 0 ergeben sich zwei weitere gedampfte Losungen
ick
Z93 = cCk 7 (3.43)

mit Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢/v/3.

3.2 Marshak-Wellen

Bisher haben wir uns mit kleinen Stérungen beschéftigt. Nun sollen sogenannte Marshak-Wellen
bzw. Verdampfungsfronten betrachtet werden. Solche thermische Wellen resultieren aus Warme-
leitungsprozessen in opaken, strahlenden Fluiden. Es tritt nichtlineare Warmeleitung auf, wenn
eine heifle Quelle in kaltes Umgebungsmaterial strahlt. Derartige Konfigurationen findet man
im Rahmen der Sternentstehung oder bei SN-Explosionen.
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Ansatz (Nichtlineare Diffusionsgleichung - Fluss im optisch dicken Bereich).

16013 0T
F=— — 3.44
3kp 0z ( )
Ansatz (Opazitit).
T —n
K = Ko (T) ., ko=kr(T=Ty=T(z=0)) (3.45)
0

n = 0 entspricht zum Beispiel reiner Elektronenstreuung, der Fall n = 3 heifit Kramers-Opazitdt
und gilt im stellaren Bereich zwischen 10° — 107 K.

P  1607° 0T
3Ty Oz
- _ 160 ng-‘rll
3(4 4+ n)koTy 0z
oT -
T - _VF
PCv ot
0 60 oTm™ 4 (3.46)
0z n+4 JproT 0z '

3.2.1 Selbstdhnliche Lésungen

Wir fithren die dimensionslose Temperatur © = T'/T} ein und suchen selbstihnliche Lisungen,
sodass sich obige partielle Differentialgleichung zu einer gewthnlichen DG vereinfacht. Diese selb-
stdhnlichen Lésungen héngen sehr stark von der Wahl der Randbedingungen ab. Die Wahl eines
fixen Tp ist einigermaflen 'unphysikalisch’ und sollte durch einen konstanten Strahlungsinput
ersetzt werden. Dann hélt der Ansatz selbstdhnlicher Losungen jedoch nicht mehr stand.

Wir fithren also eine neue Variable ¢ = Kzt~1/2 ein.
o€ —12 08 Lo 3
98 _ g1z, 98 L Lpy-an
B Cot 2 ‘
und setzen in (3.46) ein
1 T d@Kzt g _ 160 n+4dQ@7+(Kt 1/2y2
2P0 T 3t A)prely 0 dg2
2Qn+4
de %f—’g 3(n +4)p2koc, Tyt de?
Man erhélt also die gewohnliche Differentialgleichung
d?enti 16073
— ——2AK2 it A=—"—0 A4
3 dé s mi 30n + 1) p2rocy (3.47)

und beniitzt man noch die Freiheit in der Wahl der Konstanten K = /1/(2A), vereinfacht sich

(3.47) zu
g@ d2@n+4

= a (3.48)
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Die Randbedingungen lauten
@(5 = 0) = 17 @(5 > Smax) = 0. (349)

Prinzipiell exisitieren beliebig viele Losungen zum gestellten Problem. Es werden nun Losungen
gesucht mit der 'richtigen’ Steigung an der Stelle &y ax, aulerdem soll der Fluss auflerhalb dieses
Bereiches verschwinden. Betrachten wir im Folgenden also die Umgebung des Punktes &ax.

Wir integrieren Gleichung (partielle Integration)

0o d@n+4
£O + / Od¢ = —
¢ dg
und betrachten die Variable & relativ zu pax indem wir &€ = ax — AE definieren.
Emax oo d@n+4
(Con = 2900+ [ ot [0t — -
E é‘t[lax d§
~OAE =0
d@n+4
max® = -
3 i
mde = —(n+4)0"240 | /
n+4
maxé = ———O" 4 C 3.50
Emaxé —— + (3.50)

Die Integrationskonstante C' kann iiber die RB zu C = €2, bestimmt werden.

Fiir Gleichung (3.50) konnen numerisch Losungen gesucht werden, indem bei einem gewéhlten
Emax zu integrieren begonnen wird und durch Variation jener Anfangspunkt gesucht wird, an
dem O(¢ = 0) = 1 gilt. Die numerisch gefundenen Werte fiir {yax, an denen diese Bedingung
erfiillt wird, werden in folgender Tabelle fiir verschieden gewéihlte n (Ansatz[3.45) aufgelistet.

n | &max €
0 | 1.231 | 0.94
1 | 1.171 | 0.951
2 | 1.143 | 0.96
3 | 1.120 | 0.965
10 | 1.057 | 0.982
! ! !
00 1 1

Je grofer n, desto 'rechteckiger’ wird die Losungskurve von ©(&). Die in der Tabelle vorkom-
mende Grofle € ist ein MaB fiir die Energie.

Zmax
E = pcv/ T(z)dz
0

_ (30" (4 + n)kocy i /gma" Ode
320'tT0 0

=const=a =e

= ae (3.51)
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Vergleicht man obigen Ausdruck wieder mit der Konstanten K, ergibt sich
pcy To K
i

Folgerung. Die Ausbreitung der Welle ist proportional \/t.

(3.52)

3.2.2 Bemerkungen zu nichtlinearen Wellen

i.) Der Energieaustausch durch Strahlung (Heizung) ist im Allgemeinen ein Prozess, der relativ
rasch von sich geht. Das bedeutet, dass die Approximation einers statischen Mediums
(u = 0) gerechtfertigt ist (vgl.: Ionisationsfronten in ’Astrophysik I’, Dorfi).

ii.) Die nichtlineare Diffusionsgleichung

(g =V(I"VT) (3.53)

fithrt zu einer Front-Ausdehnung proportional ¢/(+2),

iii.) Wie eingangs erwéhnt, spiegelt die gewéhlte Randbedingung konstanter Temperatur 7y im
Allgemeinen nicht die physikalischen Gegebenheiten wider. Wahlt man eine winkelabhéin-
gige Einstrahlungsintensitit (cosf = p)

I(z=0,u)=1" (3.54)

fihrt das auf a
I"=I(-1<p<0)=—-T4 (3.55)
T

und es ist unumgénglich, die STG fiir diese speziellen RB zu 16sen. Dann erhélt man

1 11 ort 1
—rd - L, = 2T 3.56
2 3 kp 0z l2=0 270 (3.56)
~—
:)\p
und es zeigt sich, dass die vorhin angewandte Randbedingung fiir kK — oo zum richtigen Er-
gebnis fithrt. Andernfalls muss (3.56) mitgeldst werden und die Ahnlichkeitstransformation

ist nicht erlaubt (max — Zmax)-

3.3 Strahlungsdruckgetriebene Winde

3.3.1 Windgleichung

Ausgehend von einer sphérischen, stationdren Konfiguration und der Néherung isothermen Plas-
mas formulieren wir die Bewegungsgleichung fiir das Medium.

du dp GMp

pu% = —% - ) + frad (3‘57)

Wegen der Isothermie ergibt sich wieder die EOS
p=c2p, cs=const (3.58)

die wir in (3.57) einsetzen.

(3.59)
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Fiir stationdre Winde gilt
1 d
ﬁ%(ﬂpu) = (3.60)

was den konstanten Massenverlust M zum Ausdruck bringt.

M = 4nr?pu = const (3.61)
d
— 2lnr+Inp+Ilnu = const ]d—
,
2 1ldp 1du

z = .62
7‘+pdr+udr 0 (3.62)

Wir eliminieren den Dichtegradienten in (3.59)) und erhalten

du 2C§ cs du GM frad
U— = — -2 _
dr r u dr r? p
lad G 2 GMfu
2dr  2u2dr 71 72 p
1 2\ du? 2¢2 GM  frad
S-S o 2% A e 3.63
2 ( u2> dr r r2 + p ( )
—_———
=Jeft

mit (3.63) die stationire Windgleichung. Die Gleichung hat an r = r, einen singulédren bzw.
kritischen Punkt (Schallpunkt), wo u = cs. wird. Mit geg wurde die effektive Schwerebeschleuni-
gung eingefiihrt.

Bemerkungen. o Wenn fruq =0, bleibt folgende Gleichung aufzulésen
22 GM
- r.———=0 3.64
Cs’rc r2 ( )

und der kritische Punkt bestimmt sich zu

GM

Te = ——.
22

(3.65)

o Im Allgemeinen ist f,.q eine Funktion der Geschwindigkeit und deren rdumlicher Ableitung
und die Bestimmung des Schallpunktes wird nicht trivial.

3.3.2 Impulsbeitrag durch Strahlung

Wir wollen den durch die Strahlung auf den Wind iibertragenen Impuls nun etwas niher be-
trachten und machen betrachten den hydrodynamischen Kopplungsterm (2.30).

o
Jad _ By (3.66)

p cp Jo

Im Fall frequenzunabhéngiger Opazitét k, ergeben sich iiber die Leuchtkraft L folgende Abhén-
gigkeiten.
1
L =4mrF = const  — F o — (3.67)
r
Daher ist auch g,,q und somit die effektive Schwerebeschleunigung geg proportional 1/72.
Ein geeigneter Ansatz flir gr.q ist, die ausgeiibte Kraftdichte als Summe der Beitrige durch

Thomsonstreuung, das Kontinuum und Linienwechselwirkung aufzuschreiben.

55



3 Strahlende Strémungen

Ansatz.
9rad = Yrad,Th + Jrad K + Yrad,L (368)

Sei n, die Elektronendichte und mit op der Thomson-Querschnitt bezeichnet.

neor L

Grad,Th = (3.69)

cp 4mr?

Der Quotient n./p driickt den lonisationsgrad des Plasmas aus und sei im Wind eine konstante
Grofle. Wir definieren v = gyaq,1h/g und schreiben die Wingleichung an.

@2 dr 2 (1 =) + Grad,L + Grad K (3.70)

1( _c§>du2_2c§_GM
2

In den meisten Féllen ist graq x vernachlissigbar, wir setzen diesen Beitrag daher im Folgenden
Null.

Als Referenz betrachten wir Zeta Puppis, (Teg = 42000K, R = 19Rsonne, Y = 0.17,1log g = 3.5),
fiir den sich unter der Annahme groq,1, = 0 ein kritischer Punkt

_ GM(1—7)

Te 203 = 136}%Stern

errechnet. Die spektroskopischen Beobachtungsdaten lassen hingegen darauf schlieffen, dass der
kritische Punkt viel ndher am Stern zu finden ist.

Tc,beob = 1.1Rstern

Die Annahme graq,1, = 0 ist also grob falsch.

In der Theorie strahlungsdruckgetriebener Winde muss daher g,,q explizit bestimmt werden.

47 1 oo 1
Grad = 7T/ dV/ Ky Ly pdp (3.71)
¢ 2pJo -1

Ein Vergleich der Opazitit mit dem Beitrag der Thomsonstreuung liefert einen Faktor 107,
auch wenn im Wind eines heiflen Sterns nur sehr wenige Elektronen gebunden sind. Die vielen
Metallinien im UV-Bereich (Teg = 42000K) erlauben sehr effektiven Impulstransport von der
Strahlung auf die Materie des Windes; die Linienopazitdtem dominieren. Bei einem Abstand von
etwa zwei Sternradien wird auBerdem eine Windgeschwindigkeit von etwa 1000kms~! gemessen
und der Dopplereffekt ist signifikant.

Ansatz. Fiir jede Linie gilt im einfachsten Fall

absorbierter Impuls L L, A 1
DA,

L = - 72
Jrad,L AtAm ¢ L-"Am (3.72)
wo der Ausdruck L/c den Gesamtimpuls im Strahlungsfeld angibt.
Av; A
% o —u, Am = 4rr?pAr (3.73)
V; C
Um den kollektiven Effekt zu bestimmen, summiert man {iber alle Spektrallinien ¢
L L, 1
Jrad,L. — E Zl: I Ayzm
L 1 L,
= -—— LAyA .74
c? 47Tr2pArZ L ~re (3.74)

i
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und definiert sich die konstante Grofle

L,
N = Z i Av;. (3.75)

i

Mit Hilfe des Massenverlustes M erhilt man

L u Au
Yrad, L. = 2 M eff Ar
L u du

= ——Neg— 3.76

2 M ey ( )

das heiBt graq,1, o u%. In dieser Abschétzung wurde der Strahlungstransport aber auflen vor ge-
lassen, es findet daher keine ’Interaktion mit anderen Linien’ statt. Gleichung (3.76) {iberschétzt
den Beitrag zum Impulstransport, bessere Ergebnisse liefert folgender Ansatz.

du\”
— =0.6...0.7 3.77
() o (3.77)

3.3.3 CAK-Theorie

Die in (3.75) definierte Grofle Neg ist nur in erster Ndherung konstant. Eine verbesserte Heran-
gehensweise stammt von Castor, Abott und Klein (CAK-Theorie). Bei genauerer Betrachtung
der Linienstirken stellt sich heraus, dass es viele schwache Linien, einige mittlere und wenige
starke Spektrallinien gibt. Man ersetzt die Summe iiber alle Linien daher durch ein Integral, das
man mit einem geeigneten Linienprofil gewichtet.

Im Rahmen der Theorie wird die Sobolev-Ndherung herangezogen, welche die Interaktion zwi-
schen Photon und dem Ion als lokal und eindeutig festsetzt. Es treten daher keine Gradienten
innerhalb einer Linie auf. Das fiihrt zu einer eindeutigen Zuordnung zwischen optischer Tiefe
und der Geschwindigkeit des Windes. Die Approximation setzt voraus, dass die Geschwindigkeit
eine monoton zunehmende Funktion ist (Stolwellen seien hier also ausgeklammert).

Fiir eine Linie mit Index 7 gilt
p(r)
du/dr

i = vl

(3.78)

mit der Linienstirke k' und der thermischen Geschwindigkeit véh. Sieht man von sehr ausge-
diinnten Plasmen ab, ist es gerechtfertigt vy, fiir alle Ionen gleich grofl anzunehmen.
L,

Ay; = fAy(l — 6773?) (3.79)

Verwenden wir nun dieses Ergebnis, um den Beitrag der Linien ¢ zu bestimmen.

LL, iy 1 du

Jrad L = CﬁfVi(l - 6_75)47Tp$ (3.80)

Dieser Ausdruck geht fiir 7 — oo in die Ndherung (3.75) iiber. Fiir sehr schwache Linien zeigt
die Entwicklung (7 < 1)

i o LLy [ p ) 1 du
Sradl = Vi Y du/dr ) 4mp dr
LL, |

= C——Vi(véhkl)i (3.81)

dass giad , mit dem Quadrat des Abstandes abnimmt.
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Castor, Abott und Klein hatten seinerzeit etwa 250000 Linien zur Verfiigung, um zu ihren
Ergebnissen zu kommen. Die Linienstirke wird als Potenzgesetz angesetzt

AN(k) = /OOO Lzyin(k,y)dydk:
a—2
_ No(l—oz)(k> dk (3.82)

Se Se

wobei « die zu bestimmende empirische Grofie ist und im Wertebereich 0.5 < o < 0.7 zu finden
ist. "o
5. = L (3.83)
P
Mit Hilfe einer kleinen Nebenrechnung koénnen wir obiges Integral ausfithren und den kollektiven

Effekt aller Linien im Rahmen der CAK-Theorie anschreiben. Wir betrachten die Gammafunk-

tion -
I'(z) = / t*~le~tat
0

N(k > ko) = /OO AN(K) = Ny <k>a1

ko Se

bzw. das Integral

und vergleichen mit der Summe {iber giad L-

1 du/dr\“
grad,L. = NOQUthse( / ) F(Oé)

4y SeVth P
1 47Tr2udu/dr> “
= No—=0pSe | —— | TI'(« 3.84
o gratase (T ) i) (389

Somit ist der Impulsbeitrag durch Linieneffekte zum Wind bestimmt und wir kénnen die Wind-
gleichung fiir u > ¢, aufschreiben.

du L N 47 @ du\“
2 0 2
— = =S — - r — ] —GM(1-
r udr cQS Vth ym <SevthM> () <7“ udr) GM( v)
=const
du\“
= O r2y= —GM(1 -
(Puf) - ema-n)
2, du

Zur Diskussion des Ergebnisses definieren wir y = reug.
y+GM(1—~)=Cy” (3.85)

Gesucht werden Losungen, wo die Tangenten links und rechts der Gleichung iibereinstimmen.
Es zeigt sich, dass nur eine solche Losung existiert.

d

—1
@ - 1 = acya ‘Schnittpunkt

= aCD*! (3.86)

Driickt man sich aus obiger Gleichung C' aus und betrachtet den Schnittpunkt D in Gleichung
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(3.85), ergibt sich

— — JE— &
D +GM(1—+) —D
1—
GM(1-+) = D—2
«
(6
——-GM(1-7) = D (3.87)

Losen wir also die Bewegungsgleichung. Da die Ausstromgeschwindigkeit des Windes am Rand
des Sterns relativ gering ist, wihlen wir als RB u(r = Rgtern) = 0.

1 du? D
ldu® |/dr

2 dr r2
—u® = —— +const
2 r
1 1
- D _ =
<RStern 7")
« 1 1
= GM(1— - =
11—« ( ’Y) (RStern 7”)
QGM(l — ’7) (6% Rstern
2
= 1] - — .
“ Rstern 11—« r (3 88)
:ugsc
Fiir » — oo ergibt sich eine Windgeschwindigkeit
= C £ use (M) (3.89)
Uso = Uesc - Uoo . .

Folgerung. Die Geschwindigkeit des strahlungsgetriebenen Windes in groffer Entfernung vom
Stern ist keine Funktion der Massenverlustrate.

Die Grofle uege lésst sich spektroskopisch iiber den Dopplereffekt sehr gut bestimmen. Beobach-
tungen stiitzen die oben angefiihrten Ableitungen.

Bemerkungen. e FEtwa zehn Prozent der absorbierten/emittierten Photonen strahlen zu-
riick in die Atmosphdre des Sterns. Im Wind kann sich die Strahlung nicht frei ausbreiten.
Dieser Effekt wird wind blanketing genannt.

e Generell kann man nicht davon ausgehen, dass sich die Photonen radial bewegen; die Geo-
metrie des Strahlungsfeldes sollte beriicksichtigt werden, zumal der Unterschall-Uberschall-
Ubergang sehr nahe am Stern stattfindet.

e Nimmt man ‘bessere Physik’ mit, ergeben sich diinnere, schnellere Winde als in der hier
prasentierten Approximation.
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