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Has artes teneris annis fludiofa Tuuentus
Difcito , Menfuras qua numeros<; docent

Premia nanque féres fufcepti magnalaboris ,
Ad ccelum monftrant hactibi fcripta uiam .

Qua patetimmenfis fpacijs pulcherrimus orbis,
Simetas horum cernerementeuoles.

Sidera uel quanam cceli regiene uagentur,
AErterni curfus quashabeantq uices.

Cur Luna inuoluatczca caligine fratrem,
Cur Lunz ufuram lucis & 1lle neget

Venturos etiam cafus quafata gubernent
Quas populiscladesaftrainimica ferant

Hec (i noffe uoles,prius eft doctrina tenenda,
Quam breuirer tradunt hac elementa tibi .

Cung; hominii mentes,qua ccelo femina ducunt,
Errenta patriafededomod; procul,

Hzc do&rinaipfasterrena mole folutas
Caeleftireduces rurfusinarcelocat,



i, S el ———————

“

"DOCTRINA ET

Georgio Hartmano Noribergenfi, Ioachi -
musRheticus S. D,

VM rerum humanarum inconftantiam,
& uarios cafus fummorum uirorum, regno.
rum mutationes confidero, cumin cateris
\rebus imbecillitatem humani Zeneris de=
ploro, tumueromaxime doleo etiam inar
tes diuinitus humano generi traditasfata
temporum feuire. Olim ftudia frequen-
tifsima Mathematum fuerunt, tota ars ex fundamentis
mira folertia, Deo monftrante initia & regente artificum
mentes, extru&ta eft, magna lux,magnus honos huiusdo-
étrinz fuit, Poftea multisfeculisiacuit obruta tenebris.for
taffe e6 quod in hacultima mundifenedta orbis terrarum
Barbarorum imperijsfato quodam o‘ppreﬂ’us eft. Sed quia
artes uitz utiles, pracipua Dei dona funt,resipfa oftendit,
non humana ope.fed quodam fingulari Dei beneficio, ut-
cung; eas conferuari,& interdum rurfus ceu flammam ex
citari,ne funditusintereant . Sed etiam cum reftitute funt,
rorfus accidit hominibus,quod aiunt Pythagoram dixif-

e de cceleftium motuum harmonia, quaille quidem dixit
effici dulcifsimos fonos, fed non audiri eos,quia iam pro-
pter confuetudinem negligantur, ita furdi homines nec au
diunt, nec tueri fludentartes diuinitus nobis redditas. Et
utcgtera prafentia bona faftidimus,ita& hanc doctrinam,
cum fruimur quotidianis beneficijs, leuiorem ducimus. Si
deeflet annorum enumeratioin hiftoriis, in relligionibus,
in foro,qnanta effentin uita tenebra. Si numerorumdo-
&rinam non haheremus,infinita eetlegitimorum cotra,
i Aid  Guum

A b




WAy

&uum conturbatio. Architetonica tota ex Geometriaor
ta eft, X funt aligutilitates mult¢ in metiendis corporibus.
Hac beneficia cum fint in manibus fontes tumnegligun.
tur,tum ueroa multisfuperbe contemnuntur . Itaque ma-~
gnagratia debetur bonisuiris, quiin tanto do&rina con-
temptu,fponte laborem fufcipiunt & fumptusfaciunt,in
his diuinis artibus excolendis &utilitatis public¢ caufa con
feruandis . Cum autem nobis monumenta utiliaiftic tum
edantur,tum adornentur, duxihoc temunere uicifsimor-
nandum effe,quod non dubito tibi gratifsimum fore. Scis
dodrinam Triangulorum maximos ufus habere,cumin
alijs geometricis materijs,tum uero precipuein Aftrono =
mia, ideod fepein eam Ptolemausincurrit. Quare & hi
qui Ptolemaum explicare conati funt,multa de Triangu.
liscommentati funt. Et optarim extare ueteres Mene-
laum & Theodofium.Nuncrecens prodijt lucubratio Re-~
giomontani,fed multoante quam hancuidere potuit uir
Clarifsimus & doctifsimus D, Nicolaus Copernicus,dum
& inPtolemzoilluftrando,& in dodirina motuum traden
da elaborat, de Triangulis eruditifsime feripfits Scio tibi
admirationi fore hoc fcriptum, cum uidebis, quantasres,
quam artificiofe complexus fit .- V't ‘autem hoc tempore
ederem, eoaccidit, quia in enarratione Ptolemei nobis
opus fuit Triangulorum do&rina, tibig; ed dedicaui,ut te
prouocaremad edenda,fiquain hoc genere habes, feuue
terafeurecentia. Huc accedit, quod audio; amicitiam ti-
biRome fuiffe cum autorisfratre . Sed tibiuiro do&ifimo
non minor eftcaufa quam- hac ad amandum autoremy,
acerimum ipfiusingenium,& cumin czteris artibus, tum
maxime in doctrina ccelefti eruditio tanta ut ueteribus
fummis artificibus conferri pofsit, Ac gratulari huic ztati
debemus, tantum artificem reliquum effe, quifiudia ali-
quorum accendat & adiuuery : -‘Mihi quidem iudico rem
nullam. humanam contigiffe melioremjquam talisuiri &
dogiorisconfuetudinem , Ac fi quid unquam mea opera
. A in



in hoc genereReipublica profutura eft, ad cuius utilita.
tem ftudia noftra referenda funt,huicdo&oriacceptum re
ferriuolo.Itag; cum hanc lucubrationem &ingeniofifsime
fcriptum effefciam, & ego eam propter autoris me-
moriam magnifaciam, uelim te ho¢ mu-
nere magnopere
dele&ari.
Bene vale,
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DE LATERIBVS ¢

ET ANGVLIS TRIANGV

lorum planorum retilineorum.

I
g RIANGVLI datorum angulorumdan

%

infcripticirculo tanquam fubtenfz, per expofitum Cano-
mem,in partibus,quibus dimetiens afflumpta eftzcecoo0,

Si uero cum aliquoangulorum duo trianguli latera fue
rint data,& reliquum latus cum reliquisangulis cognofce
tur.Autenim latera data @qualiafunt autinazqualia, Sed
angulusdatusaut rectuseft,autacutus,uel obtufus, Acrur
fus latera data datumangulum uel comprehendunt, uel
non comprehendunt. Sint ergo primum in triangulo
abc duolatera a b &a c data zqualia,quzangulum a
datum comprehendunt. Cazteriigitur,qui adbafimbc
cum fint zquales,etiam dantur,uti dimidia refiduiipfius a,
¢ duobusrectis . Et fi qui circa bafim angulus primitusfue
ritdatus,datur mox ipfi compar,atque ex his duorum re-
Gorumreliquus. Sed datorumangulorum triangulidan
tur fatera, datur &ipfa b ¢ bafis, ex Canone in partibus
?uibus abuelac tanquam ex centro fueritjeccoco. partium
1ue demetiens zooo000, partium.

I11.

Quod fi angulus,quifub bac rectus fuerit datis cOpre
henfuslaterib®,idem eueniet. Quoniam liquidifsimi eft,q
qug ex ab &a c fiunt quadrata,zqualia funt ei, quod a baft
b ¢, daturergo longitudine be,& ipfa laterainuicem ra-

tione

== [ tur latera.  Sit, ing, triangulum a b, B
/7 Cui per quintum problema quartiEu -
{7 $A] clidis circumfcribatur Circulus, Erunt
\\EX&I1 igitur &a b,bc, ¢ a circunferentiz da-
Y t=,¢0 modo, quo ccclx. partes funtduo- A c
"‘Q‘; busrectisequales. Datisautem circum
Pkt ferentijs dantur etiam latera trianguli
A
B! : c
A
B [+
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tione.Sed fegmenti circuli quod drehogotii fuftipittrian
gulum,femicirculus eff,cutus b ¢ bafis dimetiensfuerit. Qui
“busigitur b cpartibus fuerit:cococo. dabunturab & actan
quam fubtendentesreliquos angulosb ¢, Quosidcircora
tio Canonis patefaciet in partibus, quibus ccclx funtduo-
bus reétis quales. Idem eueniet, fibcfuerit datum cum
altero retumangulum comprehendentium,quod iam li-
quide conftare arbitror. :
: ITIT.

Sitiam datus, quifub a b cangulus acutus,

datis etiam comprehenfus lateribus ab& b c,
A &exafigno defcendatperpendicularisad be
productamfi oportuerir,proutintra uel extra
triangulum cadat, que fita d,per quam difcer.
nuntur duo orthogonijabd & adc, &qm
in ab d dantur anguli, namd reGus &b pcx

¢ D C  hypothefim.Danturergoa d& bdtanquam
fubtendentesangulosa & b in partibus,quibus

ab eftzoec0co.dimetiens circuli per canonem.Et eademra

tione qua ab dabatur longitudine, dantur ad &bd fi~
militer,datur etiam cdyqua b¢ & b d fe inuicem excedunt.
Igitir & in triangulo rectangulo a d ¢ datis lateribus ad

& cd,datur latus quaefitum a c & angulusa cd perprece~

dentem demonﬂrationem\;
‘.

Necaliter eucniet,fibangulus fuerit obtufiis,quoniam
ex a fignoin b c extenfam rectam lineam perpendicularis
acta ad, efficit triangulum abd datorum angulorum.

. Nam abd angulus exterior ipfi abc datur, & d reétus,
danturergob d & a d in partibus,quibus a b fueritzooccco,
Et quoniam ba & b ¢ rationem habent inuicemdatam,
daturergo & ab earundem partium,quibus b d ac tota
¢bd. Idcirco &in triangulo rectangulo adc,cumdata
fint duolatera ad & cd,daturetiam a ¢ quefitum,& an-
gulus ba ccum reliquoa ¢ b,qui quarebatur. '

Ed

Sitiamalterutrumdatorum Iaterum fubtendens ’anlguf
um




fum b datum, quodfita c cum a b, daturer@oper Cano
nem ac in partibus,quibus eft dimetiens circuli circum.
fcribentis triangulum abc partium zecoccoy & pro ra-
tione data ipfius a ¢,ad ab, daturin fimilibus partibus
a b,atque percanonem, qui fub acb angulus cum reli.
quo ba c angulo, per quem ctiam cbfubtenfa datur,qua
rationedata,dantur quom%dolibetmagm’tudine‘
II.
Datis omnibus trianguli lateribus dantur anguli,

De lfopleuro notius eft, quam utindicetur,quod finguli

eiusanguli trientem obtineant duoram rectorum. in Ifof=

celibus quogs perfpicuum eft. Nam aqualia latera ad ter-
tium funt,ficut dimidia diametri ad fubtendentem circum.
ferentiam,per quemdatur angulus zqualibus comprehen
fus lateribus ex Canone, quibus circa centrum ccclx funt
quatuor rectis zquales, deinde ceteri anguli qui ad bafim
etiam dantur é duobus rectis tanquam dimidia. Super-
eft ergo nunc & infcalenis triangulis id demonftrari,quos
fimiliter in orthogonios partiemur. Sitergo triangu.

-lumfcalenum datorum laterum ab ¢, & ad latus,quod lon

gifsimum fuerit, utputa b ¢, defcendat perpendicularis
ad.Admonetaiit nos xiij.fecundi Euclidisq a b Iatus quod
acutum fubtendit angulum minus fit poteftate cateris
duobus lateribus,in eo quod fitfub bc & cd bis, Nam
acutum angulum c efle oportet,euenietalioqui &a b lon
gifsimum efle latus contra hypothefim, quod ex xvij. pri-
mi Euclidis & duabus fequentibus licet animaduertere.
Danturergo bd &d ¢, Xerunt orthogonia abd &
a d ¢ datorum laterum & angulorum,utiam fepius eft re
Fcyimm,quibus etiam conftantangulitrianguliabcquz-
iti,

Aliter . Itidem commodius forfitanpenultima tertj
Euclidis nobis exhibebit, fiper breuiuslatus, quod fit b¢
falto c centro,interuallo autem b ¢, defcripferimus cir.
culum, qui ambo latera qua fuperfunt, uel alterum eo-
rum fecabit, Secet modoutrumg;abin e ﬁggo& ac

in




in d porre&a etiam linea 2 d¢ in f fignumad complen-
dum diametrum dcf. His ita preftru&is manifeftum eft
exillo Euclideo precepto. Quoniam quod fub fa d ¢qua
Teeftei,quod fub ba e, cum fitutrung; 2quale quadratoli
nex quaex a circalum contingit. Sedtota a f data eff;
cum fint omniaipfiusfegmentadata,nempe cf, cd,zqua-
liaipfi ‘be, quafuntex centroad circumcurrentem, & a d
ua ca ipfamcd excedit. Quapropter & quodfub ba e
ﬂatum eft, &ipfa ae longitudine cumreliqua be fubten-
dente circumterentiam be, Connexa e ¢, habebimustris
angulum bce lfofcelesdatorum laterum. Datur ergo an
gulus ebe. Hinc&in triangulo abc reliquianguli c&a
er przcedentia cognofcentur, Nonfecetautem circu.
usipfam a b, utin fequenti figura,ubi ab in conuexam -
circumferentiam cadit,eritnihilominus b e data,&in tri
angulo b c e Ifofcele angulus ¢ b e datus, & ex-
terior,quifub abc. aceodemprorfusargu
mento demonfirationis quo prius
dantur anguli reliqui.
Et hzc de triangulis reilineis diQa fuffi-
ciant, in quibus magna pars
Geodefiz confiftit,
Nunc ad Spharica
conuertamur ,

CY
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DE TRIANGVLIS

TRIangqum conuexum hoc loco accipimus eum, qui

tribus maximorum circulorum circumferentijs in ?u,
perficie Spherica cStinetur. Angulorum uerodifferentiam
& magnitudinem penes circumferentiam maximi circuli,

- quiin puncto fectionis tang polo defcribitur, quamque
circumferentiam circulorum quadrantes angulumcom -
prehendentesinterceperunt, Nam qualiseft circumferen.
tiaficintercepta ad totam circumcurrentem, talis eft angu
lusfectionis ad quatuor rectos, quos diximus ccclx. partes
aquales continere. L.

Si fuerint trescircumferentiz maximorum circulo.
rum {phere, quarum dux quelibet fimuliundte, tertia
fuerintlongiores,ex his triangulum componipofle fphari
cum perfpicuum eft, Nam quod hic de circumterentis pro
ponitur, xxifj, vadecimilibri Euclidis demonftrat de angu
lis,cum fit eadem ratio angulorum & circumferentiarum,
& circulimaximifunt qui percentrum fphare, patet,
tres illi circulori feGores,quori funt circumferentiz,apud
centrum fpher¢ angulum conftituuntfolidum. Manife-
ftumeftergo quod proponitur,

I

Quamlibet circumferentiam trianguli hemicyclio
minorem efleoportet. Hemicyclium enim nullum angu-
lum circa centrum efficit, fed in lineam rectam procum -

sbit. At reliquiduo anguli,quorum funt circumferentiz,{o
lidum in centro concluderenequeunt.  Proinde neque
triangulum fpharicum. Ethanc fuiffe caufam arbitror,
cur Prolemeus in huiufce generis triangulorum explana-
tione , prefertim circa figuram fectoris fpharici protefte-
tur,neafflumptz circumferenti¢ femicirculo maiores exi-
flant, B IS :
IN Triangulis Sphericis retum habentibus an -
gulum, fubtendens duplum lateris,quod recto opponitur
: ij angulg
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angulo,ad fubtenfam duplo alterius teGtum angulum ¢5.

rehendentium, eft, ficut dimetiens Sphere ad eam,qua
duplum anguli fub reliquo & primo lateribus comprehen
fi in maximo Sphar circulo fubtendit.

Efto nanque triangulum Sphericum a b c.cuius ¢ an
gulus rectus exiftat. Dico quod fubtenfa dupli ab ad fub-
tenfam dupli be eftficutdimetiens Sphare, ad eam qua
inmaximocirculoduplumanguli bac fubtendit. Fa&o
in a polo, defcribatur circumferentia maximi circuli d e,
& compleantur quadrantes circulorum abd & ace.
Et ex centro Sphzra f agantur comunes circulurum fe-
&iones fa ipforuma b d & a ce, ipforum autem ace
& de fit fe,atque fd i%forum abd &de. Infuper & fc
circulorum ac & be. Deinde adangulosre&os agantur

bg ipfi fa,biipfifc&dkipfi fe,& connedta-
tur g1,

Quc%m’am igitur fi circulus circulum per polos
fecat,ad angulos rectos ipfum fecat,eritangulus

quifubaed comprehenditur reGus,& achper

hypothefim, & utrumq; planum ¢ d f, & bef

D ipfi fke communifegmentoadretosangulos

in fubieto plano rectalinea excitaretur,com-
prehendet quoq; cum k d angulum redtum , per re¢to -
rumad inuicem planorum definitionem. Quapropter
etiam ipfa kd per iiij. vndecimi Euclidisad ac¢f recta
eft. Aceademratione b i adidem planumerigitur,&id-
circo adinuicem funt dk & bi per vi. eiufdem.Verum etia
am g b.ad fd,eo fgb,& gfd anguli funt rectierit per
x.undecimi Euclidis,angulus fd Kipfi gbi zqualis. At qui
fub fkd re@us eft,& g ib per definitionemerectz linez,
Similium igitur triangulorum proportionalia funt late-
ra,&ut dfad bgficdk ad bi. Atb i eftdimidia fubten~
dentis duplum cb circumferentiam,quoniam ad angulum

¥ectum eft,ad eam, quz ex centro f, & eadem ratione bg
T3 dimidia

rectumadipfum a ef. Quapropter fi ex figno

E




dimidia fubtendentisduplumJatusb a,& d k femi'sis fub.-
tendentisduplam d e, fiueangulumdupli a, atque d f di
midia diametri fphare. Patet igitur quod fubtenfa dupli
ipfius ab,ad fubtenfam dupli bc, eft ficut dimetiensad
eam queduplumanguli a fiueintercepte circumferentig
d ¢ fubtendit,quod dex;mnﬁraﬁ’e fueritopportunum,
BL1: ‘
In quocunque triangulo re(tum angulum habente,
alius infuper angulus fuerit datus, cam quolibet latere,re-
liquus etiam angulus cum reliquis lateribus dabitur.,
Sit enim triangulum abc habens angulum a reGtum, &
cum ipfo etiam alterutrumutputab datum.De latereuero
dato trifariam ponimus diviftonem, autenimfuerit, qui
datis adiacet angulis, uta b,aut rectotantum,ut ac, aut
quiopponitur recto,ut b c. Sitergo primum ab latus da
tum, & faéto in ¢ polo defcribatur circumferentia maxi-
mi circuli d e, & completis quadrantibus cad & cbe,
roducantur ab & d ¢ donecfeinuicem fecentin f figno.
En’t ergouicifsimin f polusipfius ca d, eo'qp circaa &d
funt angulire®i. Et quoniam fiin fphara maximi orbes
ad rectosfefe inuicem fecaerint angulos, bifariam & per —
polos fe iuuicem fecant. Suntergo & abf & def F
quadrantescirculorum,cumq; data fit ab,datur &reliqua
quadrantis bf, & angulus ebf ad uerticemipfi abc da
to xqualis. Sed per precedentem demonftrationem fub-
tenfa dupli b f ad fubtendentem dupli ef,eit ficut dime-
tiens {pharz ad fubtendentem duplum anguli ebf. [Sed
tres earum date funt, dimetiensfphere,duple b f, atgan
ulidupli ebf.fiuefemifies ipforum, Datur ergo per xvis
?exti Euclidis etiain dimidia fubtendentisduplam ef pet
canonem ipfa ef circumferentia,& reliqua quadrantis
de, fiue angulus c quafitus. Eodem modo ac uidfsim
funt fubtenfe duplicium de ad ab,& ebcad cb. Sed
tresiam datzfunt d e, ab,& eb ¢ quadrantescirculi,da-
tur ergo & quarta fubtendensduplum cb, &ipfumJatus
¢ b quafitum, Et quoniam fubtenfa duplicium funtipfo-
, - : B i) mum




tum cb ad ca, & bfad e f. Quoniamutroriiqfunt ratio
nes ficuti dimetientis fphra ad fubtenfam duplo cbaan
gulo,& qua vni ezdem funtrationes, fibiinuicem funt cz-
dem.Tribusiamigiturdatis bf ef& cb daturquarta c a,
&ipfum ca tertiumlatustrianguli abe. Sitiamac la
tus afflumptum in datis, propofitum{p fitinuenire ab &
b ¢ latera,cum reliquoanguio ¢, habebitrurfum permu-
tatim fubtenfa dupli ¢ a ad{ubtenfamdupli ¢ b eandem
rationem, quam fubtendens duplum a b ¢ angulum ad
dimetientem,quibus ¢ b latusdatur & reliqua ad & be
ex quadrantibus circulorum.Ita rurfus habebimus ut fub-
tenfam duplia d ad fubtenfam dupli b ¢,fic fubtenfam du
pli a b f, & eft dimetiens,ad fubtenfam dupli b f. Datur
ergo b f circumferentia,quodd; fupereft a b latus,Simili
ratione utin prazcedentibus exfubtendentibusdupla b ¢,
ab & f b e, datur fubtenfadupli d e,fiue angulus ¢ reli-
quus.Porro fi b ¢ fueritin aflumpto,dabitur rurfus utan-
tea a ¢ & reliquza d & b e, quibus per fubtenfas reltas
lineas, & diametro, ut fepedidtum ,datur b f circums=
ferentia & reliquiia b latus,ac fubindeiuxta pcedensTheo
rema, per b ¢,a b, & ¢b e datas proditur e d circums=
ferentia,angulus videlicet ¢ reliquus,quem quzrebamus.
Sicqrurfus in triangulo a b ¢ ccfluobus angulisa & b,da
tis,quorum a rectus exiftit cum aliquo trium laterum da-
tus eft angulus tertius cum reliquis duobus lateribus,quod
cratdemonfirandum. 3

Trianguli datorum angulorii,quorumaliquis reGusfue
rit, dantur latera. Manenteadkuc pracedente figura,vbi
prepter angulum e datum,datur d e circumferentia, &
reliqua e f ex quadrante circuli. Etquoniam b e feftan
gulus rectus,eoquod b e defcenditd poloipfius d e f,&
qui fub e b f angulus,eft ad uerticem dato . Triangulum
igitur b ¢ f re@Gumangulii e habens, & infuper b datum
cum latere ¢ f, datos: eft angulorum & laterum per Theo
rema przcedens, datur ergob f,& reliqua ex quadrante
a b; acitidgmin triangulo abc reliqualatera a ¢ & bc¢
dariper pracedentia demonfiratur, Si



vl.
Si in eadem fphzra bina triangula reGtum angulum

acinfuperalium gqualem habuerint,alterd alteri,unumgy

latus vnilateri zquale, fiue quod @qualib® adiacetangulis,
fiue quod alterutro xqualium angulorumopponitur, reli
qua quo latera,reliquis Ia teribus,zqualia alterum alteri,
acangulum angulo,reliquumreliquo aqualem habebunt.
Sit hemifpherium a b, inquo fufcipiantur bina triangu-
Jaabd & cef,quornm anguli a & ¢ fintrecti, &, prate~
reaangulus a d b =qualisipfi ¢ e f, vnum{ Jatus uni la
teri, & primum quod zqualibus ipfis adiacetangulis, hoc
eft,a d ipfi c e Aio latusquod a blateric ,& bd ipfi e f,
acreliquum angulum a b d reliquo c £ ¢, effe zqualia.
Sumptis enim in b & f polis, delcribantur maximorum
circulos: quadrantes g h1 & i k I, compleanturgg a d i
& ¢ e i,quosfeinuicem fecarenccefie eftin polo hemifphe
" rij,quifitin i figno,eo quodangulicirca a & ¢ funtredi,
atfyquod g h i X ¢ e i perpolosipfius a b c circuli
funtgefcripti. Quoniamigitur ad & ¢ e affumuntur
latera zqualia, eruntigitur relique d i & i e @quales
circamferentiz, & anguliid h & i ¢ k funtenimadver-
ticem pofiti aflumptorum ¢qualium,&quicirca h & k funt

recti,& quz vni funt ezdemrationes inter fefuntexdem,

erit par ratio fubtenfe duplii d, ad fubtenfam dupli ik,
cum fit vtrag; per tertifi precedens,ficutdimetientis {phe-
re ad fubtendentem duplum angulum i d h, fiue zqualem

dupli, quifub i e k. Etper xiii). quintiElementorumEu-

clidis,ci fit fubtendens duplam d i circumferentiam, ¢qua
lis ei, qua duplam i e fubtendit, erunt quoque duplicibus
fubtenfe i k & h i zquales, & quemadmodum in circulis
¢qualib®¢qualesrects lineg circiiferentiasauferuntequales,
& partes eodem modo multiplicium in cadem funtratio=
ne,eruntipfe fimplices i h & ik circumferentizazquales,
ac relique quadrantium g h & k I, quibus conftant angu
li b & f =quales. Quapropter eadem quoiy; ratioeft fub-
tenfe duplicis a d ad fubtenfam duplicis b d, atq fub.-
tenfe dupli ¢ e ad fubtenfam dupli b d, qu fubtenfz
duplicis ¢ ¢ ad fubtenfam duplicis ¢ f. Virag
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Viraque enim eftut fubtendentisduplam hg fiuegqua-
Iem ipfik I ad fubtenfam duplicis b d h,hoceft dimetien
tis periij. Theorema conuerfim,& a d eft@qualis ipfice,
Ergo per xiiij, quinti elementorum Euclidisb d ¢qualis eft
ipfi e " per fubtenfas ipfis duplicibus rectas lineas.
Eodem modo&er b d & ef zquales, demonftrabimus
reliqualatera & angulos zquales. Acuicifsim fi- a b& cf
affumanturzqualia latera, eandem fequentur rationis
identitatem, : :
VI1.

Iam quoque fi non fueritangulus re&tus, dummodo

latus quod wqualibus adiacetangulis alterumalterizqua -

Ie fuerit,itidem demonftrabitur . Quemadmodum fibino
rumtriangulorumabd & cef, duo anguli b& dutcun
fuerint zquales duobusangulis e& f, alter alteri, latus
quog b d, quodadiacet zqualibusangulis,lateri ef¢qua
le. Dico rurfuszquilatera & 2quiangula effeipfa triangu
Ia ., Sufceptisenim denuo polisin b &f, defcribantur ma
ximorum circulorum circumferentiz gh & k1. Et produ
Gz ad & gh fe fecent in n,atque ec & I k fimiliter
g(rodu&g in m. Quoniamigitur bina triangula hd n

ekm angulos hdn & kem habentzquales,quifunt -

ad uerticem affumptis equalibus, & quicirca h& k funt
rectiper polos fectione,latera etiam dh &ek zqualia.
AEquiangula funtergo ipfa triangula & zquilatera per
rzcedentemdemontftrationem. Acrurfus quia gh &
1 {unt @quales circumferentiz propter angulos b & f
pofitosxquales , Tota ergo ghn toti m k I zqualis per
axioma additionisequalium. Suntigitur & hicbinatrian
gula agn & mcl habentiaunumlatus gn equaleuni
ml,angulum quoque an g zqualem cmi,atque g &1
re¢tos. Eruntobidipfa quoque triangula 2qualium la
terum & angulorum. Cum igitur zqualia ab zquali-
busfublata fuerint,relinquentur 2qualia ad ipfi ce,a b
ipfi ¢ f,arque bad angulus reliquo ecf angulo.Quod
erat demonfirandum., ;
; Adhuc




¢ VI1IL i
Adhucautem fibina triangula, duo Jatera duobusla
teribus zqualkia habuerint, alterum alteri, & anguluman=
gulo zqualem, fiue quem laterazqualia comprehendunt,
fine quiadbafim fuerit, bafim quoque bafi, acreliqguosan-
gulosreliquis habebunt zquales. Vtin pracedentifigura, 2
fitlatus a b zquale lateri ¢ £,& a d ipft ¢ e. Acprimum - 4
angulus a, ¢qualibus cSprehentus lateribusangulo c.Di=.
cobafim quog; bd, bafi e f, &angulum b ipfi f, &reli=
quum b d a reliquojc e f effe zqualia.Habebimusenim bi
na triangula a g n &c I m,quorum anguli g &1 funtre
&i,at/g ga n gqualemipfim c I, q reliquifunt ¢qualium,’
bad g{ e ¢ f. AEquiangula igitur funtinuicem & =qui-
Jateraipla rriangula.ang(roptcr exzqualibus ad X ce
relinquuntur etiam d n & m e xqualia. Sediam patuit
angulum quifub d n h zqualemeffcei quifubem k& |
qui circa h k funt redti, eruntquogsbinatriangula d h n
& em k zqualium inuicem angulorum & laterum, ¢ qui
busetiam b d relinquetur equaleipfi e f, & g hipfikl,
quibus funt b & f angulizquales,acreliquia d b&fe ¢
zquales.Quod fi pro lateribus ad & ec affumantur bafes
b d & e f ®quales,zqualibus angulis obiedti,refidentibus
ceteris codem modo demonfirabuntur,quoniam per angu
Josga n& m c 1 ¢qualesexteriores,&X g ¢ rectos,atqgza g
ipfi ¢ I, habebimusitidem bina triangula agn & m c 1,
quz priusequalium inuicem angulorum & laterum ., 1lla
quog; particularia dnh & m ek ﬁmﬂiterprcy:ter h &
k angulosrectos,& d n h, k m ¢ zquales, atggd h& ek
latera zqualia,que reliqua funt quadrantium,e quibus ea-
dem fequuntur,que diximus., ‘

IX. :
Hofcelium inSphzra triangulorum , quiad bafim =
anguli,{unt fibi inuicem 2quales. Efto triangulumabc, -
cuius duo fatera ab & a ¢ fint 2qualia. Ab a vertice
defcendat maximus orbis, quifecet bafim ad angulosre-
&tos,hoceft,per polos,fitg; a d. Cumigitur binorum tri- :
anguloruma bd &a d ¢ latus b a cfizqualelateriac: s
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& a d vtrigycdmune X anguli,quicirca d redii, patetper
pracedentem demonfirationem,p anguliﬂui fubabc&
a ¢b funt zquales,quod erat demonfirandum.  Po-
rifma,hincfequitur, ¢ qua per verticem trianguli Ifofces

lis circumferentia ad angulos re@oscaditin bafim, bafim -
fimul & angulum xqualibus comprehenfum lateribus,bi-
fariamfecabit,& ¢ conuerfo,quod confiat per hanc prace~ .

dentem demonfirationem.

X, -

Bina qualibet triangula in eadem Sphzra zqualia
latera habentia alterum alteri, 2quales etiam angulosha-
bebunt alterum alteri figillatim, Quoniamenim trina
vtrobique maximerum circulorum fegmenta, pyramides
coftituunt faftigia habentes in centro {phara,bafesautem

triangula, quz fub rectis lineis circumferentias trangulo-
rum connexorum fubtendentibus plana continentur,
funtq; ille pyramides fimiles & aquales,per definitionem -
zqualium fimilium folidarum figurarum . Ratio autem
fimilitudinis eft, utangulos quocunq; modo fufceptos,ha-
beantadinuicem ¢qualem alterum alterijus,habebuntergo .

angulosipfa triangula zquales inuicem, & prafertim,qui
generalius definiunt fimilitudinem figurarum, eas efleuo-

Iunt, quacumq; fimiles habent declinationes,acin eifdem .

angulos fibtinuicem zquales.E quibus manifeftum effe pu
to,quodin {phara triangula,qua inuicem ¢quilatera funt,
fimilia effe,utin planis, '

XI.

Omne triangulum, cuius duo latera fuerintdata:

cum aliquoangulo, datorum efficitur angulorum & Jate-
rum ., Namfilatera datafuerint zqualia, eruntquiad ba-

fim anguli zquales, & dedu&adverticead bafim circumfe

rentia ad angulos rectos, facile patebunt quxfita per po-
rifmanonz .- Sin autem fuerint data latera inzqualia , ut

in triangulo a b ¢, cuiusangulus a fitdatus,cum binis la-

teribus,qua uel comprehendunt datumangulum, uel non
com-




comprehendunt., Sint ergo primum comprehendentes
ipfuma b & a cdatalatera, X factoin ¢ polo defcriba- *
tur circumferentia maximicirculi d e f, & compleantur
quadrantes ¢ ad & ¢b e¢,atq a b productum fecet d e
“in f figno . Ita quog; in triangulo a d f datur a d latus
reliqguum quadrantisex a c,Angulusetiam b a dexcab
adduos rectos. Nam eadem eft ratioangulorumatg di-
menfio, qui retarum linearum ac planorum fe&ione con
tingunt,gi d angulus eft rectus. Igitur per quartam huius
eritipfum triangulum a d f datorumangulorum & late-
rym. Acrurfustrianguli b e f inuentus eft angulus °f, &
¢ rectus per polum fectione,latusquod; b f,quototaa b f
-excedit a b, Eritergo peridem Theorema & b e f trian-
gulum datorum angulorum & laterum. Vndeex b e da-
tur b ¢ reliquum quadrantis & latus quafitum, & ex
e f reliquum totius d e f, quod d ¢,&X eftangulus ¢, atg
perangulum quifub e b f,isquiad verticem a b ¢ qua-~
itus.  Quod filoco a b affumatur ¢ b, quoddato oppo
nitur angulo, idem eueniet. Dantur enim reliqua qua-
‘drantiuma d & b ¢, aty; eodem argumento duo trian-
gula.adf & be f datorum angulorum & laterum,ut
rius,e quibus triangulum ab c propofitum datorum fit
aterum & angulorum,quod intendebatur .,

XII.

Adhucautem fiduo anguli vtcunque dati fuerint
cumaliquo latere, eadem euenient. Manenteenim pra-
fiructione figura prioris,fint trianguli a b ¢, duo anguli
acb & bac dati cum latere a ¢, quod vtriqueadiacet
angulo. Porro fi alterangulorum datorumredtus fuif=
fet,poterant cetera omnia per quartum precedensratioci
nando confequi, Hocautem differre uolumus,quo mi
nus fint recti. Erit igitur a d reliqua quadrantis ex
a cd, & quifub b a d angulusrefiduus ipfius ba ¢,
€ duobus re@is, atque d reQus. Igitur triangulia f d
per quartam huius dantur anguli cum lateribus .
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-Acper ¢ angulum datum,datur d e circumferentia, & re-
liqua ¢ f at%; b e.f reGus, & f angulus comimunis vtrigs
trangulo . Danturitidem per quartam huius b e X b,
quibus cetera conftabuntlatera a b & b ¢ quafita, Czte
rum fi alter angulorum datorum lateri dato oppofitus
fuerit,utputa,fi a b ¢ angulus detur, locoeius gfuba ¢ b
remanentibus ceteris, conftabit eadem demonfiratione
totum a d f triangulum datis angulis & lateribus,ac par
ticulare b e f triangulum fimiliter,quoniam propter an-
gulum f verigg communem,& e b f quiad verticerm eftda
to, & e re¢tum cunéia etiam latera eius dariin pracedenti
bus demonftratur,¢é quibus tandem fequuntur eadem qua
diximus, Sunt enim hzc omnia mutuo femper nexucol-
ligata,atq perpetuo,vtiformam Globidecet.

XIIL
Trianguli demum datis omnibus lateribus dantur
-anguli. Sint trianguli a b ¢ omnia latera datajaioomnes
-quog;angulosinueniri. Aut enim triangulum ipfum late-
ra habebit zqualia,vel minime.Sint ergo primum aqualia
‘a b,a c. Manifeftum eft, quod etiam femiffes fubtendenti-
-um duplaipforum zquales erunt. Sintipfz b ¢, ¢ e, quzfe
inuicem fecabuntin e figno, propter @qualem earumdi-
ftantiam d centrofpher in fetione circulorum communi
d ¢, quod patet per iiij. definitionem tertij Euclidis,& eius
conuerfionem, Sed per iij, einfdem libri propofiticnem
‘d e b angulusrectuseftin a b d plano,& d ¢ ¢ fimiliter
inplano a ¢ d.Igiturangulus b e c eftangulusinclinatio
nisipforum lslanorum per iifj. definitionem vndecimi Eu
clidis,quem hocmodoinueniemus. Cum.n.fubtenfa fuerit
refialinea b ¢, habebimus triangulum re@ilineumb e ¢
datorii Jaterum pdatasillorii circumferentias,fiet etiam!da
torum angulorum,& angulum b e ¢ habebimus quefiti,
hoc eft,b a ¢ fphgricii, & reliquos per praecedentia, Quod
fi fcalenon fuerit triangulum, vt in fecunda figura, manife
flumeft, quod rectarum fub ipfisduplis femiffes linearum
minime {¢ tangent, Quoniam fi a ¢ circumferentia n;aio;
A N uerit
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fueritipfia b,fubipfa acduplicata femifsis,que fit ¢ f,cader
inferius. Sin minor fuperior erit, proutaccidit taleslineas
propinquiores remotioresd; fieri a centro per xv., terti)
. Euclidis. Tuncautem ipfi b ¢ parallelusagatur f g, qua
fecetipfam b d communem circulorum fectionem in g fi-
gno,& connectatur ¢ g, Manifeftum eftigitur,quode f g
angulus eft retus,nempezqualisipfia ¢ b, atgp ef ¢ di-
midiafubtenfa exifiente ¢ f dupliipfius a ¢ etiamreQus,
.Eritigitur ¢ f g angulusfectionisipforuma b a ccirculo
‘rum,quem idcirco etiam affequimur, Nam d fad f g eff,
ficut d e ad e b,fimiles enim funt d f g&d e b trianguli.
Acin eadem rationeeft etiam d g ad d b, dabitur etiam

ipfa d g in partibus quibus eft d ¢ jeccoco, Quinetiam qui,

fubg d ¢ angulus,datuseftper b ¢ circumferentiam. Ex
go per fecundam planorum datur g ¢ latusin eifdem par
tibus,quibusreliqua latera trianguli g f ¢ plani, igitur per
vitimam planorum habebimus g f ¢ angulum, hoc eft,
b-a ¢ fpharicum quafitum,ac deinde reliquos per xi, fphg
‘ricorum percipiemus.

: XI11I. Hy
Sidata circumferentia circulifecetur vcumép,ut virumds

- fegmentor: fit minus femicirculo, & ratio dimidiz fubten-

- dentis vnius fegmenti,ad dimidium fubtendentis duplum
alterius data fuerit,dabitur ctiam ipforum fegmentorum
circumferentiz. Detur enim circumferentia a b ¢, circa d
centrum, quz utcunq; fecetur in b figno,ita tamenut feg-
menta fintfemicirculo minora,fueritautemratio dimidie
fub duplo a b addimidiam fub duplo b ¢ aliquo modo
inJongitudine data,aio etiam a b &b c dari circumferen-
tias, Subtendatur enim a ¢ recta,quam fecet dimetiensin
e figno,a terminis autem a ¢ perpendiculares cadant ad
ipfumdimetiente,que fint a f, ¢ g, quasoportet efle femif
fesfub duplis a b& b ¢, Trianguloriigitura e f& ce g
reanguloriianguli,quiad e verticem funt ¢quales,& ip-

fi propterea trianguli 2quianguliac fimiles, habent latera .

proportionalia ®quales angulos refpicientia. Vt a fad
G ) Cifeg
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‘e g.fic a e ad ec.Quibusigitur numeris a fvel g ¢data
fuerint,habebimusin fifdem a ¢ & ¢ ¢, dabitur ex histota
a e ¢ ineifdem. Sedipfa fubtendens a b ¢ cicumferen-
tiam daturin partibus,quibus qu¢ cx centro d e b, quibus
etiamipfius a ¢ dimidia a k, Xreliqua e k. Coniungan-
twr d a &d k, qua etiam dabuntur in eifdem partibus,
quibus d b, tanquam femifsisfubtendentis reliquum feg-
.mentum ipfius a b ¢ &femicirculo, comprehenfum fub
angulo d a k &angulus igitur a d k datur comprehen-
dens,dimidiam a b ¢ circumferentiam. Sed & trianguli
duobus lateribus datis &angulo e k d recto,dabitur etiam
edk, hinctotusfub e d a2 angulus comprehendens a b
circumferentiam,qua etiam reliqua ¢ b confiabit, quorum
expetebatur demonftratio.”

XV,

Trianguli datis omnibus angulis,etiam nullo re&o,
danturomnia Jatera. Efto trianguium a b ¢, cuius omnes
anguli fint dati, nulJlusautem eorumrectus. Aioomnia
guoquelatera eiusdari. Abaliquo enimangulorumut a

efcendat per polos ipfius b ¢ circumferentia 2 d, qua
fecabitipfum b ¢ adangulos re&os,ipfaly; ad cadet in tri-
angulum, nifi alter angulorum b uel ¢ adbafim obtufus
eflet,& alteracutus, quod fiaccideret,ab ipfo obtufo dedu
cendus efler adbafim. Completis igitur quadrantibus
bafica gdaefadtisqpolisin b c,defcribantur circum
‘ferentiz ef,e g. Erunt igitur & circa f g anguli re&i.
Triangulorum igitur reGtum angulum habentium erit
ratio dimidiz qua fubduplo a e, addimidiam fub duplo
e f, que dimidia diametri{phzrz ad dimidiam fubtenden-

tis duplum angulie a f.  Similiter in'trianguloa e
angulum reGtum habente g, femifsis quz fubduplo a e
adfemiffem,quzfubduplo e g, eandem habebit rationg,
quam dimidia diametri fphzraad dimidiam qua duplum
anguli e a gfubtendit. Pera- gitur rationem di
midia fub duplo ¢ f ad dir’ uplo ¢ g ratio -
nem
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nem habebit,quam femifsis fub duploangulo e af adfe.
miffem fubduploanguli e a g. Etquoniam & f e, e g cir
cumferentiz datg funt, funt enim refidua,quibus angu-
1i a & b differunt arectis. Habebimus ergo exhis ratio-
nemangulorumea f & ¢ a g hoceft,bad ad ca d,qui
illisad verticem funt ,datos, Totus autem b a ¢
-datuseft . Perprecedensigitur Theorema
etiimbad &cad anguli
dabuntur.
Deinde per quintum, latera
ab,bcaccd,totumg
b ¢ affequemur.

FINIS.
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