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Die experimentellen und theoretischen Untersuchungen am Atom
der Elektrizitat, dem Elektron, haben in den letzten Jahren cine neue
Epoche der naturwissenschaftlichen Forschung eingeleitet. Neue groBe
Arbeitsgebiete haben sich der Pbys1k und Chemie erschlossen, wurzelnd
in der Erfahrung entwickeln sich neue Theorien.

. Vorbereitet durch die Untersuchung der elektrolytischen Dissozia-
tion, hat die Physik mit Erfolg die Erforschung der Tonen in Gasen und
»Metallen aufgenommen; die Erfabrung tber die Eigenschaften des isolierten

‘(Fortsetzung auf der 3, Umschlagseite.)
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Tber den Druck des Lichtes.
Von Fritz Hasenobrl.

Inhaltsiibersicht: Literatur; Bezeichnungen. — A. Der Lichtdruck
nach der Maxwell-Hertzschen Theorie. 1. Die Maxwellschen
Spannungen, 2. Der Druck eines einzelnen Lichtstrahls aul eine voll-
stindig absorbierende Fliche. 3. Der Druck auf cine Fliche mit end-
lichem Reflexionsvermdgen. 4. Durchsichtiger Korper. Drehmoment beim
Durchgang ecines Strahles durch eine planparallele Platte. 5. Giltigkeits-
grenzen der angestellten Berechnungen. — B. Der Lichtdruck nach der
Theorie von H. A.Lorentz. 6. Ponderomotorische Xrifte der Lorentz-
schen Theorie, 7. Anwendung auf den Lichtdrack. Sitze von Hin. Abraham.
8. Geometrisches iiber relativen Strahlengang und relative Strahlungsinten-
sitiit. 9. Druck eines einzelnen Lichtstrahles. 10. Die Strahlung eines
bewegten Kiorpers. 11. Reflexionsgesetz und Dopplereflekt an einem be-
wegten Spiegel. 12. Der Druck des Lichtes auf depselben. 13. Strenge Ab-
leitung desselben Resultates. — C. Behandlung des Lichtdruckes von
andern Gesichtspunkten. — 14. Volumkrifte statt der Oberflichen-
krifte nach der Hertzschen Theorie. Methode von Lord Rayleigh.
15. Dasselbe nach der Theorie von Larmor. 16. Arbeiten von Poynting.
16. von Heaviside. 17. Larmors Berechnung des Lichtdruckes aus der
elastischen Lichttheorie. — D. Anwendung auf die Thermodynamik
der Strahlung. 18. Ableitung des Stefan-Boltzmannschen Gesetzes.
19. Abrahams Methode zur Ableitung des Wienschen Verschiebungs-
gesetzes. 20. Widerstand des Lichtiithers. — E. 21. Mechanische Ana-
logien. 22. Theorie der Kometenschweife von Arrhenius und Schwarz-
schild. 23. Einfluf des Lichtdruckes auf die Erdbewegung nach
Poynting.
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. — On the relations of Radiation to Temperature. Brit. Ass. Rep. 8. 657

—659, 1900.

. — Encykl. Brit. Vol. 32. Art. Radiation 1902.
10.
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Bewegungsenergie. Ann. d. Naturphil. 3, 270—282, 1904.

. T. H. Havelock, On the Pressure of Radiation. Phil. Mag. (6) 6, 157

—178, 1908.

J. H. Poynting, Radiation in the Solar System: its effect on Tempe-
rature ant its Pressure on Small bodies, Phil. Trans. (A) 202, 525 —
552, 1904¢. (Auch Nature 70, 512—515.)

2. — Radiation Pressure. Nature 71, 200—201, 1904.
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M. Abraham, Der Lichtdruck auf einen bewegten Spiegel und das
Gesetz der schwarzen Strahlung. Boltzmann-Festschrift. 8. 85—93.
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26. H. A, Lorentz, Encykl. d. Math. Wissensch. V, 2, Art. 13 u. 14 iiber
Maxwellsche und Elektronentheorie. 1904. Insbesondere 8. 163 und 269 &
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27. F. Hasendhrl, Uber die Veriinderung der Dimensionen der Materie
infolge ihrer Bewegung durch den Ather. Wien. Ber. IIa, 113, 469 bis
490, 1904. Anhang.

28. — Zur Theorie der Strahlung bewegter Korper. Wien. Ber. IIa, 118,
1039—1055, 1904.

29. — Zur Theorie der Strahlung in bewegten Kérpern. Ann. d. Phys. 15,
344—370, 1904; 16, 589—592, 1905.

30. O. Heaviside, The Pressure of Radiation. Nature 71, 439—440, 1905.

31. R. Hargreaves, Radiation and Electromagnetic Theory. Phil. Mag.
(6) 9, 313—350, 425—466, 1905.

32, 8. Arrhenius, Uber die Ursache der Nordlichter. Phys, Zeitschr. 2,
81—87, 97—105, 1900.

33. K. Schwarzschild, Der Druck des Lichtes auf kleine Kugeln und
die Arrheniussche Theorie der Kometenschweife. Miinch. Ber. 31,
293—338, 1902.

34. E. Buckingham, Notiz zur Ableitung des Stefanschen Gesetzes. Phys
Rev. 17, 277—280, 1904.

Bezeichnungen.

Was die in dem vorliegenden Berichte gewihlten Bezeichnungs-
weisen hetriftt, habe ich mich genaun an die betreffenden Artikel der
Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften gehalten (L c. 26);
und zwar sowohl in bezug auf die elektromagnetischen Zustandsgrofen,
als auch in bezug auf die Symbolik der Vektoranalysis. Ferner bediene
ich mich im folgenden durchweg des auch dort benutzten ,modifizierten
gemischten” MaRsystems.

Die sonst ndtigen, speziellen Bezeichnungsweisen sind an Ort und
Stelle erliutert. Hier soll nur erwihnt werden, daf (in Kapitel B)
far den Einfallswinkel oder Reflexionswinkel im absoluten, resp. rela-
tiven Strahlengange stets die Buchstaben ¢, resp.  verwendet sind.
Sonst sind die auf den relativen Strahlengang beziiglichen GroBen durch
einen Akzent gekennzeichnet (¢, <" usw.). Der Index 1 bezieht sich
stets auf den reflektierten Strahl; wenn es notig ist (§ 18), wird der
einfallende Strahl durch den Index o kenntlich gemacht; sonst beziehen
sich auf den letzteren die Buchstaben ohne Index.

A,

1. Die Existenz eines Lichtdruckes ist zuerst von Maxwell (L c. 1)
behauptet worden. Der Wert desselben ergibt sich, falls sich das Licht
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im Ather fortpflanzt, einfach aus den von ihm angegebenen Werten des
Zwanges im elektromagnetischen Felde. ,Es wirkt in einem Medium,
in welchem sich eine Welle fortpflanzt in der Richtuug der Fort-
pflanzung ein Druck, der an jeder Stelle numerisch ebenso grofi ist,
wie die dortselbst vorhandene, auf Volumeinheit bezogene Energie®
Falls jedoch Dielektrizititskonstante und Permeabilitit des Mediums
andere Werte haben als im Ather, fihren die von Maxwell ange-
gebenen Werte des Zwanges nicht zu diesem Resultat. Benutzt man
aber die von Hertz angegebenen Werte, so erhiilt man allgemein die
obige einfache Beziehung zwischen Energiedichte und Druck. Da man
jetzt wohl allgemein annimmt, daff die Hertzschen Ausdriicke die
richtigen sind, wollen wir hier gleich die letzteren unseren Betrach-
tungen zugrunde legen.

Sieht man von der Deformation des Mediums infolge der pondero-
motorischen Krifte elektromagnetischen Ursprungs ab, so sind die
Spannungen in einem isotropen Medium durch die Ausdriicke?)

Xo= (€2 — G, — 6.2 + % (5.2 — $,2 — ) wsw. (1)

Xy=T,=CE + uH.Hy usw.
gegeben.
Auf die Flicheneinheit einer Ebene, deren Normale durch » ge-
geben ist. wirkt demnach die Kraft, deren Komponenten
Xecos ne 4+ Xy cos ny + Ny cos nx usw. (2)
sind, wofiir man nach (1) auch setzen kann:

o

3&_ (26,E, — €2 cosna) + —‘;i (2H2Dn — H? cos nz) usw. (3)

3

Die Spannungen X, usw. sind Zugspannungen. Es ist daher die
Normale # nach der Seite hin zu ziehen, wo das betrachtete elektro-
magnetische Feld herrscht, Ferner ist zu bemerken, daB in der Max-
well-Hertzschen Theorie diese Spannungen die gesamte ponderomo-
torische Kraft darstellen. Wollen wir daher die Kraftwirkung auf
einen gegebenen Raum berechnen, so haben wir blof die Ausdriicke

1) Siehe etwa Encyklop. d. math. Wiss. V, 2, 8. 109, — Wir haben
hier statt % blos @ geschrieben, da wir von eingepriigten elektromotorischen
Kriften absehen. — Maxwell hat in seinem Lehrbuch die Werte der
Spannungen im elektrischen Felde nur fiir den Ather angegeben (Lehr-
buch I, §107). Fiir die Spannungen im magnetischen Felde gibt er jedoch
andere Ausdrilcke, nimlich %— (2 Hz B — H2) usw. an (Lehrbuch II, § 641).

Wir setzen hier ferner Xy = 1% usf.
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(2) oder (8) uber die Begrenzung desselhben zu integrieren, wobei die
Normale nach aufen zu ziehen ist. Wir brauchen also nur die Kraft-
komponenten an der AuBenseite dieser Begrenzungsfliche zu kennen;
wihrend der elektromagnetische Zustand im Innern des betrachteten
Raumes nicht zur Geltung kommt. Gerade dieser Umstand macht den
Ausdruck der ponderomotorischen Kraft durch Spannungen zur Berech-
nung des Lichtdruckes geeignet.

9. Wir wollen nun die Spannungen in einem durch Lichtbe-
wegung erzeugten -elektromagnetischen Ielde herechnen. Dazu be-
trachten wir eine cbene linear polarisierte Welle, die in der Richtung
der Z-Achse fortschreitet:

Cr=Ad-cosv(x—c't); € =C,=0

@H:V% cA-cosv(m—c't); De=Pr=0

¢ = cﬂ/glu .
Setzt man diese Werte der Kraftkomponenten in (1) ein, so ver-
schwinden alle Spannungen mit Ausnahme von

Zy = — <~;— €2 4 ‘g S@ﬂ) = — g A%cos2 v (x —c't).

Dies ist aber auch der Betrag der Energiedichte 7. Da wir unter
Z einen Zug verstehen, so kénnen wir sagen, daf in der Fortpflanzungs-
richtung der Welle ein Druck ~—Z; == W wirkt. Der zeitliche Mittel-
wert desselben ist gleich

T — & 42
W = 2A.

Wir betrachten nun eine ebene, linear polarisierte Lichtwelle, deren
Fortpflanzungsrichtung in der X Z-Ebene liegt und mit der Z-Achse
den Winkel ¢ einschlieSt.

Setzen wir

v(esing + woosp—c' ) =6; (" =d e ),
so ist der betrachtete Zustand durch die Ausdricke

€= Ay cos O Do = —Vﬁ Ay cos ¢ cos O
Cy=Wycos & = V% (U cos g — Wz sing) cos O (5)

C.=Wscos O Hr= Vf; My sin ¢ cos @
Uy sin g + Ay cos p =0 (6)
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o

gegeben.  Die Diehte der gesmmten elekfromagnetischen Energie ist

=

.1 ) B . : \
We=" ¢G4 | nO? =A% cos? 6,1

withrend die (nach Zeit oder Raum) mittlere Energiedichte den Wert
H¥=§e%3 @)
hat.

Fallt nun diese Welle auf eine Ebene, welche mit der X Y-Ebene
zusammentillt, deren Normale also die Richtungscosinus (0,0,—1) hat,
so wirkt auf die Flicheneinheit derselben entsprechend (2) eine Kraft,
deren Komponenten nach den Koordinatenachsen den Betrag

—Zet —Zyy —Zs
haben.

Setzen wir nun die Werte (5) in die Ausdriicke (1) ein, so er-
halten wir unter Benutzung von (6) nach einfacher Transformation:

Zy==— A% sin ¢ cos ¢ - cos? O
Zy = 0
Z, == — ¢W? cos? @ - cos? O

Daher ist das Zeitmittel der auf die Flicheneinheit der betrach-
teten Ebene wirksamen Kraft (vgl. (7)) gleich:

TI sin @ cos g3 o3 TV cos? g (®)

Dieselbe hat also eine tangentielle und eine normale Komponente.
Sie kann als Druck aufgefabt werden, dessen Richtung mit dem der
Fortpflanzung der betrachteten Strahlung iibereinstimmt und dessen
Betrag gleich T¥ cos ¢, oder, wie wir auch sagen konnen, gleich der
in der Zeiteinheit auf die Flicheneinheit auffallenden Energiemenge divi-
diert durch die Geschwindigkeit ¢" der Strahlung ist.

Hitten wir an Stelle von & die Grofe v (xsing + xcosg +¢'1)
als Argument der Zeitfunktion gewihlt, so wirden wir fir § denselben
Wert wie frither erhalten, nur mit entgegengesetztem Vorzeichen; da
aber in den Ausdriicken (1) nur Produkte aus zwei Komponenten von
$ auftreten, wirden wir fiir die Zugspannungen dieselben Werte er-
halten wie frither, und desgleichen auch fur die Kraftwirkung auf die
betrachtete Ebene in bezug auf Grofe und Richtung.

Es ist also gleichgiltiz, ob die betrachtete Strahlung auf die
Ebene auffillt oder ob sie dieselbe (in der gleichen aber entgegen-
gesetzten Richtung) verlift. Ferner bemerken wir noch, daf unser

92 a2 2
1) W= 4 9+ A
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Resultat vom Polarisationszustand und der Wellenlinge der Strahlung
unabhiingig ist.

Denken wir uns jetzt die hetrachtete Ithene als Begrenzung eines
Korpers, so wird der eben berechnete Lichtdruck die einzig wirksame
Kraft sein, wenn diec betrachtete Strablung als allein bestehend ange-
sehen werden kann; dies wird also bei auffallender Strahlung nur dann
der Fall sein, wenn die Grenzebene das Reflexionsvermdgen Null hat.

3. Hat die Grenzebene dagegen ein endliches Reflexionsvermogen 7,
20 haben wir noch die Wirkung der reflektierten Strahlung, deren
mittlere Dichte gleich » W ist, in Rechnung zu ziehen.

Es liegt die Vermutung nahe, dab sich die Wirkungen des ein-
fallenden und des reflektierten Strahles einfach summicren. Man er-
kennt leicht, daf dann die normalen Druckkomponenten sich addieren,
withrend die tangentiellen einander entgegen wirken; man hat also dann
den normalen Druck:

(1 - 7) W cos? ¢ (9)
und den tangentiellen Druck

(1 — ) Weos @ sin ¢, (10)

wenn W wieder die mittlere Energiedichte der einfallenden Welle ist,

Die Richtigkeit der gemachten Annahme, daf sich die Wirkung

des einfallenden und reflektierten Lichtes addieren ist jedoch nicht von

vornherein einleuchtend, da ja die Spannungen (1) quadratische Funk-

tionen der Erregungskomponenten sind und nur die letzteren sich ein-

fach superponieren. Wir wollen also die Frage nither untersuchen.

Die einfallende Welle sei wieder durch die Ausdricke (5) gegeben;
dann ist die an der Ebene » = 0 reflektierte Strahlung durch

Cop=Us1 08 O ; Huy = §/ = i{” cos @ cos O,
— (1)
Ey1=Wy1cos B; Oy, =— V (U1 cosp + Ay 1 sinep).

cos &)
& .
sy = Wyy cos O 5,1 = V»L; Uy,1 sin @ - cos O,
. i
O, = v (xsin p — x cos p — ')
Wy sin g — Wy cos @ = 0
gegeben. Nun haben wir in die Formeln (1) die Werte € 4 ;1 usw.
emzusetzen Tun wir dies, so erhalten wir

.‘4.' = & <(9{1 S\)I:v,l) (QIx sv[%,l) + (— Q{y -'I— 9/{‘1/,1) (gtg/ —l" th,i).
sin ¢ cos @} cos? 6,
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da ja an der Ebene v ==0, @&, = & wird. Eine einfache Transfor-
mation ergibt

Jo==z ,{4\'9,[‘,, A, — A2 sin g cos p 4+ Wy Uy +
e . 2
A1 sin @ cos @) cos* O
und weiter
Zy == g {— AT+ A2} sin @ cos g cos? O,
Deszgleichen ergibt sich:
ZZ/ = O’
Zy == — ¢ (A A D) cos? @ cos? O

Beachten wir, daf 3, * = » %2 und bilden wir wieder die Mittel-
werte, so erkennen wir, daf die Ausdriccke (9) und (10) in der Tat
richtig sind.

4, Ist der Korper, auf den das Licht auffillt, durchsichtig, so daB
ein Teil des letzteren den Korper auf einer anderen Seite wieder ver-
laft, so mub natiirlich auch der EinfluR der Spannungen an diesem
letzteren Teil der Oberfliche in Betracht gezogen werden. Durchsetzt
z. B. ein Lichtstrahl eine Glasplatte oder ein Prisma, so wird die ge-
samte ponderomotorische Wirkung berechnet als die Resultierende der
Druckkriifte des einfallenden sowie des refiektierten und durchgelassenen
Lichtes; jede derselben ist gleich der Energiedichte des betreffenden
Lichtes mal dem cos des Winkels zwischen Normale und Fortpflanzungs-
richtung und wirkt in der Richtung der Fortpflanzung desselben als
Druck — also als gegen das Innere des Korpers gerichtete Kraft.
Man erhilt so im allgemeinen eine translatorische Kraft und ein Dreh-
moment.

Als einfaches Beispiel berechnen wir den Fall, daf ein senkrecht
zur Einfallsebene polarisiertes Lichtbiindel vom Querschnitt 1 unter
dem Polarisationswinkel (@) auf eine planparallele Platte auffillt. Dann
wird bei jedem der beiden Uberginge in ein anderes Medium nichts
reflektiert, alles Licht gebrochen. Daher ist die Energiedichte des hin-
durchgelassenen Lichtes der des einfallenden gleich und da auch die
Fortpflanzungsrichtungen tibereinstimmen, Leben sich die translatorischen
Wirkungen auf. Da jedoch Ein- und Austrittsstelle des Lichtes ver-
schieden sind, wirkt ein Kriftepaar vom Momente (vgl. Fig. 1):

M= Wecos ¢ CB

— 7 g5 (p —b)
= Wcosp-d e

worin d die Dicke der Platte und 5 der Brechungswinkel ist. Beachtet
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man, daff fir den Polarisationswinkel die Relation {yp ==n = clg b
oilt, so konnen wir auch schreiben

= n?—1
M= w1

Dieses Resultat wurde von Goldhammer (L c. 14) auf etwas an-
derem Wege abgeleitet, woselbst sich auch andere Anwendungen finden.

5. Unsere Betrachtungsweise ist allerdings nicht exakt richtig;
denn die ponderomotorischen Krifte, welche eine Folge der Lichtbe-
wegung sind, trachten nicht bloB die Korper als ganzes zu verschieben,
sondern sie bewirken auch Deformationen der Materie, welchen durch
. die elastischen Krifte das Gleichgewicht gehalten werden muB. (Man

ke

Fig. 1.

hitte hier die ponderomotorischen Krifte elektromagnetischen Ursprungs
in die Differentialgleichungen der Elastizitatstheorie resp. der Hydro-
dynamik als dufere Krifte einzusetzen und daraus die Deformation zu
bestimmen.) Auch der Ather kann unter dem Einflu$ derselben nicht
in Ruhe bleiben. Diese Deformationen werden eine Anderung der
Konstanten & und g zur Folge haben und daher von Einfluf auf die
Lichtbewegung und damit auch auf die ponderomotorischen Kriifte, die
der Korper als ganzes erfihrt, sein.

Von all dem haben wir hier abgesehen. s ist dies auch be-
rechtigt, da bei den regelmiBigen Lichtschwingungen die Deformationen
verschwindend klein zweiter Ordnung sind. (Vgl. Goldhammer, L c. 14.
8. 841; Helmholtz, Wissenschaftliche Abhandlungen III, S. 581.)
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B.

6. Nach der Loventzschen Theorie ist die Resultierende aller
Krifte auf cin von der {rubenden) ganz im Ather gelegenen Fliche ¢
umgebenes Systemn

N X X

S =81 T O»
worin §, sieh als Resulticrende aus den auf ¢ wirkenden Spannungen
ergibt, also

Bre == Sd6 Xy

=1 / do : 29,0, — 92 cos (na) + 20.5, — 02 cos (nw)Jl usw. (12)

und
108 /., o
%52 = Af,“l é};/‘ﬂ(lb (19)
ist, worin 3 den Vektor ]
e[d. ]

bedeutet. Man nennt die Grofe, deren zeitliche Abnahme die Kraft &
gibt, die elektromagnetische Bewegungsgrobe oder den elektromagne-
tischen Impuls G.

Hat man mit rein periodischen Vorgiingen zu tun, wie es die
Lichtsehwingungen sind, so verschwindet der zeitliche Mittelwert der
Kraft §,; fir die Berechnung des Lichtdruckes auf einen ruhenden
Korper ist also nur §; maBgebend und wir erhalten genau dasselbe
Resultat wie nach der Maxwellschon Theorie. (Siehe Gl (3)).

Fiar die Berechnung der ponderomotorischen Krifte des Lichtes
auf einen bewegten Korper, womit wir uns in diesem Kapitel haupt-
siichlich beschiftigen wollen, ist jedoch eine andere von Herrn M. Abraham
herrithrende Methode geeigneter. In derselben wird die Kraft §; elimi-
niert und blos §, zur Berechnung der gesamten Wirkung verwendet.

Diese letztere ist die allein wirksame, wenn man die Fliche ¢ nach
allen Seiten hin ins Unendliche ricken 148t und dabei ; verschwindet.
Dies ist z. B. hei der quasistationiren Bewegung eines Elektrons der
Fall. In unserem Falle trifit dies aber gerade nicht immer zu. Geht
7. B. von einem im endlichen gelegenen Punkte Licht aus, so werden
im allgemeinen die GréBen D und § im unendlichen nur klein von der
Ordnung 7—! und ; behilt einen endlichen Wert.

Denkt man sich die Fliche ¢ so weit geriickt, daB sie von den
elektromagnetischen Storungen noch nicht erreicht wurde?), so ist aller-

1) Vgl. M. Abraham, Ann. d. Phys. 10, 127, 1903; denselben Schluf
verwendet anch Kirchhoff bhei Ableitung des Huyghensschen Prinzips.
Vorl. iiber Optik, S. 28.
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dings der Wert von D und f§ an der Fliche ¢ sicher gleich Null; aber
es scheint wenigstens nicht ausgeschlossen, daf b und ) sich an der
Stirnfliiche der sich ausbreitenden Wellen diskontinuierlich sndernt) —
dann sind aber die partiellen Integrationen, die zum Ausdruck fitr §
fithren, nicht gestattet.

7. Wir konnen jedoch auch auf folgendem Wege gehen, der von
diesen vielleicht zu erhebenden Einwinden frei ist.

Wir betrachten einen Lichtstrahl, der sich im Ather in der
Z-Richtung fortpflanzt. Im Ather sind die Lorentzschen Gleichungen
mit den Maxwellschen identisch. Wir konnen dahev denselben Ansatz
machen wie in § 2 und haben blos statt € und §, d wnd § zu
schreiben und &=y ==1 zu setzen. Wir haben also die Lichtwelle
durch (b, 0, 0) und (0, by, o) gegeben. Und zwar ist b =10, Ls
ist dann

— ZA’ = ‘13 b,n“l + % .[)y.l = bm2 == . (14:)

Terner ist die in der Volumeinleit enthaltene Bewegungsgrifie

® = [b-9);

¢
also in unserem Falle
N 1 1
@'m = @j/ == 0 Gj_r.: == 17 b;,-f)y = ?b‘vz = z; T/V (15)

wo T wieder die Energiedichte bedeutet.

Ebenso wie man einen Lichtstrahl als Triiger elektromagnetischer
Energie auffaft, kann man auch sagen, daB er elektromagnetische Be-
wegungsgrofe mitfahrt. Letztere ist stets nach der Fortpflanzungs-
richtung des Strahls orientiert und ihrem Betrage nach pro Volumein-
heit gleich der Energiedichte dividiert durch e¢; oder auch gleich der
Energiemenge, welche in der Zeiteinheit die Flicheneinheit einer senk-
recht zur Strahlenrichtung gelegenen Rbene durchsetzt, dividiert
durch ¢2

Halten wir an dieser Auffassungsweise fest und vergleichen wir
{14) und (15), so sehen wir, daf der Bestandteil der Kraft §;, der
einem bestimmten Flichenstiick entspricht, gleich ist der in der Zeit-
einheit durch dasselbe nach dem Inneren der Fliche ¢ hindurchge-
tragenen elektromagnetischen Bewegungsgrofe. (Diese beiden Gréfen
haben ja den Wert Weos g, wenn ¢ der Winkel zwischen der Nor-
malen des betrachteten Flichenstiicks und der Strahlenrichtung ist.)

1) Siche A. E. A. Love. Proc. Math, Soc. (2) 1, 37, 1904.
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Wir wollen jetzt die Kraft § berechnen, die das Parallelstrahlen-
bandel S auf den beliebig bewegten Kaorper K ausibt. Wir wmsehlicben
denselben mit einer beliebigen, jedoch ganz im Ather gelegenen, ruben-
den Fliche ¢. Es ist dann § die Summe von §,, wobei das Ober-
Hichenintegral tiher ¢ zu erstrecken ist, und von §,, das Raumintegral
aber den von ¢ begrenzten Raum erstreckt. §,, die Abnahme der
Dewegungsgrifie in diesem Raume ist gleich der vom Korper K ver-
nichteten Bewegungsgrobe weniger der durch ¢ eintretenden. Letztere
ist aber nach dem fritheven gleich dem auf ¢ wirkenden Druck, also
gleich der Kraft §,. Also ist die Summe §=§, + T, gleich der
vom Kdarper A in der Zeiteinheit vernichteten BewegungsgroBe.

Wenn der Korper A nicht, wie eben angenommen, die Strahlung
als solche und damit ihre Bewegungsgrofic vernichtet, sondern Strahlungs-
energie und Dewegungsgrofe ausstrahlt, so ergibt sich durch den ana-
logen Gedankengang, dafi dann die Kraft auf K entgegengesetzt gleich
ist, der von A" in der Zeiteinheit erzeugten Bewegungsgrofe.

Allgemein ist also die Kraft auf K gleich dem UberschulB
der in der Zeiteinheit vernichteten Bewegungsgrofe iber
die erzeugte. Ist der Korper schwarz und nehmen wir an, daf in
seinem Inneren keine elektromagnetischen Schwingungen als solche be-
stehen konnen, so ist die Kraft gleich der Differenz der in der Zeit-
einheit auffallenden Strahlung weniger der emittierten dividiert durch e, 9
Ist der Korper reflektierend, so kénnen wir uns denken, daf die auf-
tallende Strahlung vernichtet, die reflektierte vom Korper erzengt wird.
Die Kraft auf einen reflektierenden Korper ist daher gleich dem Ther-
schub der in der Zeiteinheit einfallenden Bewegungsgrife tiber die
reflektierte. (Wir beachten, daB die Bewegungsgrobe ein Vektor ist,
dessen Richtung mit der Strahlenrichtung ithereinstimmt.)

Diese Siitze rithren von Herrn M. Abraham her (L c. 24 u. 25}
Zu genaun demselben Resultat fuhrte die alte Emissionstheorie des
Lichtes; nur ist zu beachten, daf nach Lorentz die mitgefiihrte Be-
wegungsgréfe gleich ist der Energiedichte dividiert durch ¢; withrend
die Emissionstheorie daftir den doppelten Betrag liefern wirde,

Fallt Strahlung auf eine bewegte Fliche, und wollen wir den Druck
auf dieselbe herechnen, so haben wir zn sehen, inwieweit die Menge

1) Es hat diese Vorstellung wohl nur als Abstraktion Berechtigung,
denn der schwarze Korper muB ja denselben Brechungsexponenten haben,
wie die Umgebung — es muB also wohl ein Teil seiner Energie elektro-
magnetischen Charakters sein — und letzterer wird wohl, wenigstens im
Falle der Bewegung, auch eine bestimmte Bewegungsgrofe. zukommen.
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der in der Zeiteinheit auffallenden Energie und Bewegungsorofe durch
die Bewegung wodifiziert wird. Dazu sind einige rein geometrische
Betrachtungen notig, die wir gleich folgen lassen,

8. Denken wir uns ecine Ebene / vom Flicheninhalt 1, und den
ganzen wmgebenden Raum von paralleler Strahlung erfullt, derart, daf
in der Volumeinheit im Zeitmittel die Energiemenge TV enthalten sei.t)
Sei erst / dauernd in 4B (Fig. 2) und sei ¢ der Rinfallswinke! der
sich in der Richtung €. fortpflanzenden Strahlung. Es fillt dann in
der Zeiteinheit auf 4 B die ganze Energie auf, welche im Zylinder
A4 BDC cnthalten ist, wenn 4 O gleich der Lichtgeschwindiglkeit ¢ ist;
da das Volumen dieses Zylinders gleich ¢ cosq ist, fillt also in der
Zeiteinheit die Energiemenge Wecos ¢ auf f.

6/ [{ﬁ

T

Fig. 2.

Wenn sich nun die Fliche 4 B in der Richtung des Pfeiles mit
gleichformiger Geschwindigkeit w==8¢ bewegt und nach Verlauf der
Zeiteinheit in 4'B' angelangt ist, (44" = w) so fillt jetzt wilhrend
dieser Zeit weniger Energie auf, als friher, da die zu Beginn links
von der Ebene C"D" befindliche Energic die Ebene wihrend der be-
trachteten Zeit nicht mehr erreicht; nur die unmittelbar an ¢' D be-
tindliche Energie erreicht die bewegte Ebene gerade in der momentanen
Lage ' B, (CC' = A4 = w). Die mit der Geschwindigkeit w be-
wegte Ebene f wird also in der Zeiteinheit nur von der im Zylinder
4B D enthaltenen Energie, also von der Energiemenge

W (ccosp — w)
getroffen.

Diese Verhiltnisse legen es nahe, neben der ,absoluten® Geschwin-
digkeit und Fortpflanzungsrichtung ¢ und C 4, die »relative Geschwin-

1) Wir schreiben in diesem und den folgenden Abschnitten nur mehr
W, statt wie frither W,
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digkeit ¢, und die ,velative® Fortpflanzungsrichtung " 4 einzufithren: es
sei @ der Winkel. den letztere mit der Bewegungsrichtung von ;i und
daber auch mif der Normale einzchliefit. Die in der Zeiteinheit auf-
fallende Energie ist dann auch dareh
T cos
gegehen. Es ist ja, wie man sofort sieht,
¢ cosap - w==c 03 @
ist. Ferner ergeben sich leicht die folgenden Beziehungen, in denen
bereits J==1¢/z eingefithrt ist:
£ eosp==c (Cos p—3), (16)
¢ sin = esineg, )
cos g = 3xin2 gt 4 cos Y 1 — FZsin? =3 sin2qp - cos  cos at, (18)
d=cV 1+p2—2pc0sp. (19)

#=r(—Feosp +V1— @Tsin?y)=c(— Feosy + cos @) . (20)

Den Winkel zwischen der absoluten und relativen Fortpflanzungs-
richtung nennt man den Aberrationswinkel ¢: es ist:

Bsiny.

Diese Formeln sind unter der Voraussetzung abgeleitet, dak der
Sinn der Bewegungsrichtung des Bezugssystemes derselbe ist, wie der
der auffallenden Strahlen; wenn die Ebene f/ anstatt vor den Strahlen
gleichsam zu fliehen, denselben- entgegenkiime, so miifite das Vorzeichen
von a geiindert werden.

Man hat nun aber meistens nicht mit paralleler Strahlung zu tun,
sondern mit Strahlung, die nach einem gegebenen Gesetz nach allen
Richtungen verteilt ist. Ist dann 77 sin g dp dl die Dichte der Strah-
lung, die sich zwischen den Polarwinkeln ¢ und ¢ - do resp. I und
I -~ di fortpflanzt, so setzt man meistens 7 e == 4, und dann ist

I

sin ¢

tsin pdpdl
die Energiemenge, welche in der Zeiteinheit die Flicheneinheit einer
senkrecht zum Strahlengang gestellten ruhenden Ebene trifft. Man
nennt ¢ die Strahlungsintensitiit, und die eben betrachtete Strahlung
die absolute. Da die Normale zur Ebene f mit dieser (absoluten)
Strahlungsrichtung den Winkel @ einschlieft, so wird die Flichen-
einheit dieser Ebene im Zustand der Ruhe von der Energiemenge
isin g cos @ do dl

getroffen. Wenn sich die Flache / in der frither gegebenen Art be-
wegt, so veriindert sich der Betrag der auffallenden Energie im Ver-
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hiltnis ¢ cos (p:c' cos ; es wird also /' jetzt in der Zeiteinheit von der
Energiemenge
) ¢ cos P , ¢
isingceospdgdl - ————=4sin @ do dlcosp -
2 Ppap ¢eos pap / b

getroffen.  Dieser Ausdruck lift sich in der Form

i sinp cos P dp
schreiben; wenn wir die fritheren Beziehungen und die aus Differen-
tiation von (18) folgende Gleichung:

. . 2
sin @ dgp = sinp dp iy 21
Leniitzen, so ergibt sich .
‘Z" r— /1: _..._.c”i__, (‘)2)
cdcos a =

Fs hiingt dies damit zusammen, dal die Energiedichte in beiden
Bezugssystemen denselben Wert haben muf. Also

isingpdpdl 4 sinydpdl R

; = 7 (28)

ist.  Wir wollen 4" sinypdip dl die (totale) relative Strahlung und 4" die

Intensitit der (totalen) rélativen Strahlung nennen; die Gleichung (22)

verknapft also die Strahlungsintensitiiten derselben Strahlung im abso-
luten und relativen Strahlengang.

9. Nach dem fritheren konnen wir sagen: die hervorgehobene
Strahlung 4 sin @ dop dl fubhrt per Volumeinheit die Energiemenge
isin@dpdle und die Bewegungsgrofe ¢sing dpdlfe® mit. Aaf die
ruhende Fliche f fallt per Zeiteinheit die Energiemenge ¢ sin ¢ cos g dep d,
und die Bewegungsgrafie ¢ sin g cos g dop dije auf; auf die bewegte Flache f
fillt per Zeiteinheit die Energiemenge

’

isin g cos % dop dl == 4 sinp cosp dp dl
und die Bewegungsgrofe
% 8in @ cos 1 %2 dpdl = % sin p cosY dp di.

Nun ist nach dem fritheren die auffallende BewegungsgriBe gleich
dem Druck der Strahlung. (Vorausgesetzt, daB sonst keine Strahlung
vorhanden ist; wenn also die Ebene f schwarz ist) Far die Richtung
der Bewegungsgrofe ist aber die absolute Fortpflanzungsrichtung der
Strahlen mafgebend — also wirkt der Strahlungsdruck gleichfalls in
dieser Richtung; wir konnen denselben daher in die normale resp.
tangentielle Komponente
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pom=ising oo - d(/ dl-cosq
‘f
& .
e e eas g dg dl-sing

o

zovlegen,  Setzen wiv fie # cos @ wieder ¢ (cos g — @) ein, so wird
1, .
== { 3in @ cos > {cosqp — B de dl. (24
R S e
pe=={sinqg = (cos g —Fidpdl. (25)
¢ :

Beachten wir. dab ¢sin g dg dlic die Dichte der Energic ist, so
erkennen wir, daf diese Ausdriicke ganz mit denen von Maxwell
(GL (8) abereinstimmen, wenn 5 =0 gesetzt wird.

Wir wollen diese beiden Druckkomponenten noch durch die Inten-
sitit 7 im relativen Strahlengang ausdriicken: bheniitzen wir dazn die
Gleichungen (28). (17), (18) und (20), so wird

’ o 1., .
P =1 sinipcos P : (Bsin2p -+ cos i cos ) dyp dl (26)

, o 1 . . .
pe==1{ sinpeosy - (— Beosysiny - sinpeos ey dpdl.  (27)

Nun denken wir uns, daf die betrachtete Strahlung nicht auf die
hewegte Ebene f auffillt, sondern von derselben emittiert wird: wund
zwar sei jetzt ¢, sinycosypd dl die von der Flicheneinheit ausge-
sandte Strahlung, deren relative Fortpflanzungsrichtung durch v gegeben
ist. Die von der Flicheneinheit ausgesandte Bewegungsgrofe ist wieder
cleich ', sin 9 cos y dy dlje; sie weist nach der Richtung der absoluten
Tortpflanzung; um die normale und tangentielle Druckkomponente zu
erhaiten, haben wir wieder mit cos g resp. sing zu multiplizieren;
driicken wir diese Werte durch w aus, so haben wir jetzt in (16) bis
(20) # mit entgegengesetztem Vorzeichen zu nehmen, da die Bewegungs-
richtung von Bezugssystem und Strahlung entgegengesetzt ist; also
wird jetzt:

png =1, siny cos ¥ 1 (—@sin?yp 4 cospeosa)dyp dl, (26a)
pt1 4, sin cos 1p (5 cospsiny 4 sinpcosa)dp dl. (27a)

Oder wenn wir diese Grofnen durch die auf den absoluten Strahlen-
gang beziiglichen GroBen 4 und ¢ ausdriicken, so wird

Puy = ¢ sin g cos @ —i« (cos @ + B dep di, (24 a)

=1, sin?g i (cosp + B) dp dl. (254a)
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16, Wir wollen nun die gewonnenen Gesichtspunkte dazn ver-
wenden, um  einige Schlisse iber den Druck auf absorbierende und
cmittievende, bewegte, schwarze Flichen zu ziehen. Wir betrachten
also die bewegte Ebene / (Fig. 2) als schwarz. Die umgebende Strah-
lung ist im absoluten Strablengange durch ¢sin @ dg dl gegeben. Auf
i fillt in der Zeiteinheit die Strahlung ¢ sinp cospdy dl (wo ¢ und
p durch (22) und (16) gegeben ist). Diese Strahlung kann aber nicht
ganz von f absorbiert, d. h. in Wirme verwandelt werden, denn sie
leistet in der Zeiteinheit die Druckarbeit ewp,. Es kann also nur

i sin  cos p dyp dl—w py

oder entsprechend (26);

’
¢
i sinpcospeosa- - dpdl
abzorbiert werden.

Betrachten wir f dagegen als emittierend, und ist wieder 4, sinp
cos o dyp dl die in der Zeiteinheit ausgesandte (totale) relative Strahlung,
<0 heachten wir, daB diese Strahlung in der Zeiteinheit die Arbeit
w pn leistet, Und dieser Arbeitsbetrag kann nirgends anders herrithren,
als aus dem Energieinhalt von /. Somit gibt f in Summa in der
Zeiteinheit die Energie

i, sinp cos P d dl ++ w puy
’
L c
=4,  sinp cos P cos -é~ dpdi

ab, wo 01' die relative Geschwindigkeit des emittierten Strahles, also

e, = ¢ (Bcos p - cos ) (20a)
ist. Schreiben wir die gesamte in der Zeiteinheit von f aufgenommene,
resp, abgegebene Energie in der Form

4y sinp cos P dp dl

20,1 sinp cos W dyp dl, (28)

. . ¢ . . C
W ==1 COSCI*E; 20,1== % COSLZ"";}—"

Man konnte die Gréfen ¢, und 4o,y die wahre Strahlungsintensitit
nennen — im Gegensatze zur totalen relativen Strahlungsintensitit
" resp. 4. Man hat dann zu beachten, daB (28) die gesamte von f
infolge der Strahlung abgegebene Energie ist, die aber nicht ganz als
Strahlungsenergie, sondern eben zum Teil auch als Arbeit zum Vor-
schein kommt.
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E: hat natiivlich gar keine Schwierigheit dieselben Beziehungen
aufzustellen, falls sich / in der entoegengesetzten Richtung bewegt.

Ob die wahre (relative} Strahlung eines bewegten Korpers von
der Geschwindigkeit der Translation abhiingt, ist eine zur Zeit noch
offene Frage: jedenfalls kann diese Abhingigkeit nur durch Grofien vou
der Ordnung 82 gegehen sein. Doch ist hier nicht der Platz auf dieses
Problem nither einzugehen.

11. Wir wollen nun den Druck des Lichtes auf einen bewegten
Spiegel berechnen. Wir mitszen uns dazu vor allem iber die Reflexion
an demselben klar werden, Sei der Spiegel senkrecht zur Z-Achse
orientiert und hewege er sich gleichfalls in der positiven Z-Richtung.
Seine Oberfliche ist also durch die Gleichung % == wt gegeben. Die
einfallende Welle schreite in demselben Sinne fort: wir haben also
wieder den durch Fig. 2 schematisch gegebenen Fall.

Die 1) Erregungskomponenten in der einfallenden Welle seien durch
Ausdritcke von der Form

Aeosy(zsingcos] + ysingsinl - v cos o — ef)
gegeben; dann ist also » der Schwingungszahl proportional und ¢ ist
der Einfallswinkel (im absoluten Strahlengange), withrend 7 das Azimut
der Strahlenvichtung beziglich der Z-Achse angibt.

Die reflektierte Welle sei durch

Ay eos vy (sin g cosly 4 ysin g, sinly — x cos g, —¢!)
gegeben, wo dann ¢; der Reflexionswinkel ist. Wenn wir nun an-
nehmen, daf an der Oberfliche des Spiegels irgendwelche Bedinguny
vorgeschrieben ist, welche die Lichtvektoren der einfallenden und re-
flektierten Welle in Beziehung setzt, so ist die Erfillung "derselben
nicht anders moglich, als wenn fitr alle Punkte der Ebene des Spiegels
das Argument der trigonometrischen Funktion fir beide Wellen den-
selhen Wert hat; es muf also fir & == 1wt

v (zsin @ cos -y sin @ sinl 4 z cos ¢ —cf)
= p; (zsin ¢ cosly -+ ysin ¢, sin ]} — % cos ¢, —¢f)
sein; und zwar fiir alle Werte von z, y und ¢ daraus folgt:
vsingeos ] = v sin g cos |l ,
vsingsinl = p, sin g, sin/, ,
v {2 cos @ — ) = »; (— 1w €08 @, — ¢)
oder
=1, (29)
1) Die hier gegebene Methode ist die Verallgemeinerung eines Ge-
denkens von Larmor (L c¢. S und 9); vergl. Hasendhrl 1. e. 28.
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psing = sing,,
p(1— g cos g) = vy (1+ B eos ).
Die erste Gleichung besagt, dal einfallender Strahl, reflektierter
Strabhl und das Lot in einer Ebene liegen; die zwei letzten konnen wir

in der Form
sing sin ¢,

l—ﬂcosw 1—;—{)c0<ml

(30)

and
v s 14 Bcosg (302)
vy sin ¢ 1—Bcosg
¢chreiben, welche das Reflexionsgesetz und den Dopplereffekt aus-
driicken.
Aus (30) ergibt sich ferner
. sing (1 — (2 (148 cosp—28
= T kg O = L s e 3D
und darans die weitere Relation
cos g —f8 sin @
s+ B sing,’

Fihren wir statt ¢ den Winkel ¢ mit Hilfe der Gleichungen
(16) ff. ein; statt ¢, den Winkel w, mit Hilfe derselben Gleichungen,
in denen nur das Vorzeichen von @ zu verkehren ist, so werden die
Gleichungen (30) und (30a): N

sin siny,

]fl —Bsin? V I— @2sin? ¢,

r_ o sinap,

v, ¢ sin

(32)

Aus diesen Gleichungen folgt weiter:

P =1, (83)
v _ ¢ _ Beosyptcosa
v, ¢  —fcosypcosa (34)

Deren erste besagt, im Verein mit (29), daB bei der Reflexion an
einem bewegten Spiegel das gewohnliche Reflexionsgesetz fir die rela-
tive Strahlenrichtung gilt!), wihrend die zweite den Dopplerefiekt in
seiner Abhéngigkeit von der relativen Strahlenrichtung angibt.

12. Wenn Strablung auf einen bewegten Spiegel fillt, so wird

1) Dieser Satz gilt nur bei Bewegung des Spiegels in der Richtung

seiner Normale (oder auch senkrecht dazu); fiir beliebige Bewegungsrichtung
ist der Satz nur in erster N iherung richtig.
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von derselben, wie auch von der reflektierten Strahlung Arbeit geleistet.
wenn sich der Spiegel 20 bewegt, daf er vor der auffallenden Strahlung
zuriickweicht: bewegt er sich dagegen Jder auffallenden Strahlung ent-
gegen, 0 mufl von anlien her Arbeit gegen die Strahlung geleistet
werden. Das Aquivalent ist woll nirgends anders als in einem Minus
oder Plus der reflektierten Strahlung zu suchen. Wir konnen daher
sagen, der Uberschul der auffallenden iber die reflektierte Strahlung
ist gleich der Arbeit der Strahlung bei der Reflexion. Es handelt sich
hier offenbar wn die Menge der strahlenden Energie. welche den Spiegel
falktisch trifit und verlift — und diese ist durch die relative Strahlung
gegeben.

Indem wir wieder den Index 1 tur die reflektierte Strabhlung ver-
wenden, ist der Uberschuf der auffallenden tber die reflektierte Strah-
lung durch

(@ —4 ) sinpcosp dyp dl = w Py (35}
gegeben: derselbe mufl ja gleich sein der Arbeit des Strahlungsdruckes
per Zeiteinheit, also gleich 2 P, wenn wir die Normalkomponente des
gesamten Druckes auf den Spiegel mit % bezeichnen; dieser letztere
ist aber auch durch die Formeln (26) und (26a) ausdriickbar; es ist ja:

‘. 1., .,
Py == pn 4 Py == 1 sin cos P dy dl P (Bsin® 4 cosy cos )

+ 4, sinwp cos p dip dl % (—@sin? 1 + cosp cos ),

(p hat je nach dem fruheren fir den reflelitierten Strahl denselben
Wert, wie fir den einfallenden).
Setzen wir diesen Wert von P, in (85) ein, so wird nach einfacher

Reduktion:
., scOoSe—fcosy

oder
171 == ard (36)

Die Intensitiiten der relativen Strahlung des einfallenden und rve-
flektierten Lichtes verhalten sich umgekehrt wie die zugehdrigen
relativen Geschwindiglkeiten. Und zwar gilt dieser Satz in gleicher
Weise, ob der Spiegel vor der einfallenden Strahlung zurfickweicht,
oder ihr entgegenkommt.

Bentitzen wir ferner (22) und die analoge Gleichung
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und beachten, dah cos e fir beide Strahlen denselben Wert hat, so er-
gibt sich weiter ) ,
i 7 e
— L4
Oy

N3

2 1

. ’
i o\ ~
L= (1,> )
i ¢

als Verhiiltnis der absoluten Strahlungsintensitiiten des einfallenden und
reflektierten Strahles.

oder

Wir konnen nun natiirlich auch den Wert von P durch ¢ aus-
dritcken, es ist

’

. . ey,
w Py == sin p cos 7’ <1 — En;) d dl
1
oder

i . ;
Py =2 LSy cos? i dap dl. (38)
1
Wollen wir wieder die absolute Intensitit und Fortpflanzungs-

richtung der einfallenden Strahlung verwenden, so ist nach (22), (16)
und (21)

P o ¢sin @ do di (cos p — 8)2
s ¢ 1— 452

Der gesamte tangentielle Druek ist

(89)

Py = pi — pi1,
da ja die beiden Komponenten desselben einander entgegenwirken; setzt
man firr 2'1' seinen Wert in (27a) ein, und bildet die Differenz von
(27) und (272) so ergibt sich
Pr=0.
Bei der Reflexion an einem bewegten vollkommenen Spiegel tritt
also nur ein Normaldruck auf.

13. In der vorgetragenen Ableitung der Gesetze der Reflexion
an einem bewegten Spiegel ist auber den Grundsitzen der Lorentz-
schen Theorie aunch die Giltigkeit des Huyghensschen Pringips finr
die Konstruktion der Richtung des reflektierten Strahles vorausgesetzt.
Obwohl diese letztere Annahme sehr plausibel ist, ist es doch witnschens-
wert, den entsprechenden Ausdruck direkt aus den Grenzhedingungen
der Theorie abzuleiten.

Auflerdem werden wir dadurch instand gesetzt, den Lichtdruck auf
den bewegten Spiegel streng abzuleiten. Unsere bisherige Schlufweise
leidet ja an demselben Mangel, den wir bereits bei Besprechung der
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Maxwellschen Theorie [§ 3) hervorhoben.  So wie die Maxwell-
schen Spannungen, <o ist ja auch die Bewegungsgrobie cine quadratische
Funktion der Erregungskomponenten, und es ist von vornherein nicht
einzusehen, dafl allein die Bewegungsgrofien der beiden Strahlen jede
fir sich in Betracht kommeun. Herr Abrabam hat hier den Weg an-
gegeben, Er leitet!) ab, daf an der Oberfliche des bewegten Spiegels

- , ...
die tangentiellen Komponenten des Vektors (0 =) b -~ - [w.§] und
. |

die normalen Komponente des Vektors § verschwinden miissen; nelimen
wir also an, daf der Spiegel senkrecht zaur Z-Achse orientiert ist und
sich in der Richtung seiner Normalen, so wie in Fig. 2 angegeben.
bewegt, 5o ist an seiner Oberfliche
fi=10 (40)
und
(b:z, =) by~ 8 f)y =0,
o)/ =) by +Bh: =0,
Nun benutzen wir den urspriinglichen Ausdruck fir die pondero-
motorische Kraft nach der Lorentzschen Theorie (GL (12) u. (18)).
Unter ¢?2) verstehen wir eine Fliache, die mit dem Spiegel verbunden
ist (also dessen Bewegungen mitmacht) und die der Oberfliche des-
selben mnendlich nahe, aber noch ganz im Ather liegt. Unter ¢ ver-
stehen wir eine feststehende Fliche, die mit ¢ in dem betrachteten
Augenblick zusammenfillt. Dann ist die gesamte ponderomotorische
Kraft dureh

(41)

1
Fe =] Xudo — 8,48 usw.

c2dt
. o
gegeben: wofiir sich auch

d1 1
%.;:=L/‘Xndo‘ —_— c-’ d}fgrds + Cl mng;rda

sehreiben 1aft. (Die an die Raumintegrale angefiigten Indizes ¢ und ¢’
bedeuten, daf dieselben tber den von ¢ resp. ¢ wmschlossenen Raum
zu erstrecken sind) Da es sich nur um den Mittelwert der Kraft in
einem Zeitraum, der gegen die Periode der Lichtschwingungen grof
ist, handelt, fillt der zweite Summand fort. Setzen wir noch fir die
Spannungskomponente X und fir 8, ihren Wert ein, so wirkt per
Fliicheneinheit die Kraft, deren Komponenten

13 L. ¢ 25, 8. 263.

2) Vergl. Enzykl. d. math. Wissensch, V, 2, S. 269.

P
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-1 , e e

Bor= [2D,0p — D2 cos (nz) 4 20,00 — ¥ cos (na)]

0y,
+ 2 (5 b))
usw. sind. Da wir nun cos (na) ==cos (ny) = 0; cos (nz)==—1; ferner
D, =—Wy=—f¢; W,=1,==0 zu setzen haben, wird dy==-—0b,:
Dp==—10y und wir haben:
1
8“4' T é (2 Db —+ 2 f):p:f),‘.:) —— B (bylf):‘.’v - b,f.t[)_t/>7

~ 1. .
=7 (20,0 + 20y h2) — B (020 — . h2),

1 9 s . :
Fo==— 5 (2037 — 02+ 202 — § B — B (0:0y — by ).

(Wir bemerken, dal man aus diesen Ausdriicken sofort die in § 9
auf anderem Wege erhaltenen Gleichungen ableiten kann, Betrachten
wir einen einzelnen Strahl, der etwa durch die Gleichungen (48) ge-
ceben sein mag; setzen wir diese Werte der Erregungskomponenten in
die obigen Ausdriicke ein, so ergibt sich nach einfacher Transformation
{der Index 0 kann hier wegbleiben):

Bo="U2 sin ¢ (cos @ — P),
By=0,
Fu==U% cos ¢ (cos g — f).

Da wir nun AZ=T" zu setzen haben, wo 7 die Energiedichte
ist, erkennen wir die Identitit dieser Werte mit den in (24) und (25)

¢ sin gdgdl
(4]

angegebenen, da ja dort W == — zu setzen ist.)

Beachtet man die Gleichungen (40) und (41), so erkennt man, daB

%m == 3:?/ = 07
1 ;
8‘:: == 5 (62— b")
Die tangentiellen Kraftkomponenten verschwinden also. Die Kraft .
wirkt in der Richtung der Spiegelnormale; der Druck ist also

P — % (52— b2). (42)

Aus dem Bestehen der Gleichungen (40) und (41) folgt, genau wie
aus den allgemeinen Betrachtungen des § 11, das durch die Gleichungen
(29) bis (84) gegebene Reflexionsgesetz. Da die beiden Strahlen in
einer Ebene mit dem Lot liegen, kénnen wir sie durch die folgenden,
den Gleichungen (5) und (11) analogen Ausdriicke darstellen, wobei die
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Indizes O und 1 sieh anf den einfallenden und den reflektierten Strahl

beziehen: ‘

Oy =, s g, - 5 08 @y — b,
b0 =,y cos G, Do == W, cos g, - cos G,
Dy,u =Y, it COS 1-:)07 f]‘,u) = ‘\:Q[-GU Cous @y ~— Q[ 0 sin f/,”“\ oS OU, (43)
D0 =y - co2 M, B =9[~ 0 sin g, - cos B,

Wpo sin g == W cos gy =10,

resp.:

6, =, (xsin g —z 08 @ — cl),
Dy == Wy . cos By, B0 =Ay1 cos ¢ -cos B,
Dy =y, - coz By, by = — (o1 cos gy -+ Wi 1 sin ) -cos G,
Dy = A i -cox B, (i =‘3L,,1 sin ¢, - cos A,

Ay sin gy -+ sy cos @ =0,

Setzen wir nun in die Gleichungen (40) und (41) do=1Dug 4+ b,
usw. ein und beriicksichtigen, dafl an der Oberfliche des Spiegels
0, =06, ist; transformieren wir ferner die erhaltenen Gleichungen mit
Hilfe der Gleichungen (29) bis (34), so erhalten wir die Beziehungen:

Wso tg gy -+ WLy tg @y =0,
Wyo sin @, + Wy sin @, =0,
QIA‘.’,O - Q[x,l =={.
(Bei einem ruhenden Spiegel ist ¢, ==¢,, und es reduzieren sich die
Gleichungen auf Lekannte Beziehungen.)

Wir erhalten also fir die Komponenten der Erregungen an der

Spiegelobertliiche:

b= W0 (1 — t: Po’ ) cos Oy, bz=—12Ay,, cos ¢, (1 —}—- gp—) -cos B,
. »

t-: (pl-
sin g, 1 < sin (p0>
= 0 — o Y 1\ L T o
by = Uy, (‘1 S @, ) cos By, by=Wa, — 205 7y 1+ = sng,) ¢ O,
b:; = 2?17:70 - £0S @0, b'b: 0.

Setzen wir diese Werte in Gleichung (42) ein, so erhalten wir
nach einigen Transformationen, bei denen insbesondere die Gleichungen
(81) zu benutzen sind

B (0,2 490,249, o526,

2(cos g —
P==
-

1—
oder

1—p2
wenn wir unter 77y die Dichte der Energie der einfallenden Welle ver-
stehen, in voller Ubereinstimmung mit Gleichung (89).

') 2
P= (COb Po— B) '[Iru’ (44)
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Wenn die Strahlung senkrecht auf den Spiegel einfiillt, so ergibt
sich dieses Resultat sehr cinfach. KEs ist ja dann wegen der Trans-
versalitit der Wellen dy=0, und aus (40) und (41) ergibt sich

b2—g2p?,
also
D e 5
P=_5*{1—p%.
2
Die gesamte Energiedichte ist dagegen

1., 1., ;
W= (62 + ) — 5 (1 + 47,
Woraus 1 g
tolut.
Hier ergeben sich auch einfache Beziehungen zwischen den Energie-
dichten der einfallenden und reflektierten Welle, die wir mit W, und
17, bezeichmen, Es ist nimlich

W, =1, ( i ;Elg,)q’ (45)

=W, +1
ergibt (s. M. Abraham L c 25, S. 268). Diese einfache Beziehung,
dah die Gesamtdichte gleich ist der Summe aus den Dichten der beiden
Wellen, gilt jedoch nur fir den Fall senkrechter Inzidenz. Ferner
hehen wir nochmals hervor, daf der Druck auf einen bewegten Spiegel
nicht gleich ist der gesamten Energiedichte an seiner Oberfliche.

worans sich ferner

C.

14. Im vorhergehenden haben wir zur Berechnung des Lichtdrucks
stets die Darstellung der ponderomotorischen Krifte durch Spannungen
beniitzt (zu denen nach der Lorentzschen Theorie noch die Kraft §,
dazu kam). Diese Spannungen sind natiirlich gewissen, auf das Volum-
element wirksamen Kriften fquivalent. Man kann daher den Lichtdruck
auch aus diesen berechnen; mathematisch sind die zwei Methoden iden-
tisch, vom physikalischen Standpunkte dagegen liefert uns jede eine
eigene Anschauungsweise. Wir wollen daher auch diese letztere
Methode, und zwar zuerst von den Hertzschen Gleichungen aus-
‘gehend, hier in Kiirze besprechen:

Nach Hertz wirkt auf das Volumelement cines beliebigen Korpers
die Kraft:
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NS A
= 3y ox
setzen wir fiar X. usw. ihre Werte aus (1) ein, so wird
< BL . 0B
Br=C, divD—= fle. 2
o ! 2 T ot
o1 1 & o u :
Hodiv®— 925 —T15.6).
+9 59— 59 C]

Betrachten wir jetzt die durch die Ausdriicke

l lv,r = — ?\@[,7 @:;/ _ @;,'; == O,
e ¢ :
) RIGH
_19%, 6. B, — B, — 0
c ot O0x

gegebene linearpolarisierte Welle, so wirkt auf die Schichte des be-
trachteten Mediums zwischen x;, und xy,, wenn dasselbe homogen ist
die Kraft

]

h A/' ; N A
[%r; d:: == 3:;/ ( 5@.1. 765»;)/ —~:v 5(15;7!/@_1') dz (5(/ = + u'ﬁ;/ a?”>

| I’
— | %(s@ﬁ + y5;32>j=ﬂ"1 —11%5.

Die gesamte Kraft ist also gleich der Differenz der Energiedichten
an der Ein- und Austrittsstelle, oder gleich der in der Zeiteinheit von
der betrachteten Schichte absorbierten Energie, dividiert durch die
Fortpflanznngsgeschwindiglkeit.

Wir sehen also, daf die Kraft des Lichtes auf ein beliebiges
Medium wesentlich dmch die Absorption bedingt ist, worauf Larmor
Lec?7u 10) besonders aufmerksam macht.

Nehmen wir an, daf die Schichte die ganze Strahlung absorbiert,
0 ist Wy==0 und die Kraft wird gleich ;. Wollen wir nun die
Kraft des auffallenden Lichtes auf einen Korper berechnen, der im
Ather liegt und nichts von der auffallenden Strahlung hmdmchlaﬂt SO
heachten wir, daB 77, gleich ist der Energiedichte an der Grenzebene,
aber im Innern d€5 Korpers, AuBer der oben fir den homogenen

Korper berechneten Wirkung kommt aber noch an der Diskontinuitits-
fliche die Kraft :

. 0w
w2 S 247
¢ ox Rrs
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in Betracht. Ist die Trennungsebene senkrecht zur Z-Achse, haben wir
also senkrechte Inzidenz, so ist € und § in der Grenzschichte konti-
nuierlich, und es gibt der obige Ausdruck iiber letztere integriert den
Beitrag zur Kraft

9

) 1.
— 62— — 5 92 —1),
da ja e und g im Ather den Wert 1 haben. Die gesamte Kraft

ist dann:
Ty — g B e— 1) — 1 §2 (u—1)=3 (G2 + 57,

also gleich der Energie der einfallenden Welle, was natiirlich mit dem
in Kapitel A gefundenen Resultat @ibereinstimmt.

{Die vorstehende Methode ist im Anschluf an J. J. Thomson?)
von Lord Rayleigh angegeben worden [l ¢. 11]. Doch nimmt letzterer

far die Kraft den Wert—%[@‘@] an, was dasselbe Resultat liefert

wie bei uns — v‘lé— & -Cl— ;—12-— H? gg Die ,Hertzsche® Kraft

- 1
&

9
LQB»\\[JJ beritcksichtigt Lord Rayleigh nicht. Kr erhialt daher
e ot

auch fiir die Kraft im letzthchandelten Falle nur %—@2 2) an Stelle des

hier angegebenen ; ($% 4+ 2. Lord Rayleigh bezeichuet jedoch

auch dieses Resultat als in Ubereinstimmung mit dem Maxwellschen
Satz, was dem Verf. unverstindlich ist.)

Die ponderomotorischen Kriifte der Lorentzschen Theorie sind im
Falle rein periodischer Vorgiinge mit den Hertzschen Ausdriicken
identisch; also konnten die eben vorgetragenen Uberlegungen gerade so
nach der Lorentzschen Theorie durchgefuhrt werden.

Wir gewinnen also einen neuen Gesichtspunkt, wie man sich das
Zustandekommen des Lichtdrucks vorstellen kann. Betrachten wir z. B.
einen vollkommenen Spiegel, den wir uns nach der elektromagnetischen
Lichttheorie unendlich gut leitend zu denken haben. Das auffallende
Licht induziert in einer unendlich diinnen Grenzschichte elektrische
und magnetische Strome, welche das Aufere Feld im Innern des Leiters

1) Elements of the mathematical theory of electricity and magnetism.
Cambridge 1895, § 241.

2) In der dort gebrauchten Bezeichnungsweise gly?‘iﬂ = 1—6%—{ 2 Maximum.
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vollstindig kompensieren. Autf diese wirkt die magnetische resp. elek-
trische Kraft des Lichtstrahles, und zwar senkrecht auf beide, also in
der Richtung der Fortpflanzung des Strahles.

15. Larmor (L ¢ 7, S. 130) entnimmt seiner Theorie, die sich
in vielen Punkten mit der von H. A. Lorentz deckt, als Wert fiir
die ponderomotorische Kraft den Ausdruck:

1., " ]
— (€ —0)- 9
e

wir konnen dafiir auch setzen:

1,00 ~- T, o ¢ & ,L‘ L
ogl— Lenr e+ T s

: 1. 1. 1o .
=—[9-Cl+ [C-H]— o

Dasg letzte Glied verschwindet, wenn man nur den zeitlichen Mittel-
wert der Kraft sucht. Wendet man nun diesen Ausdruck auf denselben
Fall an, den wir gerade fraher behandelt haben, so erhalten wir
wiceder:

-

-4- Ajy@,,-) dy == — 1 G‘ G2+ 52)* .

3 A
Da € und $ an der Grenzfliche »==konst. kontinuierlich sind,
kounen wir darunter auch die Werte dieser GroBen im Ather an der
Grenzfliche verstehen, Herrscht in 2==1%, elektromagnetische Ruhe,
wird also die gesamte Strablung absorbiert, so ist die gesamte Kraft:

171 s g

5+ 97)-

(Unter w ist natarlich der Wert dieser Konstante im Innern des al-
sorbierenden Korpers zu verstehen.)

Im Gegensatze zu den friher vorgetragenen Theorien solite also
der Druck auf einen absorbierenden Korper nicht allein von der auf-
fallenden Energiemenge, sondern auch von der Permeabilitit des letz-
teren abhiingig sein.

Ist letztere gleich 1, so verschwindet diese Differenz der Resultate.
Unter Beschrinkung auf diesen Fall hat Havelock (L e. 20) von den
Larmorschen Ausdriicken ausgehend auch den Fall schiefer Inzidenz
behandelt und gelangt natérlich far diesen Fall zu dem von wuns in
Kapitel A statuierten Resultate.

16. Poynting geht bei seinen Studien tiber den Druck des Lichtes
(L e. 21) vom folgenden Satze aus, den ich in beinahe wortlicher Uber-
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setzuny folgen lasse: Wir konnen ein Strahlenbiindel als cinen Strom
von Bewegungserobe (momentum) anffassen, deren Richtung mit der
Achse des Bindels dberveinstimmt.  Ist 77 die Energiedichte, ¢ die Ge-
schwindigkeit der Strahlen, so ist die Dichte der Bewegungsgrote T7e.
Wenn eine Fliche Strahlung emittiert resp. absorbiert, so verliert resp.
gewinnt sie damit auch Bewegungsgrofe. Die Kraft auf die Fliche
ist gleich der von derselben gewonnenen Bewegungsgrife,

Wenn die Fliche rubt, ist diese Auffassungsweise durch die
Resultate der Maxwellschen Theorie, auf die sich der Verf. stitzt,
cerechtfertigt. Poynting wendet sie jedoch auch aut bewegte Korper an.
VWir sahen frither, daf die Lorentzsche Theorie auch fir bewegte
Korper zu diesem Resultate fithrt. Da aber Poynting die letztere
nicht einmal erwihnt, sondern den obigen Satz gleichsam als Prinzip
hinstellt, sind seine Betrachtungen, wie auch Larmor (L. e 10, 8. 590)
bemerkt, ,naturally somewhat uncertain®.

Sehr originell ist die Methode, durch welche Poynting an anderer
Stelle den Druck auf eine bewegte Fliche berechnet (L e 21, S. 551):
Es bewege sich die strahlende Fliche 4 mit der Geschwindigkeit w gegen
die (ruhende) absorbierende Fliche B, welche, ebenso wie die Umgebung,
aut der Temperatur 0" A sein soll. Wir betrachten ein paralleles
Strablenbiindel, das von 4 senkrecht emittiert wird; sei 77 die Energie-
dichte desselben, wenn 4 rubt; 7', wemnn 4 in Bewegung ist. Der
Druck auf 4 ist p==7", wenn 4 ruht; er sei p’, wenn A sich bewegt.
Die bewegte Fliche 4 entsendet also per Sekunde die Bewegungs-
urobe p’; dieselbe fillt endlich auf B. Wir setzen nun A4 in einem
hestimmten Moment in Bewegung und lassen in demselben Augenblick
der Ausstrablung dieser Fliche freien Raum; es lege 4 so die Strecke d
in der Richtung gegen B zuriick und hore dann gleichzeitig auf, sich
7u bewegen und Strahlung zu emittieren. Es hat also A withrend der
Zeit djw Strahlung emittiert und damit auch im ganzen die Bewegungs-
grobe p’-dhw; da B ruht, ist der Druck auf B gleich der per Zeit-
einheit empfangenen BewegungsgroBe, also gleich 77’. Da aber 4 der
ausgesandten Strahlung nachfolgt, wird B nur wahrend der Zeit djw — djfe
von Strahlung getroffen. ,Nehmen wir an, daB die gesamte von B
absorbierte Bewegungsgrofe der von 4 ausgesandten gleich ist®, so muf

;4 (A d
s imw (i)

y=w (1§
sein. Weiters macht Poynting die Annahme, ,,daf die Fliche 4 gleich-
viel innere Energie per Zeiteinheit in Strahlung verwandelt, ob sie in

(46)
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Bewegung oder Rube ist*; (nach unsever friher gebrauchten Terminologie
wiirden wir sagen: Die wabre relative Ausstrablung ist von der Be-
wegung unabhingia), dai aber auch der Betrag wp’ mechanischer
Energie per Sekunde in Strablung umgesetzt wird; dann ist also

r .

07 (e — ) = 1T% =+ plw

oder o
Nl — =10 -+3-1T{1—4).

Also wird ‘

N =11 — g*
und ,

po=1"a—3"".

Die Gleichung (46) stimmt nun in der Tat mit dem obigen diberein,
denn setzen wir in (26) ¢ sin pdydl=T7"¢, sonst p =0, so wird
po=1" ==T"(1— 4.

[4
[

Es ist bemerkenswert, dafl die zwei Annahmen, die wir in Ginse-
fiibchen angefithrt haben und die wohl erst zu begriinden wiren, zu-
sammen zu demselben Resultat fithren, wie die Lorentzsche Theorie.

Heaviside macht (1 ¢ 80) in einer lkurzen Note iiber unseren
Gegenstand zuerst die Bemerkung, daB es nicht angeht, fiir den Druck
auf einen bewegten Spiegel den Wert der gesamten Energiedichte an
der Oberfliche desselben anzunehmen. Durch eine genauere Analyse
gelangt er fiir den Fall senkrechter Inzidenz auf einen vollkommenen
Spiegel zum Werte

oy D

v u
(Gleichung (13) S. 440) fiir den Druck; in unserer Bezeichnungsweise
ist dieser Ausdruck gleich:

c—w
¢+
stimmt also vollstindig mit unserer Gleichung (44) #berein.

17. Larmor hat ferner (1. c. 8 und 9) den Wert des Lichtdrueks
auf einen bewegten Spiegel mittelst einer originellen, von der elektro-
magnetischen Lichttheorie ganz unabhingigen Methode berechnet. Er
geht dabei von der Anderung der Wellenlinge nach dem Dopplerschen
Prinzip aus; schlieft aus der Existenz linearer Beziehungen, die an
der Oberfliche des Spiegels erfillt werden miissen, auf die Gleichheit
der Amplituden der einfallenden und reflektierten Schwingungen und
kann daraus fur jede Wellenbewegung, deren Energiedichte dem Quadrate
der Wellenlinge umgekehrt proportional ist, also anch fir die Licht-

211,
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schwingungen der alten Elastizititstheorie, den Druck auf cine reflek-
tierende Ithene berechuen.

Betrachten wir einen Strahl, der, wie in I'ig. 2 angedeutet, senk-
recht auf einen bewegten Spiegel auffillt, so ist das Verhiiltnis der
Wellenlingen der beiden Strahlen nach Gleichung (30a) /):

Ly _ vy __ 14 2
2o 1—p
Daler ist die Energiedichte der reflekticrten Welle

1, =W, (%f.>2~ 7% (; :_ g)

(Vergl. Gleichung (45)). Die Differenz zwischen der in der Zeiteinheit
auffallenden und reflektierten Energiemenge ist
yd — 1 ¢y = Puw,
gleich  der Arbeit des Drucks der Strablung; da ¢ ==¢ (1 — 8);
#y==r¢ (1 -+ @) ist, erhalten wir also
2
Pe—=Te (1 —p—a+ 8175,

woraus

folgt, was mit Glelchung (44) fur ¢ == 0 ganz ubereinstimmt.

D.

18. Soweit wir im vorhergehenden nur eine einzelne Lichtwelle
(sowie die derselben entsprechende reflektierte Welle) betrachteten, waren
unsere Rechnungen exakt. In der Thermodynamik der Strahlung hin-
gegen hat man nicht mit einer einzelnen Welle, sondern mit dem Inbe-
griff der einzelnen Strahlen zu tun, welche die Hohlraumstrahlung aus-
machen. Ks ist vornherein nicht einzusehen, wie sich die Druckwir-
kungen der einzelnen Wellen zusammensetzen werden.?) Wenn wir
daher im folgenden annehmen werden, daf sich dieselben einfach
addieren, so ist das eine neue Hypothese, welche derjenigen ganz ana-
log ist, welche die Energiedichte der Hohlraumstrahlung als Summe
der den einzelnen Strahlen entsprechende Energien auffaft. Da diese
Schwierigkeit also nicht dem von uns behandelten Gegenstande eigen-
titmlich ist, wollen wir hier darauf nicht niher eingehen.

1) Wir kennzeichnen wieder die einfallende Welle durch den Index O.
2) Diese Schwierigkeit haben wir stillschweigend tibergangen, als wir
in § 8 von paralleler Strahlung zur Strahlung ¢ sin ¢ de dl tibergingen.
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Denken wir uns einen allseitig von vollkommenen Spicgeln abge-
grenzten Raum, in dem Strablungsenergie nach allen Richtungen gleich-
mibig verteilt sei. Und zwar sei <de die Energiemenge, die sich in
Richtungen bewegt, welche im elementaren raumlichen Offnungswinkel
dey enthalten sind.  Die der hetrachteten Strahlung entsprechende
Energiedichte ist durch idw/e gegeben. Die gesamte (mittlere) Dichte

ist dann i ‘

lj(]m; AT te

¢ ¢ 2

Wir bemerken, daff xs = e das Emissionsvermggen eines schwarzen

Korpers ist, der mit dem betrachteten Hohlraum im Wirmegleichge-
wicht stehen winde; dessen Temperatur also gleich der Temperatur
der betrachteten Hohlraumstrahlung ist.  Wir wollen jetzt den Druck
der Hohlraumstrahlung auf ein Element Jf der spiegelnden Begrenzung
berechnen, Nehmen wir jetzt die nach innen gezogene Normale des
Elementes als  Achse fur Polarkoordinaten, so bt die durch die
Winkel ¢,/ bestimmte Strablung also ¢ sin ¢ dep dl auf die Flichen-
einheit den normalen Druck 2 xisin ¢ depdl - cos®gle aus. Der ge-
samte Druck auf das betrachtete Ilement Jf ist daher

2 al,

5 3 ]
pdf == “—idf/ (i’l/ sin @ cos? ¢ do
a 0

Al W
o
und zwar ist das ein senkrechter Druck, da sich die tangentiellen
Komponenten, wie man leicht einsieht, gegenseitig aufheben.

Diese Beziehung zwischen der Energie und dem Druck der Hohl-
raumstrahlung ermoglicht es, die Gesamtstrahlung eines schwarzen
Korpers als Funktion der Temperatur darzustellen., Es gelingt dies
wie zuerst Boltzmann (L c. 5) gezeigt hat, durch Anwendung des
zweiten Hauptsatzes. Boltzmann konstruiert einen KreisprozeB, in
dessen einzelnen Phasen das Volumen des Hohlraumes verindert und
derselbe mit schwarzen Korpern verschicdener Temperatur in Verbin-
dung gebracht wird. Wie immer, wenn es sich um Anwendung des
zweiten Hauptsatzes handelt, ist dieser Weg physikalisch anschaulicher,

aber weitliufiger als die Methode, die von der Betrachtung des Entropie-
differentials ausgeht.

Der Kiirze wegen wollen wir hier diese zweitgenannte Methode
verwenden.
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Bei das (gesamte) Emissionsvermogen des schwarzen Korpers
e=o(7I),
worin ¢ eine (vorlinfig unbekannte) Funktion der absoluten Tempe-
ratar 7 ist.
Die in einem Hohlraum vom Volumen » enthaltene Energie (die
innere Energie) ist
U=olW=uv t —2 @ (1.

Also ist das Differential der Entrogie
dU 4 pdo 174 4 .
Sy =g [cz @ (T)d T~ do (; @ (T +p >]
Dies mub nach dem zweiten Hauptsatze ein vollstindiges Diffe-
rential sein, d. h. es muf

sein, woraus
Top=p+ , 9()

folgt. Wenn eine der beiden Grofen ¢ (7T) oder p bekannt ist, kaun
mit Hilfe dieser Gleichung die andere hestimmt werden.
Setzen wir nach dem friheren

1 7'__»‘7%7 il
p=g W= g9,

so wird diese Gleichung

Te (1) =49(T),
woraus sich durch Integration

@ (7) = Konst. 7'

ergibt, also das von Stefan empirisch aunfgestellte Gesetz, das jetzt
allgemein das Stefan-Boltzmannsche Gesetz genannt wird.

‘Wir haben hier fur den Druck den Wert genommen, der sich auf
den ruhenden Spiegel bezieht; es ist dies natiirlich vollkommen be-
rechtigt, da die Anwendung des zweiten Hauptsatzes ohnehin unendlich
langsame, reversible Volumeninderungen fordert.

19. Indem W. Wien!) auch die Anderung der Wellenlinge bei
der Anderung des Volumens in Betracht zog, gelang es ihm, das so-
genannte Verschiebungsgesetz abzuleiten. Da dies jedoch nicht un~

1) W. Wien, Berl. Ber. 8. 55, 1893 und Wied. Ann. 52, 132, 1894.
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mittelbar mit unserem Themi zusammenhingt, geniige dieser Hinweis.
Im engen Zusammenhang mit den Ausfihrungen des Kapitels B ist
dagegen die elegante Methode, mittels deren M. Abraham (1. ¢ 24)
das Wiensche und das Stefan-Boltzmannsche Gesetz mit einem
Schlage abgeleitet hat, die wir jetzt folgen lassen.

Betrachten wir die Formeln (29) bis (82), so sehen wir, daf die-
selben vichtig Dbleiben, wenn gleichzeitig ¢ mit ¢, » mit », und 8
mit —3 vertauscht wird. Auch der Wert des Druckes bleibt giiltig,
wenn dies geschieht und awch noch 7 mit 7, vertauscht wird. (Vergl.
Gl (38); unsere Vertauschung fubrt ja ¢ in ¢ tber, und da v far
beide Strahlen denselben Wert hat, erkennen wir aus (36) sofort die
Richtigkeit unserer Behauptung). Wir erkennen aus alledem, daf die
Reflexion an einem bewegten Spiegel ein im thermodynamischen Sinne
reversibler Vorgang ist; in einem Falle wird Arbeit in strahlende Wirme
verwandelt, im anderen Falle Wirme in Arbeit.

Setzen wir nun

¢ == Hdp; iy = H, dp,;

es sollen also die Schwingungszablen der zwei Strahlungen zwischen »
und v -~ dp, resp. »; und »; - dp; liegen. Hund H, nennt man dann
die Helligkeiten der zwei Bindel. Degzeichnen wir ferner mit 7" und 77
ihre Temperaturen. so verlangt das Kirchhoffsche Gesetz, daf

H=f@T) H —f(,T) (47)
sei: dak also fir beide Strahlenbiindel dieselbe universelle Beziehung
zwischen A,p und 7 gelte.

Es wird nun die Energiemenge ¢ sin 9 dyp dl - cos 3 in der Zeit-
einheit in die Energiemenge 7, sin 4 dapdl - cos @ verwandelt. Da der
Vorgang reversibel ist, mufp

i sinwp cos pdypdl 4, sin  cosp dpdl
7

T 7,

sein, also:
ro7 e
R T (48)
(Diese letzte Gleichung folgt aus (86)).

Nun haben wir ferner die Beziehungen (34):

v dy e
v, Ay, ¢ (49)

und (37):
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also
g e \3

Aus (48), (49) und (50) folgt also:

£m<7v>3 __(,,\3
H L) \7"1) '
woraus man sofort schlieBen kann, dah die durch (47) definierte Funk-

e

. . T .
tion die Form »3. g (;> haben muf; es ist also:

yY
= pd. (1),
=y g<v>

Dies ist das Verschiebungsgesetz in der Fassung von M. Planck ).
Dasselbe enthilt auch das Stefan-Boltzmannsche Gesetz:

‘/“wIJdv == const. 7T'4
0

Das Bemerkenswerte ist eben, daf letzteres nicht zur Ableitung
vorausgesetzt werden mubBte, sondern sich mit einem Schlage ergibt.

20. Denken wir uns eine spiegelnde Fliche in einem Raume be-
findlich, welche von nach allen Richtungen gleichmifig verteilter
Strahlung erfullt ist, so erhalten wir den gesamten auf die Flichen-
einheit wirksamen Druck, wenn wir Gleichung (89) ttber alle moglichen
Werte von [ und ¢ integrieren.

Wenn die Fliche mit der Geschwindigkeit 2 = @ in der Richtung
ihrer Normalen vor der einfallenden Strahlung zuriickweicht, ist der
grofite zulissige Wert von ¢ gleich 90° — arc sin 8. Noch stiirker
geneigte Strahlen konnen die Fliche gewissermafen nicht mehr ein-
holen.

Der gesamte Druck wird also gleich
2z m—arcsing

i—_——i—ﬁﬁ '-2};-[(2! fsin o do (cos ¢ —F)2

0 0
1

= s g g 0
7

Nun sei die Riickseite der Fliche auch spiegelnd; berechnen wir
den Druck auf letztere, so haben wir zu beachten, daB dieselbe der
Strahlung entgegenkommt; der auf sie wirksame Druck hat also den
Wert, der sich aus dem vorigen Ausdruck durch Vertauschung von B

1) M. Plank, Ann. d. Phys. 4, 560, 1901.
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mit —2 ergibt. Bewegr sich daber cine Platte, die auf beiden Seiten

vollstindig

spiegeit. in der Richtung ihrer Normale, in einem it
Strablung erfillten Raume, so wirken sich die Krafte auf beiden Seiten
entgegen und die gesamie Wirkung ist in der Richtung der Bewegung
gleich:

=2 — a + 9.

Filwen wir wieder die Euergiedichte der Strahlung TW == {zie
ein, so wird dieser Ausdruck gleich:
/ a7
, -
231+ 5)
s
1—p2

Dieser Wert warde zuerst von M. Abraham (L c. 25) angegeben.
Man kann diese Kraft als Widerstand deuten. Die Existenz derselben
wurde zuerst von M. Thiesen (L. c. 16) behauptet. Doch stimmt der
Wert, den Thiesen abgeleitet hat, nur in dem in 2 linearen Gliede
mit dem hier gegebenen tberein. (Es kommt dies daher, daff Thiesen
bei der Reflexion an einem bewegten Spiegel das Reflexionsgesetz fur
die absolute Strallenrichtung als giiltig annimmt, was wohl ein Ver-
sehen ist.)

Ist @ Kklein gegen 1, so ist der Widerstand gleich —2877 Der-
selbe ist so gering, daB er, wenn die Erde als Reflektor aufgefaft
wiirde, die Jahresdauer nur ganz unmerklich verringern wiirde. Dagegen
muf er auf die Bewegung von Gasmolekiilen einen merklichen Einfiuf
haben. Man wird also die Moglichkeit ungehemmter Bewegungen der
letzteren nicht zugeben konnen. (Thiesen 1 e 16, S. 180).

k.

21. Die prinzipielle Wichtigkeit des Lichtdruckes bewegt Loxrd
Rayleigh (I c. 12) an einigen Beispielen zu untersuchen, inwieweit
mechanische Schwingungen einen Druck ausiiben.

So betrachtet er unter anderem eine unendlich lange gespannte
Saite, welche transversal schwingt. Durch zwei (bewegliche) Ringe,
die der Saite aufgesteckt sind, sollen die Schwingungen auf einen be-
stimmten Teil der Saite beschriinkt sein. (Die Schwingungen werden
an den Ringen reflektiert.) Der Ring erfihrt einen Druck, der gleich
ist der auf der Lingeneinheit der Saite enthaltenen Energie.

Auch den Druck der Schallwellen berechnet Lord Rayleigh
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und  kommt wieder zu dem Resultat, dab der Druck auf eine reflek-
tierende Fliche gleich ist der Enecrgiedichte der Schallbewegnng.

Sehr eingehend wird der Druck, den die Schwingungen einer Saite
ausitben, von Havelock (L ¢ 20) behandelt, der auch im Anschlup
daran, wie bereits erwithnt, den Druck der Lichtschwingungen nach der
Larmorschen Theorie behandelt.

Is hat daher den Anschein, als obh jede fortschreitende Welle als
Triiger einer Art DBewegungsgrife aufgefabt werden Lonnte, welch
letztere dem Betrage nach gleich der Energiedichte ist und nach dex
Fortpflanzungsrichtung der Welle ovientiert ist. (Siehe dartiber Poyn-
ting L e 28).

22. Schon Kepler (1619) versuchte das Verhalten der Kometen-
schweife im Perihel durch die Wirkung des Lichtdruckes, den ja auch
die damals allgemein akzeptierte Emissionstheorie forderte, zu erkliren.
Diese Ansicht wurde auch von Longomontanus (1622) und Euler
(1746) vertreten.?)

Vom elektromagnetischen Standpunkte ist dieser Frage Arrhenius
(I c. 82) nahegetreten und nach ihm Schwarzschild (. c. 33).
Letzterer berechnet den Lichtdruck auf eine kleine reflektierende Kugel,
wobei er auch die Beugung des Lichtes an derselben heriicksichtigt.
Es handelt sich darum, zu bestimmen, wann die Wirkang des Licht-
druckes der Gravitation das Gleichgewicht hilt. Da ersterer der Ober-
fliiche, letztere dem Volumen der Kugel proportional ist, nimmt dieses
Verhilltnis mit abnehmendem Kugelradius zu; jedoch nicht unbegrenzt,
sondern es erreicht chen infolge der Beugung ein Maximum fiar Kugeln
von der Gréfenordnung der Wellenlinge. Um das Verhalten der ge-
strecktesten Kometenschweife zu erkliren, muBte dieses Verhiltnis den
Maximalwert 18,5 erreichen konnen. (Von der Entfernung von der
Sonne ist das Verhaltnis unabhiingig, da ja beide Wirkungen dem
Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional sind.) Schwarzschild
gelangt nun zum Resultat, dab, wenn die gesamte Sonnenstrahlung als
von der Wellenlinge 0,6 ¢ angenommen wird und die Dichte der
Schweifteilechen = 1 ist, daB dann der ,Druck des Lichtes gleich ist
der Schwerkraft, sobald der Kugeldurchmesser bis auf 2,5 2 = 1,5 7
herabsinkt, Bei weiterer Verkleinerung der Kugel wichst der Druck
iiber die Schwerkraft hinaus, bis er sie bei einem Kugeldurchmesser
von 0,3 A==0,18 ¢ um das 18fache bertrifft. Von diesem Maximalwerte
sinkt er schnell wieder ab und wird bereits fur den Kugeldurchmesser

1) Zitiert nach P. Lebedew, Ann. d. Phys. 6, 434, 1901.



i

o F. Hasenshrl, Uber den Druck des Lichtes.

0,12 4 == 0,07 g wieder der Schwerkraft gleich, um sich sodann rasch
der Null zu nibern® ,Ein Ulerwiegen des Druckes der Strahlung
iiber die Schwerkraft findet also nur fiiy gewisse, zwischen verhiltnis-
mifig engen Grenzen liegende Kugelgrofen (0,07—1,5 w) statt; inner-
hallb dieses Bereiches witchst aber der Druck bis auf das 18fache der
Schwerkraft.®

3ei dieser Berechnung ist, wie erwiihnt, 2== 0,6 £ angenommen.
Zieht man die wirkliche Verteilung der Energie im Sonnenspektrun
in Betracht, so sinkt der Maximalwert auf etwa die Hilfte herab, Doch
ist in der Berechnung ein gewifh zu geringer Wert der Solarkonstante
2,5) angenommen und kann auch die Dichte der Schweifteilchen leicht
Kleiner als 1 sein, wodurch wieder das notige Verhiltnis 18,56 erreicht
werden kann.

23. Mit ihnlichen Betrachtungen hat sich auch Poynting
(I. e. 21, 22) befaBt, ohne jedoch die Beugung des Lichtes mit in
Rechnung zu ziehen.

Letzterer hat auch (L ¢. 28) interessante Berechnungen itber den
Widerstand angestellt, den die Erde bei ihrer Bewegung um die Sonne
infolge ihrer Ausstrahlung erleidet. (Die Berechnung dieses Wider-
standes ist natarlich ganz analog der frither angegebenen Berechnung
des Widerstandes eines reflektierenden Kérpers in einem von Strahlung
erfilllten Raum.)

Die Widerstandskraft ist ca. 2500 kg. ,Aber es tritt noch ein
anderer Effekt auf, welcher diese Widerstandskraft mehr als kompen-
siert. Die Hemisphiire der Erde, welche auf der im Sinne der Jahres-
bewegung vorderen Seite liegt, ist infolge der bei der Erwirmung durch
die Sonne auftretenden Verzogerung kilter als die andere; strahlt da-
her weniger aus und erleidet einen geringeren Druck, Nimmt man
an, dafl die vordere Hemisphiire auf 3009 die hintere auf 301° be-
findlich ist, so wiirde diese beschleunigende Kraft gleich 165 000 kg sein.
Die Wirkung all dieser Krifte ist jedoch so gering, daf sie sich der
Beobachtung ganz entzieht,

Wien, im Juni 1905.
(Eingegangen 16. Juni 1905,)



