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Was sind Trojaner?

Asteroiden, die einem Planeten 
(Jupiter) auf seiner Bahn um den 
Stern vorauseilen oder folgen.

Trojaner befinden sich auf Orbits 
um die Librationspunkte L4 und L5.

Ester entdeckter Trojaner: 
Achilles. Entdeckt 1906 von Max 
Wolf

Derzeit 1851 (L4) und 1407 (L5) 
Trojaner bekannt (Stand 8.8.2009)
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Quelle: Wikipedia
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Langrange Punkte

Fgrav

Kräftegleichgewicht zwischen 
Anziehungskräften der 
Hauptmassen und 
Zentrifugalkraft.

Librationspunkte L1, L2 und L3 
sind instabil -> hier können sich 
keine Massen für längere Zeit 
aufhalten.

L4, L5 stabile Punkte 
(Potentialtopf)
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Himmelsmechanik
3 Körper Problem nicht geschlossen lösbar

“eingeschränkt” <=> 3. Masse sehr leicht

Gleichungen für ungestörtes 2 Körper Problem

m1 m2
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f ... wahre Anomalie 

x1

y1

x1 = -μ2⋅r⋅cosf
y1 = -μ2⋅r⋅sinf

x2 = μ1⋅r⋅cosf
y2 = μ1⋅r⋅sinf

m3

x = ξ⋅cosf - η⋅sinf
y = ξ⋅sinf - η⋅cosf
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Rotierendes, pulsierendes Koordinatensystem

Transformation:   ξ = rX    und   η = rY

Hauptmassen befinden sich auf “fixen” Pos. (X1,Y1) und (X2, Y2)

Wahre Anomalie als unabhängige Variable definieren

Damit kann die Potentialfunktion wie folgt definiert werden:

Und die (transformierten) Bewegungsgleichungen lauten:
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Lösung mittels Lie Reihen
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Entwickelt von Marius Sophus Lie (1870)

Lie Integration -> Verfahren zur numerischen Lösung von DGL’s

Gleichungen werden durch analytische Differentiation anstatt durch 
analytische Integration gelöst

Vorteil in der Numerik -> sehr genaues Verfahren

Lie Operator ist linearer Differentialoperator und hat Form:

 
D = θ1

∂
∂z1

+θ2
∂
∂z2

+θ3
∂
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+…+θn
∂
∂zn

Angewendet auf Funktion f(z) ergibt sich die Lie Reihe:

 
L(z,t) = t n

n!
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∑

Quelle: Wikipedia
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Umformung der Potentialfunktion 

Ausgehend von Potentialfunktion der Form:

Definieren Variablen:
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Weitere Vereinfachung
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Allgemein gilt:

DX = ′X

D2X = 2 ′Y +Ωx = 2DY +
1

1+ ecos( f )
X −

µ1(X − µ2 )
ρ1
3 −

µ2 (X + µ1)
ρ2
3

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Mit zuvor definierten Variablen folgt vereinfachte Form:

D2X = 2 ′Y +Ωx = 2DY + FA

Damit ergeben sich für alle höheren Lie Terme (p≥0):

Dp+2X = 2Dp+1Y +
p
j

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
Dp− jF *D jA

j=0

p

∑

DF und DA werden wiederum in Einzelelemente aufgespalten.
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Lösung der Bewegungsgleichungen nach Lie
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X( f ) = X0 + DX0 * ( f − f0 ) + 2 *Dp+1Y0 +
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j
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Was sind springende Trojaner?
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Annahme: Trojaner hat ein Set von Anfangsbedinigungen 
(x,y,z,vx,vy,vz), sodass er den stabilen Bereich (L4) nach 
einigen Umdrehungen verlässt.

Die Bewegung des Trojaners ist nun genau so gerichtet, 
dass er sich entlang einer äquipotential Linie Richtung L5 
bewegt.

Verharrt die Masse nun ein paar Umdrehungen im stabilen 
Bereich um L5, spricht man von einem “springenden 
Trojaner”.

Montag, 17. Mai 2010



m1 m2

m3 
(x,y,z,vx,vy,vz)

L4

L5

Was sind Trojaner?      Das elliptische, eingeschränkte 3 Körperproblem      Lösung mittels Lie Reihen      Was sind springende Trojaner

1.) Körper mit Anfangsbedingungen in L4
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2.) Körper wurde aus dem stabilen Bereich herausgeschleudert

Montag, 17. Mai 2010



m1

m2

m3L4

L5

Was sind Trojaner?      Das elliptische, eingeschränkte 3 Körperproblem      Lösung mittels Lie Reihen      Was sind springende Trojaner

3.) Bahnkurve des Trojaners so, dass er wieder eine Zeit lang im stabilen Bereich verharrt
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Fig.3. The osculating eccentricity (top) and inclination (bottom) for
an U I,{ S-orbit (C2).

out of the 21 orbits integrated, one from the C -group and
three from the l/-group (20% of the total) escaped. Three from
the C -group and five from the t/-group (40% of the total) are
very unstable. Finally, the rest of the orbits (one from the C-
group and eight from the l/-group) have elements which do
not show large jumps (40%)3. The classification ofthe orbits in
these three groups can also be seen in Tablo 1, along with the
escape time, 7."", for the E S C -orbits. T"r. is given by the time
at which the critical argument begins to circulate.

we performed a running-window averaging in the time
series of the osculating elements, the window having length
,Ar

sulting mean elements, (") and (z), behave according to the
classification made above. For all the STB-orbits (r> is al-
most constant for the whole 50 Myrs time interval, while (")
presents only small-amplitude fluctuations. On the other hand,
for the [/l/S-orbits, the variations of the mean elements are
much larger. For the E S C -orbits the averaging is made for a

3 we also integrat ed a small group of neighboring orbits, whose
initial conditions were taken by adding small deviations to the elements
of the 'original' escaping Thersites as they are calculated after the first
20 Myrs of our integration. Most of these orbits also escaped within
the 50 Myrs of our integration.
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Fig.2. The time series of the osculating eccentricity (top), inclination
(middle) and the critical argument o (bottom) of the l/8 orbit.

emphasize an the fact that, for all the U,n/S- and ESC-orbits,
large variations of the inclination (sometimes even greater than
10") are present before any 'visible' changes of the mean value
of the eccentricity occur. Also, we should stress that for most of
the ,S? B - orbits the eccentricity also shows signs of chaotic
variations, but this cannot be taken for granted and more re-
fined analysis should be made (see e.g. Sect.4.4). However, the
inclination time series is quite stationary for the STB-orbits.
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Fig. 6. Eccentricity (top), inclination (middle) and the critical argument
o time series forthe l/6 orbit. The libration around Ls aftert > 38.2
Myrs is clearly seen.

@ : w * O is the longitude of perihelion) for consecutive equal
time intervals. In this way we are able to monitor if and how
the frequency content of these time series is changing along the
orbit. In particular we want to focus on
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Fig.7. The TFA results for the element p
E S C -orbit (top), the t/l/,S-orbit and the ST B-orbit ofFigs. 24. Note
the characteristic 'drift' of the spectrum for the E SC -orbit. Also, note
the broader spectrum of the Ul/S-orbit with respect to the one of the
ST B-orbit.

o what are the spectral characteristics ofthe orbits and how are
these varying (or not) with time

o what are the differences between the three kinds of dynamical
behaviour seen in our integrations and

o what can be said about the röle of secular frequencies in the
modulation of the asteroids' elements.

The method is based on the frequency analysis for equidistant
time series developed by Chapront (1995), who has also sup-
plied the code. First, the non-singular variables h and p are
derived from the osculating elements. The frequency analysis
is then applied within a window of l/ - 10,000 points (i.e.
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Quelle: Thersites: a “jumping Trojan”, K. Tsiganis, R. Dvorak, E. Pilat-Lohinger

Resultate beziehen sich auf “Thersites: a jumping Trojan?” von K. Tsiganis, R. 
Dvorak und E. Pilat-Lohinger; (11 Juni 1999) 

Untersucht wurden 16 Objekte mit ähnlichen Orbits wie Thersites über einen 
Integrationszeitraum von 50 Mio. Jahre. Hier wurden n- Körper berücksichtigt.

20% der Objekte von der Anfangsverteilung verließen den stabielen Bereich 
innerhalb der Integrationszeit und einer dieser Asteroiden sprang tatsächlich von 
L4 nach L5.
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Vielen Dank
         für die Aufmerksamkeit!
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